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摘要 本文综述了连续方程与高斯和模型框架下轨道不确定性传播方法研究进展. 首先, 从连续方程、插值方 

法、分箱方法三方面梳理了连续方程框架下不确定性传播方法研究现状. 其次, 从高斯和模型、高斯和模型框架 

下的混合方法两方面分析了高斯和模型框架下不确定性传播方法发展脉络. 然后, 比较了两种框架下求解轨道不 

确定性传播问题的数学本质、精度与效率差异. 最后, 总结了基于两种框架求解轨道不确定性传播问题的主要特 

征与优势, 并展望了未来研究工作.  
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1 引言  

不确定性传播问题(简称密度传播问题)在航天轨 

道动力学领域许多任务中具有重要作用 [1]. 国内的不 

确定性传播研究主要以我国的月球探测 [2,3]、空间目 

标碰撞预警 [4]、交会对接 [5,6]等工程项目需求为牵引 

展开, 研究工作主要集中在轨道确定 [7]、相对运动、 

碰撞评估、轨迹关联与预报、月球探测中转移轨道误 

差分析等方向. 《2021中国的航天》 [8]白皮书显示, 我 

国未来将继续实施行星探测工程, 发射小行星探测器, 
完成近地小行星采样和主带彗星探测, 完成火星采样 

返回、木星系探测等关键技术攻关. 为了保证所涉项 

目仿真结果的可靠性, 有必要开展相关研究方向下的 

轨道不确定性传播研究工作. 不确定性传播的主要思 

想是获得对应于状态空间或增广状态空间(除了状态 

空间不确定性, 还考虑了与动力学参数或观测量相关 

的不确定性)演变的不确定性空间演变.  
目前已有文献为求解非线性不确定性传播问题开 

发了许多解析或半解析非线性方法. Luo和Yang [1]综述 

了轨道动力学领域内的各种不确定性传播方法. 对于 

诸如线性协方差分析 [9]的解析方法, 该方法会使用线 

性化模型, 特征是计算量较小. 值得注意的是, 对于高 
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维与强非线性动力学下的不确定性传播问题, 由于违 

背模型线性化假设, 会导致不确定性传播精度低, 因 

此解析方法不再适用. 蒙特卡罗技术是用于非线性不 

确定性传播的基本方法. 该方法可以提供“真实的”不 

确定性传播结果, 但是计算量很大; 对于高维与强非 

线性动力学下的不确定性传播问题, 这点尤其明显.  
为了减小蒙特卡罗方法下的计算量, 文献中提出 

了许多非线性方法. Haler和Bhattacharya [10]的研究将 

所有的非线性不确定性传播方法分成两类: 参数型方 

法与非参数型方法. 参数型方法通过传播统计矩实现 

不确定性传播; 非参数型方法通过近似或者直接求解 

概率密度函数的动力学演变方程实现不确定性传播.  
典型的参数型方法有线性协方差分析、无迹变 

换、状态转移张量、多项式混沌展开、微分代数等. 
线性协方差分析方法的基本原理可简要表述为 :  

Ax x x= , nR , 其中x是状态矢量, A是由泰勒级数展开 

取一阶项获得的真实状态相对于标称状态的一阶状态 

转移矩阵, n是状态空间维度; 假定初始时刻的高斯型 

密度分布(均值x, 协方差矩阵P), 然后基于均值与协方 

差 矩 阵 的 微 分 方 程 完 成 数 值 传 播 :  Ax x= ,  

P A P PA= +T [9]. 尽管该方法的计算量较小, 具有潜在 

的星上应用价值, 但是对于强非线性系统或者长期密 

度传播问题, 往往存在较大的计算误差, 因此线性协 

方差分析方法不再适用. 无迹变换方法最早是由Julier 
和Uhlmann [11]提出, 用于非线性传播密度分布的均值 

与协方差矩阵. 基于无迹变换方法, 需要从密度分布 

中选取一系列确定的样本点(即sigma点)来近似非线 

性传播后的密度分布均值与协方差矩阵. Tenne和 

Singh [12]的研究工作证实了基于无迹变换方法对统计 

矩的非线性传播至多可以达到第三阶. 因此对于长期 

非线性不确定性传播问题, 仅基于无迹变换方法无法 

实现精确的密度传播. 不同于无迹变换方法, Park和 

Scheeres [13]基于高阶泰勒级数展开的思想, 将线性协 

方差分析方法拓展到两阶以上非线性项, 提出了基于 

状态转移张量的不确定性传播方法. 状态转移张量方 

法的主要思想是通过将真实状态相对于标称状态进行 

泰勒级数展开, 保留高阶非线性项, 推导出不确定性传 

播的各阶状态转移张量. 值得注意的是, 这些状态转移 

张量可以基于标称状态经非线性动力学传播求解; 当 

求解出各阶状态转移张量后, 基于代数运算就可以获 

得传播后密度的统计矩(例如均值与协方差矩阵), 因 

此该方法是半解析的, 求解效率较高. 基于状态转移 

张量方法实现不确定性传播需要保证非线性动力学系 

统连续可微, 且需要推导动力学方程的高阶偏导数(高 

阶偏导数推导复杂, 计算难度大). 尽管状态转移张量 

方法相比于无迹变换方法可以实现对更高阶统计矩的 

传播, 但是基于状态转移张量方法无法传播概率密度 

函数, 因此对于强非线性系统或者长期密度传播问题, 
仅基于状态转移张量方法无法实现精确的密度传播. 
基于多项式混沌展开方法 [14]实现不确定性传播的主 

要思想是: 基于特定的正交多项式来近似非线性动力 

学系统对输入不确定性的响应, 用少量样本点的响应 

结果来求解多项式逼近的系数, 建立输出不确定性与 

输入不确定性的映射关系. 相比于无迹变换方法, 多 

项式混沌展开方法可以计算非线性传播后不确定性分 

布的高阶矩或完整的概率密度函数. 值得注意的是, 基 

于多项式混沌展开方法实现不确定性传播的关键 [14] 

在于求解多项式级数展开的系数. 尽管多项式混沌展 

开方法及其变体方法(例如任意多项式混沌展开 [15]、 

多元广义多项式混沌展开 [16])相比于无迹变换方法可 

以实现对高阶统计矩或概率密度函数的非线性传播, 
但是多项式混沌展开方法的系数会随着不确定性维度 

与多项式阶数呈指数型增长(即维数灾难). 对于高维 

与强非线性问题, 自动阈值分割方法 [17,18]能够通过减 

小对应于初始高斯分布的协方差矩阵所描绘的不确定 

性区域, 提高不确定性传播技术的精度. 基于微分代数 

实现密度传播需要依赖以下前提, 即基于单次泰勒展 

开积分可以实现对初始时刻较小不确定性阈值的精确 

传播(即针对初始时刻的较小不确定性阈值, 泰勒展开 

式具有良好的收敛性能). Armellin等人 [19]在考虑观测 

不确定性的条件下, 基于微分代数技术高效完成了 

Apophis小行星交会与潜在碰撞概率分析. 孙振江 [20] 

基于微分代数方法, 研究建立了一套非线性轨道偏差 

高阶演变分析方法体系. 值得注意的是, 针对长期传 

播后且在强非线性动力学作用下呈现的较大不确定性 

阈值, 很难保证基于微分代数方法求解长期密度传播 

问题的适用性与稳定性. 
典型的非参数型方法有基于连续方程(或密度演 

变方程)框架的混合方法、基于高斯和模型框架的混 

合方法(例如高斯和模型-无迹变换方法). 前者将概率 

密度的传播看作具有连续介质的流体来直接传播概率 
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密度函数, 能够基于特征方法 [21]同时传播状态空间动 

力学与概率密度函数. 后者利用所有子高斯分量前两 

阶统计矩(均值与协方差矩阵)的加权和来近似非高斯 

型概率密度函数, 能够实现解析计算密度. 由于所有的 

统计矩都能够由概率密度函数推导出, 基于非参数型 

方法, 可以利用概率密度函数的演变得到任意时刻的 

所有不确定性信息.  
图1分类总结了不同非线性不确定性传播方法, 包 

括用于求解常规非线性问题的常规非线性不确定性传 

播方法(参数型、非参数型方法)、求解长期不确定性 

传播问题的长期非线性不确定性传播方法(主要包括 

非参数型方法)以及高维或强非线性问题下引入不同 

方法框架的实用技术.  
连续方程方法最初是在流体力学中提出的, 作为 

质量守恒定律在流体力学中的表达形式. 不同于蒙特 

卡罗方法(即需要对大量的随机样本完成同样大量次 

数的仿真), 连续方程方法下只需要对有限少量的随机 

样本进行同样有限少量次数的仿真, 就可以得到整体 

目标的概率密度演变结果. 相比于蒙特卡罗方法, 连 

续方程方法的计算量小得多. 连续方程方法的精度主 

要取决于动力学非线性程度、插值方法与分箱方法的 

性能. 插值方法用于对传播后随机样本的密度权值进 

行插值, 分箱方法用于处理插值结果并计算密度. 非 

参数型方法中, 除了连续方程框架下的不确定性传播 

方法, 近些年高斯和模型框架下的不确定性传播方法 

也被广泛研究. 高斯和模型方法的主要思想是由有限 

的子高斯概率密度函数的加权和来近似任意的概率密 

度函数. 理论上来说, 当子高斯分量数目足够大时, 组 

合的概率密度函数能够表征真实的概率密度函数.  
本文将关注于非参数型不确定性传播方法, 综述 

连续方程框架与高斯和模型框架下的轨道不确定性传 

播方法研究进展. 首先, 从连续方程、插值方法、分箱 

方法三方面梳理连续方程框架下不确定性传播方法研 

究现状, 总结连续方程下的密度计算流程. 其次, 从高 

斯和模型、基于高斯和模型框架的混合方法两方面分 

析高斯和模型框架下不确定性传播方法发展脉络, 总 

结高斯和模型框架下的密度计算流程. 然后, 比较两 

种框架下求解轨道不确定性传播问题的数学本质、精 

度与效率差异. 最后, 总结基于两种框架求解轨道不确 

定性传播问题的主要特征与优势, 给出未来研究工作 

展望.  

2 连续方程框架下不确定性传播方法  

为了分析连续方程框架下不确定性传播方法研究 

现状, 本节将依次介绍连续方程、插值方法、分箱方 

法的数学模型、物理意义与研究进展, 最后给出连续 

方程框架下的密度计算流程.  

2.1 连续方程  

假设n是特定问题下需要求解的密度, 其密度演变 

方程可以写为如下形式 [22]:   

图 1 不确定性传播方法分类图解: 常规非线性不确定性传播方法、长期非线性不确定性传播方法以及高维或强非线性问题 
下引入不同方法框架的实用技术 
Figure  1 Illustration of uncertainty propagation methods: conventional uncertainty propagation methods, long-term uncertainty propagation 
methods, and practical techniques introduced for different method frameworks for high-dimensional or highly nonlinear problems.   
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n
t n nf+ = , (1)+

其中 f表示动力学系统下要考虑的连续型加速度项 

(例如地球扁率、太阳辐射压力), n n+ 表示要考虑的 

非连续型加速度项(例如脉冲推力). 基于密度演变方 

程实现密度传播的主要思想是将密度视为具有连续属 

性的流体, 在所考虑的动力学下会发生变化. 如式(1) 
所示, 密度演变方程表征了连续体的全导等于进出该 

区域的变化率, 在流体力学中它描述了连续体的质量 

守恒.  
给定m个广义变量α i, i {1, ···, m}, 假设密度n对所 

有的广义变量处处可微 [23], 式(1)可在广义坐标下重写 

为如下形式:   

n
t

n v n v

v v n n n

+ + +
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其中v i是连续型加速度项 f的第i个分量. 如果不考 

虑非连续型加速度项, 即n n+ =0, 在这种情况下, 通 

过应用特征方法 [24], 可以得到如下所示的常微分方 

程 [23]:   
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其中s表示对特征线的参数化. 从式(3)可以看出, 给定 

所研究问题的特定运动方程, 即给定v i的实际表达式, 
通过数值积分, 可以同时得到密度n(α 1, ···, α m, t)与状 

态变量α i的传播结果. 除了通过数值方法求解密度演 

变方程, 还可以找到特定问题下的解析解 [25].  
本节关注于在连续方程框架下的不确定性传播方 

法. 值得注意的是, 基于连续方程框架, 我们可以在给 

定状态空间初始条件与密度空间初始概率密度函数的 

情况下, 通过直接传播密度的演变方程得到在任意时 

刻 t的非线性传播后的非高斯型概率密度函数 (见 

式(3)).  
基于连续方程框架求解轨道不确定性传播问题的 

思想最早由Heard [26]提出, 他将连续方程方法从恒星 

动力学领域搬到空间碎片建模领域, 以空间目标解体 

后碎片云整体的密度分布为研究对象, 提高了碎片云 

密度演变求解效率. 在行星际尘埃演变领域, 为了高 

效分析行星际尘埃云团的转移及长期动力学演变, 相 

比于传统的蒙特卡罗方法, Gor’kavyi等人 [22]基于连续 

方程框架, 在轨道要素(半长轴a与偏心率e)表征的平 

面空间下增加考虑了引力散射效应, 提高了对行星际 

尘埃演变问题的求解精度与求解效率. 在低地球轨道 

研究领域, McInnes [27]先是基于连续方程框架研究了 

多种摄动项作用下碎片密度的长期演变特征. 之后, 
为了研究大规模纳米卫星星座数量密度的长期演变特 

征, McInnes [25]基于连续方程框架, 同时考虑大气阻 

力、星上卫星失效与新卫星布置的影响, 在物理空间 

下(卫星到中心天体距离r与时间t)推导出了表征星座 

数量密度长期演变的解析方程, 提高了对纳米卫星星 

座长期动力学演变的研究效率. 为了研究成群高面质 

比航天器的长期动力学演变特征 ,  C o l o m b o和 

McInnes [28]主要考虑太阳辐射压力与地球扁率的半解 

析耦合摄动影响, 基于连续方程推导出了成群“Smart 
Dust”航天器数量密度的长期演变方程, 在平面哈密顿 

相空间(由轨道要素表征的状态空间)下给出了成群 

“Smart Dust”航天器数量密度关于不同动力学模型与 

不同初始条件(半长轴a, 太阳角 与偏心率e; 同时包括 

不存在相空间分岔与存在相空间分岔两种情况)的演 

变结果, 初步实现了对成群高面质比航天器相空间哈 

密顿动力学及其数量密度分布的表征. 基于Colombo 
和McInnes [28]的研究工作, Letizia等人 [23,29,30]在连续方 

程框架下对低地球轨道小型(< 10 cm)碎片云的长期密 

度演变进行了多维扩展研究, 包括考虑大气阻力对低 

地球轨道空间的影响 [29], 增加考虑地球扁率对低地球 

轨道空间的影响 [23], 额外考虑碎片面质比与偏心率的 

影响提高对大气阻力摄动项的建模精度 [23]. 为了评估 

空间碎片解体后果, Frey [31]结合连续方程与高斯和代 

理模型高效完成了空间目标碰撞概率分析. 针对火星 

大气再入不确定性传播问题, Trisolini和Colombo [32]基 

于连续方程框架同时考虑了初始状态变量不确定性与 

动力学模型参数(包括卫星的弹道系数参数与大气密 

度参数)不确定性, 有效提高了再入不确定性表征精 

度. 针对大面质比卫星被动离轨背景下的相空间长期 

密度传播问题, 为了进一步提高连续方程框架下的密 
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度传播精度, Sun等人 [33]先是提出了强非线性密度传 

播的形状插值方法, 准确表征了高度变形与延长的非 

线性密度分布, 提高了密度传播精度与计算效率. 之 

后, 针对分岔型相空间长期密度传播问题, Sun等 

人 [34]提出了多分支插值方法, 准确表征了分岔情况下 

呈现更强变形与延长特征的非线性密度分布, 提高了 

对该问题的求解精度与效率. 
表1总结了基于连续方程框架求解轨道不确定性 

传播问题的主要研究方向与特点, 从中可以看出, 随着 

连续方程方法在不同研究方向的深入应用, 为了提高 

轨道不确定性传播精度与求解效率, 相关文献研究特 

点主要体现在以下三个方面:  
(1) 非线性动力学模型, 简单模型→涵盖多种摄动 

项的高精度模型;  
(2) 不确定性类型, 状态空间不确定性→状态空 

间、动力学参数、控制参数不确定性;  
(3) 插值方法与分箱方法, 传统插值方法与分箱方 

法→改进型插值方法与分箱方法.  
通过提高非线性动力学模型精度、增加不确定性 

类型、改进插值方法与分箱方法性能, 可以获得更高 

的轨道不确定性传播精度, 从而保证相关任务仿真结 

果的可靠性. 值得注意的是, 当增加动力学模型非线 

性与不确定性类型时, 将不可避免地导致动力学传播 

效率降低与不确定性计算难度增加的问题. 为了提高 

非线性动力学求解效率, 半解析方法 [28,33–35]提供了一 

种高效方式来分析轨道摄动的影响. 此外, 为了提高 

强非线性动力学下的不确定性计算精度, 还需要继续 

改进插值方法与分箱方法性能 [32–34].  

2.2 插值方法  

(1) Delaunay三角网线性插值 

对于常规的非线性密度传播问题, 通常采用基于 

Delaunay三角网 [36]的线性插值技术. 该方法的主要优 

势在于能够保留三角网结点处的离散样本数据. 通常 

情况下, 随着离散样本数量的增加, 线性插值结果的 

质量也会更高. 值得注意的是, 对于基于Delaunay三角 

网的线性插值方法, 插值是在离散样本数据的整个凸 

包内完成的. 对于呈现非凸型形状的强非线性密度分 

布, 该方法的插值结果较差 [32,33,37]. 
(2) Alpha形状三角网线性插值 

对于呈现非凸型形状的强非线性密度分布, 已有 

文献主要通过引入Alpha形状的概念来在包含所有样 

本的非凸包内获得精确的密度插值结果. 不同于De
launay三角网线性插值方法, 基于Alpha形状插值方 

法 [38]可以跟随状态空间真实分布形状的演变, 从而提 

高插值精度. 值得注意的是, 对于Alpha半径r a的数值 

的选择非常重要, 因为它决定了Alpha形状三角网对真 

实密度分布形状的表征精度. Trisolini和Colombo [32]基 

于微分进化搜索算法确定Alpha半径值, 尽管可以快速 

收敛, 但解的最优性仍然依赖于特定测试集的选取. 

表 1  基于连续方程框架求解轨道不确定性传播问题的主要研究方向与研究特点 

Table  1  Main research directions and features for uncertainty propagation within continuity equation framework 

研究作者 研究单位 研究方向 研究特点 

Heard [26] 美国海军研究实验室 空间碎片建模 
首次将连续方程方法从恒星动力学领域 

搬到空间碎片建模领域 

Gor’kavyi等人 [22] 克里米亚天体物理观测台 行星际尘埃云团演变 动力学模型扩展: 增加考虑引力散射效应 

McInnes [25] 格拉斯哥大学 纳米卫星星座数量密度的长期演变 推导出数量密度演变的解析方程 

Colomb和McInnes [28] 思克莱德大学 
成群“Smart Dust”航天器数量密度 

的长期演变 
初步研究高面质比航天器相空间哈密顿 

动力学及其数量密度分布特征 

Letizia等人 [23,29,30] 南安普顿大学 低地球轨道小型碎片云的长期密度演变 
动力学模型扩展: 增加考虑大气阻力、 

地球扁率影响, 且考虑动力学模型 
参数影响 

Frey [31] 米兰理工大学 空间目标碰撞概率分析 
结合连续方程与高斯和代理模型完成碰 

撞概率分析 

Trisolini和Colombo [32] 米兰理工大学 火星大气再入不确定性传播问题 
同时考虑初始状态变量不确定性与动力 

学模型参数不确定性 

Sun等人 [33,34] 南京航空航天大学、 
米兰理工大学 

大面质比卫星被动离轨背景下的相空间 
长期密度传播问题 

改进插值方法与分箱方法, 分别求解非分 
岔与分岔问题下呈现高度变形与延长特 

征的密度分布 
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Sun等人 [33,34]通过二分法对不同的r a数值进行测试, 来 

确定最适合研究案例的Alpha半径r a, 但是这同样难以 

保证所选数值的最优性. 理论上而言, 样本数量N sam越 

大, 所得到的Alpha形状三角网对密度空间演变形状的 

表征精度会越高. 值得注意的是, 对样本数量N sam与网 

格数量N grid的选择非常重要, 因为它们影响插值后的 

密度精度与计算效率. Sun等人 [33,34]的研究通过权衡 

密度精度与计算效率, 选择合适的样本数量N sam与网 

格数量N grid.  
图2展示了文献[33]中基于场景1样本分布(见图2 

(a))给出的Delaunay三角网插值方法与Alpha形状三角 

网插值方法下线性插值的对比结果(预定义Alpha半径 

值r a = 2). 从中可以看出, 对于呈现高度变形与延长特 

征的非凸型密度分布, 基于Delaunay三角网插值方法, 
得到的插值结果局限于离散样本的整个凸型形状内 

(见图2(b)). 对比之下, 基于Alpha形状三角网插值方法, 
Sun等人 [33]获得了包含样本的紧凑的Alpha形状三角 

网(见图2(c)), 提高了插值精度. 

(3) 多分支Alpha形状线性插值 

为了提高分岔型问题下呈现更强变形与延长特征 

的密度分布表征精度, Sun等人 [34]提出了多分支插值 

方法, 该方法由多分支技术与Alpha形状插值方法结合 

而成, 主要思想是将整体高度变形与延长的密度分布 

分割成多个密度分布分支, 然后依次对每个分支执行 

基于Alpha形状三角网的线性插值.  
类似地, Sun等人 [34]将多分支技术引入到Delaunay 

三角网插值方法中, 构成基于多分支Delaunay三角网 

的线性插值方法. 
图3展示了文献[34]中基于分岔场景下样本分布 

(见图3(a))分割出的4个密度分布分支(见图3(b)), 同时 

给出了多分支Delaunay三角网插值方法与多分支Al
pha形状三角网插值方法下线性插值的对比结果(预定 

义Alpha半径矢量r a = {1, 0.03, 15, 15}). 可以看出, 对 

于分岔场景下整体高度变形与延长的密度分布, 基于 

多分支Alpha形状插值方法可以获得更高的插值密度 

精度.  

图 2 (网络版彩图)文献[33]场景1下(a) 样本分布(红色实心圆点), N sam = 961; (b) Delaunay三角网线性插值结果; (c) Alpha形状 
三角网线性插值结果 
Figure  2 (Color online) (a) Sample distribution (red solid points), N sam = 961, (b) Delaunay triangulation-based linearly interpolated density, (c) 
Alpha shape triangulation-based linearly interpolated density, for scenario 1 in ref. [33].  
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2.3 分箱方法  

假设由两个自变量α i, i {1,2}定义一个广义二维 

问题, 给定在特定时刻t以矢量形式 (α 1(t), α 2(t), n(α 1, 
α 2, t))表征下的插值结果. 分箱方法的主要思想是将插 

值后的密度权重n(α 1, α 2, t)划分到以矢量形式(α 1(t), 
α 2(t))表征的二维平面均匀分割的箱格中.  

基于定义的平面箱格,联合概率密度可以算作是 

每个箱格面积下加权的密度权重均值 [37]. 当求得联合 

概率密度后, 一个维度下的边缘概率密度可以通过在 

另一个维度的整个值域内积分联合概率密度获得(见 

文献[37]的式(13)). 边缘概率密度表征了每个箱格宽 

度下加权的密度权重均值 [37].  
针对相空间呈现高度变形与延长分布特征时难以 

实现精确密度传播的问题, Sun等人 [33,34]提出了一种改 

进型分箱方法, 该方法将联合与边缘概率密度分别计 

算成是每个分箱面积与每个分箱宽度下密度权值的加 

权和(见文献[33]的式(7)和(8)), 该方法通过考虑单个 

分箱面积下每个Alpha形状三角网的权重与每个Alpha 
形状三角网下密度权值的非线性变化特征提高了密度 

计算精度.  
值得注意的是, 对于非平面问题, 上述分箱方法仍 

然适用于计算密度 [32]. 

2.4 连续方程框架下密度计算流程  

假定一个平面密度传播问题(包含广义变量α 1与 

α 2), 仅考虑初始时刻的状态空间不确定性, 为了获得 

连续方程方法下的密度, 需要完成以下4个步骤, 具体 

密度计算流程如下.  
(1) 基于给定的初始时刻密度分布生成二维空间 

内预定义样本数量下的随机样本.  
(2) 计算初始时刻对应于样本的概率密度权重. 由 

此可以获得三维增广状态空间(α 1, α 2, n)下由二维空间 

(α 1, α 2)内样本及其对应密度权重构成的初始时刻增广 

样本.  

图 3 (网络版彩图)文献[34]分岔场景下的 (a) 样本分布(N sam = 1.6×10 4); (b) 多分支技术: 四分支分割结果; (c) 多分支Delaunay 
三角网线性插值结果; (d) 多分支Alpha形状三角网线性插值结果 
Figure  3 (Color online) (a) Sample distribution (N sam = 1.6×10 4), (b) multi-segment method: four-segment division result, (c) multi-segment 
Delaunay triangulation-based linearly interpolated result, and (d) multi-segment Alpha shape triangulation-based linearly interpolated result, for the 
bifurcation case in ref. [34].  
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(3) 同时积分式(3)最后一行的密度演变方程与非 

线性动力学系统运动方程, 获得三维状态空间下由二 

维空间(α 1, α 2)内末端时刻样本及其对应密度权重构成 

的末端时刻增广样本.  
(4) 利用线性插值方法(见2.2节)与分箱方法(见2.3 

节)共同完成密度计算.  
图4给出了连续方程框架下的密度计算过程图解, 

其中主要展示了密度传播、线性插值(密度插值)、分 

箱方法(密度计算)三个步骤. 针对特定研究问题的密 

度求解过程可以通过参考McInnes [27]、Letizia [23,30]、 

Trisolini和Colombo [32]、Sun等人 [33,34,37]的研究. 对于 

非平面问题 [32], 尽管计算难度与计算量会显著增加, 
上述密度计算流程仍然适用.  

3 高斯和模型框架下不确定性传播方法  

为了分析高斯和模型框架下不确定性传播方法研 

究现状, 本节将依次介绍高斯和模型、基于高斯和模 

型框架的混合方法, 最后给出高斯和模型框架下的密 

度计算流程. 

3.1 高斯和模型  

为了在高斯和模型框架下解决密度传播问题, 本 

节依次介绍标准的高斯分布与高斯和模型方法来说明 

两者之间的关系.  
(1) 高斯分布 

高斯分布可以由前两阶统计矩完全确定. 给定在 

任意时刻t的n维连续型高斯随机矢量x nR , 及其均值 

m nR 与协方差矩阵P=P T ×n nR R , 该随机矢量的高 

斯型概率密度函数可确定为 [39]   

{ }
p tx m P

P
x m P x m

( , ; , )

= 1
2

exp 1
2( ) ( ) ,

(4)g

1/2
T 1

其中符号|·|用于计算矩阵行列式.  
(2) 高斯和模型 

高斯和概率密度函数(即高斯和模型, GMM)是有 

限个子高斯分量概率密度函数加权和下的组合结 

果 [40], 即  

p t p tx m P x m P( , ; , ) = ( , ; , ), (5)c c
i

L

i g i i
=1

其中p(x, t; m c, P c)是在任意时刻t的组合概率密度函数, 
x是状态矢量, m c与P c分别是组合均值与协方差矩阵, 
L是子高斯分量数目, α i, m i与P i分别是第i个子高斯分 

量的权重, 均值与协方差矩阵, α i > 0, 
i

L

i
=1

= 1(用于保 

证整个自变量定义域内概率密度函数的正定性与正则 

性, 即概率密度函数曲线下的总面积为单位1 [41]).  
本节关注于高斯和模型框架下的不确定性传播方 

法. 值得注意的是, 基于高斯和模型框架, 我们可以在 

给定状态空间初始条件与密度空间初始条件的情况 

下, 获得在任意时刻t的非线性传播后的非高斯型概率 

密度函数的近似结果, 即基于所有子高斯分量前两阶 

统计矩的加权和来近似任意时刻的非高斯型概率密度 

函数(见式(5)).  

3.2 基于高斯和模型框架的混合方法  

为了介绍基于高斯和模型框架的混合方法, 本节 

将先介绍高斯分量分割与融合方法, 然后介绍前两阶 

图 4 (网络版彩图)连续方程框架下密度计算图解 
Figure  4 (Color online) Illustration for the density calculation within 
the continuity equation framework.  
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统计矩的非线性传播方法.  
(1) 高斯分量分割与融合方法 

为了在高斯和模型框架下近似任意多变量高斯分 

布, 文献[41–43]已经开发了多种单变量分割库, 用于 

提供均值、权重与标准差参数集来近似一维标准高斯 

分布. 分割结果以由分割数量N 1d、均值m i 1d、权重ω i 1d 

与标准差σ组成的参数集的形式提供, 即{N 1d, m i 1d, 
ω i 1d, σ}, i {1, ··· , N 1d}(下标“1d”表征一维; 下标“i1d” 
表征第i个分量的分割结果, 包含权重、均值与协方差 

矩阵). Alspach和Sorenson [40]最早应用高斯和模型方法 

解决非线性贝叶斯滤波问题. 其研究证实, 对于常规的 

非线性动力学, 利用对应于大量子高斯分量的权重、均 

值与协方差矩阵, 能够精确表征非高斯型不确定性分 

布. 为了获得最优的分割库参数, 通常要求解一个最小 

化L 2距离(表征真实概率密度函数与高斯和模型框架下 

组合后概率密度函数间的欧氏距离)的非线性约束规划 

问题. DeMars等人 [41]将所有子高斯分量的均值、权重、 

标准差作为优化变量, 提供了一种优化求解思路, 给出 

了分割数量N 1d = 3与N 1d = 5(见文献[41]的表1和2)两个 

分割库参数. Vittaldev和Russell [42]考虑子高斯的对称性, 
将优化变量减少为N 1d−1个, 且假设标准差σ为N 1d的函 

数, 考虑三种分割规则(规则一: σ 2 = (1/N 1d); 规则二: σ 2 

= (1/N 1d) 3/4; 规则三: σ 2 = (1/N 1d) 1/2), 提供了分割数目N 1d 

为奇数的分割库参数, 其中分割规则一下达到了最大分 

割数量N 1d = 39. 杨震 [43]参照DeMars等人 [41]、Vittaldev 
和Russell [42]的研究工作, 通过最小化L 2距离, 建立了单 

变量分割库的优化模型, 通过对称性处理将优化变量 

减少为N 1d个, 且该模型不限定N 1d为奇数.  
为了将单变量分割库应用于多变量不确定性传播 

问题, 首先需要确定分割方向. 通常情况下, 选择非线 

性最强的方向进行分割. 光谱分解法经常被用于确定 

应用单变量分割库的光谱方向(即协方差矩阵的特征 

向量方向). 为了拓展应用单变量分割库的方向而不受 

限于光谱方向, Vittaldev和Russell [42]提出了一种多方 

向高斯和模型方法, 能够将单变量分割库应用于任意 

方向, 用来计算空间目标碰撞概率. 值得注意的是, 对 

于高度非线性问题, 沿着单个方向分割(即光谱方向或 

根据非线性量度 [42]确定的任意方向)可能不足以降低 

所研究问题的整体非线性. 因此, 为了更好地近似非线 

性传播后的非高斯型分布, Vittaldev和Russell提倡将 

初始多变量不确定性分布沿着多个方向进行分割 [42]. 
在高斯和模型框架的早期发展历程中, 不确定性传播 

期间子高斯分量的权重与数量均为常值.  
为了进一步增强高斯和模型方法用于非线性动力 

学下不确定性传播的适用性, 已经有文献研究调整子 

高斯分量权重 [ 4 4 – 4 6 ]与数量 (通过分量分割或融 

合 [41,47,48])的自适应算法. Terejanu等人 [44]提出了两种 

不同的方法来更新子高斯分量的权重(自适应高斯和 

模型方法, AGMM): 第一种方法通过最小化真实概率 

密度函数与组合后概率密度函数间的积分平方差来更 

新权重, 第二种方法通过使高斯和概率密度函数满足 

Fokker-Planck-Kolmogorov方程(连续时间系统)或 

Chapman-Kolmogorov方程(离散时间系统)来更新权 

重, 所提方法有效提高了组合后概率密度函数精度. 在 

文献[44]基础上, Terejanu等人 [45]针对非线性贝叶斯估 

计问题应用了自适应高斯和滤波器, 获得了更优的状 

态估计值与更高精度的状态概率密度函数; Vishwa
jeet等人 [46]重点研究了在两次观测时间间隔内更新子 

高斯分量权重的方法. 不同于上述研究工作, DeMars 
等人 [41]提出了一种基于微分熵的自适应高斯和信息 

合成方法(AEGIS)用于非线性不确定性传播. 基于该 

方法, 能够在不确定性传播期间通过非线性监测捕获 

不确定性分布的曲率特征, 且可以利用预定义的微分 

熵偏差阈值, 触发应用于协方差矩阵主导特征值方向 

的分量分割. Vishwajeet和Singla [47]基于Kolmogorov方 

程误差同时考虑子高斯分量分割与融合, 提高了对低 

地球轨道卫星运动不确定性传播问题的求解精度. 在 

DeMars等人 [41]研究工作基础上, Sun等人 [48]针对强非 

线性相空间动力学的精确密度传播问题, 提出了一种 

混合型高斯和分割技术(MDAES), 该方法由初始时刻 

的多方向分割技术与不确定性传播期间基于微分熵的 

自适应分割技术结合而成, 解决了AEGIS方法下子高 

斯分量分布于所有的状态变量甚至偏离真实不确定性 

分布的问题, 实现了对呈现高度变形与延长密度分布 

特征的强非线性密度传播问题的高精度求解.  
(2) 前两阶统计矩的非线性传播方法 

基于高斯和模型框架的不确定性传播问题求解特 

征是能够利用子高斯分量前两阶统计矩的加权和近似 

非线性概率密度, 从而实现解析计算密度. 假设已知高 

斯分量分割与融合后的所有子高斯分量权重、均值与 

协方差矩阵, 可以利用无迹变换、状态转移张量、多 
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项式混沌展开、微分代数等非线性方法传播对应于每 

个子高斯分量的前两阶统计矩.  
对于常规的非线性不确定性传播问题, 基于高斯 

和模型-无迹变换 [ 4 1 , 4 8 ]、高斯和模型-状态转移张 

量 [5,43,49]、高斯和模型-多项式混沌展开 [50]、高斯和模 

型-微分代数 [51]等混合方法能够实现不确定性的有效 

精确传播, 这些混合方法同时结合了高斯和模型与其 

他非线性不确定性传播方法的优点. DeMars等人 [41]和 

Sun等人 [48]的研究均基于无迹变换方法来高效传播对 

应于所有子高斯分量的前两阶统计矩. 相比于蒙特卡 

罗方法, 基于无迹变换方法传播前两阶统计矩的计算 

效率更高, 所需sigma点数量至多为(2·n+1), 其中n是 

问题维度. 针对空间目标碰撞评估问题, Fujimoto和 

Scheeres [49]首次结合了高斯和模型与状态转移张量方 

法来精确传播状态空间不确定性, 相比于蒙特卡罗方 

法, 该混合方法显著提高了非线性不确定性传播效率. 
在文献[49]基础上, 针对J 2摄动型椭圆轨道附近卫星相 

对运动问题, Yang等人 [5]对相对状态变量增加考虑了 

校正因子, 推导了考虑脉冲机动的状态转移张量, 结 

合高斯和模型方法与状态转移张量方法实现了非线性 

不确定性的精确高效传播. 基于状态转移张量方法传 

播前两阶统计矩的优势在于状态转移张量只需要(基 

于非线性动力学方程)计算一次, 且不依赖于初始时刻 

的不确定性分布. Vittaldev等人 [50]首次结合了高斯和 

模型与多项式混沌展开方法来研究轨道不确定性传播 

问题, 相比于单独应用多项式混沌展开方法, 结合高斯 

和模型方法帮助降低了实现不确定性精确传播所需的 

多项式混沌展开式的阶次与计算成本. 该方法的提出 

对于单独应用多项式混沌展开方法难以求解的轨道不 

确定性传播问题具有重要参考意义. 相比于无迹变换 

与状态转移张量方法, 基于多项式混沌展开方法传播 

前两阶统计矩的主要思想是: 基于特定的正交多项式 

来近似非线性动力学系统对输入不确定性的响应, 用 

少量样本点的响应结果来求解多项式逼近的系数, 建 

立输出不确定性与输入不确定性的映射关系. 类似地, 
为了实现非线性轨道不确定性的精确传播, Sun等 

人 [51]首次结合了高斯和模型与微分代数方法来精确 

传播状态空间不确定性, 不同于无迹变换、状态转移 

张量、多项式混沌展开方法, 基于微分代数方法可以 

获得不确定性传播期间的高阶统计矩, 从而精确捕获 

传播后不确定性分布的非高斯型特征.  

对于呈现高度变形与延长分布特征的强非线性密 

度分布, 为了实现不确定性的精确传播, 还需要增加考 

虑初始时刻或者密度传播期间的高斯分量分割或融合 

方法(见3.2节第(1)部分), 或者考虑分割方向足够全面 

(即不仅考虑非线性最强方向的分割, 还要增加考虑其 

他非线性方向的分割)且分割数值足够大的初始时刻 

高斯分量分割数量, 这有助于减小子高斯分量所对应 

的不确定性分布区域, 从而在更长传播时间内保证不 

确定性的精确传播. 例如, 针对强非线性相空间动力 

学精确密度传播问题, Sun等人 [48]在基于自适应高斯 

和模型分割方法实现精确密度传播的基础上, 不仅增 

加考虑了初始时刻的多方向分割技术, 同时考虑了数 

值较大的初始时刻高斯分量分割数量, 从而实现了对 

呈现高度变形与延长特征的强非线性密度分布的精确 

表征.  

3.3 高斯和模型框架下的密度计算流程  

假定一个平面密度传播问题(包含变量x 1与x 2), 仅 

考虑初始时刻的状态空间不确定性, 为了获得高斯和 

模型框架下的密度, 需要完成以下4个步骤:  
(1) 确定初始时刻t 0分割技术(包括分割方向、分 

割数量), 基于初始时刻密度分布获得初始时刻分割出 

的L个子高斯分量(式(5));  
(2) 确定前两阶统计矩的非线性传播方法(例如, 

无迹变换、状态转移张量等), 计算对应于所有子高斯 

分量的非线性传播后的前两阶统计矩;  
(3) 根据所研究问题的非线性程度, 确定是否要在 

不确定性传播期间触发自适应分量分割(或融合), 如 

果要在不确定性传播期间触发分量分割(或融合), 还 

需要确定: 1) 自适应分割(或融合)的方向与数量, 2) 
用于监测密度不确定性的非线性量度, 3) 触发分量分 

割(或融合)的条件;  
(4) 先由式(5)计算末端时刻t f组合后的联合概率密 

度, 再利用对应于所有子高斯分量的均值与协方差矩 

阵, 计算边缘概率密度.  
图5给出了高斯和模型框架下的密度计算过程图 

解, 其中主要展示了三种初始时刻子高斯分量分割方 

法(包括单方向分割、不分割、多方向分割)、不确定 

性传播期间的子高斯分量自适应分割(或融合)方法. 
实际应用中, 当基于高斯和模型框架求解轨道不确定 

性传播问题时, 需要根据问题的非线性程度确定合适 
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的子高斯分量分割(或融合)方法以及用于传播前两阶 

统计矩的非线性方法. 值得注意的是, 当传播前两阶统 

计矩仍然无法捕获不确定性分布的强非线性特征时, 
可以尝试基于微分代数等非线性方法传播子高斯分量 

的高阶统计矩 [51]. 

4 两种框架方法的比较  

基于连续方程框架的求解特征是从纯粹数值角度 

计算密度(类似于蒙特卡罗方法), 可以在密度演变期 

间了解动力学系统的本质非线性特征. 不同于连续方 

程框架, 基于高斯和模型框架的求解特征是能够利用 

子高斯分量前两阶统计矩的加权和近似非线性概率密 

度, 从而实现解析计算密度. 
Sun等人 [37]针对非分岔型相空间长期密度传播问 

题完成了连续方程与高斯和模型框架下的长期密度传 

播方法性能评估. 

图6展示了文献[37]场景1下4个案例在时刻t={0, 
0.5, 1, 1.5, 2} yr的联合概率密度集成图解(时间间隔dt 
= 0.5 yr), 包括蒙特卡罗(MC)、连续方程(DEE-961, 样 

本数量N sam = 961)、连续方程(DEE-1E5, N sam = 
1×10 5)、高斯和模型-无迹变换(GMM-UT, 初始分割 

数量N 1d = 39), 其研究证实, 对于动力学非线性较强 

的情况(例如在时刻t = {1, 2} yr), 具有更大随机样本数 

目的连续方程方法(即案例DEE-1E5)要优于高斯和模 

型框架下的方法(即具有更高的密度精度), 但是相比 

于高斯和模型框架下的方法具有大得多的计算量. 对 

于动力学非线性较弱的情况(例如在时刻t = {0, 0.5, 
1.5} yr), 高斯和模型框架下的方法与连续方程方法性 

能相当, 但是具有小得多的计算量. 对于前两阶统计矩 

的传播, 高斯和模型框架下的方法要优于连续方程方 

法(见文献[37]中的图6). 从密度精度方面来说, 当密度 

分布未呈现高度变形与延长的特征时, 连续方程与高 

斯和模型框架下的方法均适合求解非分岔型相空间长 

期密度传播问题. 从计算效率方面来说, 高斯和模型框 

架下的方法计算效率更高(见文献[37]中的表4). 这是 

因为高斯和模型框架下的计算量主要在于前两阶统计 

矩的非线性传播, 当涉及分量分割时, 可以基于文献中 

已有的单变量分割库来执行分量分割操作. 对于呈现 

高度变形与延长特征的强非线性密度分布, 需要分别 

基于连续方程框架改进线性插值方法与分箱方法、基 

于高斯和模型框架改进高斯和分割(或融合)技术与前 

两阶统计矩的非线性传播方法, 从而提高连续方程或 

高斯和模型框架下的密度计算精度与效率.  
就问题适用性方面来说, 基于连续方程与高斯和 

模型框架的方法均可拓展到其他非线性动力学下的不 

确定性传播问题. 对于高维或强非线性问题, 为了在连 

续方程或高斯和模型框架下求解轨道不确定性传播问 

题, 需要基于不同方法框架引入一些实用技术(例如多 

分支技术 [34]、混合型高斯和分割技术 [48]), 从而提高 

不确定性的传播精度与效率.  

5 总结  

本文综述了连续方程与高斯和模型框架下的轨道 

不确定性传播方法研究进展. 基于连续方程框架的求 

解特征是从纯粹数值角度计算密度, 可以在传播期间 

保留非线性动力学系统的本质特征; 基于高斯和模型 

图 5 (网络版彩图)高斯和模型框架下密度计算图解 
Figure  5 (Color online) Illustration for density calculation within the 
Gaussian mixture model framework.   
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框架的求解特征是能够利用子高斯分量前两阶统计矩 

的加权和近似非线性概率密度, 实现解析计算密度. 对 

于常规的非线性不确定传播问题, 基于连续方程或高 

斯和模型框架均可以实现不确定性的精确传播, 且高 

斯和模型框架下的求解效率更高. 对于呈现高度变形 

与延长分布特征的强非线性不确定性传播问题, 需要 

分别基于连续方程框架改进线性插值方法与分箱方 

法、基于高斯和模型框架改进高斯和分割(或融合)技 

术, 从而提高连续方程或高斯和模型框架下的密度计 

算精度与效率.   
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This paper reviews the research progress for uncertainty propagation within continuity equation and Gaussian mixture 
model frameworks. First, a state-of-the-art study on the uncertainty propagation methods within the continuity equation 
framework is given in terms of the continuity equation, interpolation method and the binning method. Second, a review 
of development of the uncertainty propagation methods within the Gaussian mixture model framework is given in terms 
of the Gaussian mixture model, and the hybrid methods within the Gaussian mixture model framework. Third, a 
comparison is given for the mathematical nature, accuracy and efficiency between the two method frameworks. Finally, 
the main features and advantages are concluded for the two method frameworks for uncertainty propagation, and the 
future research work is envisaged.  
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