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摘要 本文首先建立一类无穷维动力系统的多项式吸引子的存在性及其吸引速度具有估计的抽象定

理, 随后将该定理运用于一类具有非局部弱阻尼、反阻尼以及次临界增长的非线性项的波方程.
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1 引言

对无穷维动力系统的长时间行为的预测是一个重要的研究课题,全局吸引子是描述耗散的无穷维

动力系统长时间行为的一个核心概念,它被定义为相空间中能一致地吸引所有从有界子集出发的轨道

的不变紧集. 由定义可见, 全局吸引子若存在, 则必定包含了原系统的所有极限状态. 由 Hölder-Mañé

定理 [1, 2] 可知, 分形维数有限的紧集必定同胚于有限维 Euclid 空间中的紧集. 因此, 当全局吸引子具

有有限的分形维数时, 无穷维动力系统在全局吸引子上的限制可约化为一个有限维动力系统 (参见文

献 [3]).

然而全局吸引子作为描述动力系统的渐近动力学行为的概念也有局限性. 首先, 全局吸引子对轨

道的吸引速度可能很慢, 而且一般而言很难用相关实际问题的物理参数来描述这一速度. 其次, 数学

模型只是对现实世界的近似刻画, 故理想的数学概念应该关于小扰动是稳定的. 但是, 由于全局吸引

子吸引速度可能很慢, 致使其对扰动很敏感. 一般而言, 全局吸引子关于扰动是上半连续的, 但很难推

导出下半连续性. 最后, 当系统存在分形维数有限的全局吸引子时, 根据 Hölder-Mañé 定理约化出的

有限维动力系统是 Hölder 连续的, 但不一定是 Lipschitz 连续的, 从而不一定可由常微分方程组生成

(参见文献 [3, 4]).

为消除这些缺陷, Foias 等 [5] 于 1988 年提出了惯性流形的概念, 将它定义为能够一致地指数吸引

所有从有界子集出发的轨道且包含全局吸引子的正不变的有限维 Lipschitz 流形. 动力系统在惯性流
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形上的限制能被约化为 Lipschitz 连续的常微分方程组 (该常微分方程组被称为原系统的惯性形式).

几乎所有已知的惯性流形的构造方法都基于 “谱间隔” 条件 (参见文献 [5]), 但是这一条件验证起来比

较困难.已有的文献证明了大量偏微分方程 (尤其是一维和二维空间上的方程)存在惯性流形 (参见文

献 [4–8]), 然而还有很多重要的偏微分方程 (如二维不可压缩的 Navier-Stokes 方程) 的惯性流形的存

在性仍然是一个开放问题. 此外, Mora 和 Solà-Morales [9] 证明了具有阻尼的 Sine-Gordon 方程不存在

惯性流形.

因为惯性流形的存在性不容易得到, Eden 等 [10] 于 1994 年提出了指数吸引子的概念, 将它定义

为一致地指数吸引所有从有界子集出发的轨道的、正不变的、分形维数有限的紧集. 换言之, 与惯性

流形的定义相比, 指数吸引子的定义去掉了对集合光滑性的要求. 普遍的看法是, 对于数学物理方程

来说, 只要能验证分形维数有限的全局吸引子的存在性, 基本上就都能验证指数吸引子的存在性.

动力系统存在指数吸引子的一个必要前提是,它具有分形维数有限的全局吸引子. 另一方面,已有

的文献证明了许多方程的解所对应的动力系统具有无穷维全局吸引子,如一些具有对称性的 p-Laplace

方程 [11]、一些无界区域上的反应扩散方程 [12,13] 和无界区域上的双曲方程 [14] 等. 当一个动力系统有

无穷维全局吸引子时, 它一定没有指数吸引子, 但可能存在具有指数吸引性质的紧的正不变集. 基于

此, Zhang等 [15] 认为应该将指数吸引性与分形维数有限的性质分开进行讨论,并首次提出了有界集的

非紧性测度指数衰退的概念. 他们证明了, 耗散的动力系统具有正不变的、紧致的指数吸引集 A∗ 的

充分必要条件是该系统中有界集的非紧性测度是指数衰退的. Zhang 等 [15] 还给出了非紧性测度指数

衰退性的几个判别条件, 且利用其中的 (C∗) 条件证明了一类反应扩散方程和一类带弱阻尼的波方程

都具有非紧性测度的指数衰退性.

受到上述文献的启发, 我们试图通过研究非紧性测度的衰退速度来估计具有退化阻尼的波方程

utt −∆u+ k∥ut∥put + f(u) =

∫
Ω

K(x, y)ut(y)dy + h(x) (1.1)

的吸引子的吸引速度. 由于得不到该方程的非紧性测度的指数衰退性, 我们猜想非紧性测度或许能以

多项式的速度衰退, 相应地, 系统具有多项式吸引子. 这是本文的主要动机.

怀揣这个问题, 注意到 Nakao [16–18] 证明了满足差分不等式

sup
s∈[t,t+1]

w(s)1+α 6 K0(1 + t)γ(w(t)− w(t+ 1)) + g(t)

的非负函数 w(t)随着时间的增长以多项式或对数多项式的速率衰退到 0. 随后,许多数学家利用 Nakao

不等式建立了不同类型发展方程的能量泛函的多项式或对数多项式的衰退估计 (参见文献 [18–20]).

本文建立关于从正不变的有界吸收集 B0 出发的任意两条轨道在时刻 t的距离与初始距离之间控

制关系的拟稳定不等式. 该拟稳定不等式形式上与一类差分不等式密切相关,且含有紧致的伪度量. 因

此,根据非紧性测度的定义和伪度量的紧性,从这个拟稳定不等式能推导出关于非紧性测度 α(S(t)B0)

的差分不等式, 从而得到非紧性测度 α(S(t)B0) 的多项式衰退速度的具体估计, 并藉此获得多项式吸

引子的存在性与吸引速度的结果.

应用这个抽象定理于具体波方程时, 为了验证该方程满足拟稳定条件, 在能量渐近估计的过程中,

我们运用了内积空间中的强单调不等式、凹函数的性质以及能量重构的方法. 由此得到的能量估计式

很自然地含有差分项 Ez(0) − Ez(T ) (其中 Ez(t) 表示两个解之差 z 在 t 时刻的能量), 从而相应地得

到与差分不等式密切相关的拟稳定不等式.
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对于无穷维动力系统吸引子吸引速度的研究, 现有的文献基本局限于指数吸引速度的范围. 同时,

有很多关于能量泛函的多项式衰退速度的研究结果.据我们所知,关于多项式吸引子的研究,本文尚属

首次.

在方法上, 我们把能量估计、能量重构、非紧性测度与能导出非负函数衰退速度估计的一类差分

不等式结合起来, 突破了传统上运用 Gronwall 不等式与能量估计的模式.

本文余下内容组织如下. 第 2节给出一些预备知识. 第 3节建立一类无穷维动力系统的多项式吸

引子存在性和吸引速度具体估计的抽象定理. 第 4节将抽象定理应用于一类具有非局部弱阻尼、反阻

尼和次临界增长非线性项的波方程.

本文约定 Ω ⊆ Rn 为具有光滑边界 ∂Ω 的有界集, (·, ·) 和 ∥ · ∥ 分别表示 L2(Ω) 中的内积和范数,

∥ · ∥p 表示 Lp(Ω) 上的范数. ↪→ 和 ↪→↪→ 分别用来表示连续嵌入和紧嵌入. 另外, 除非额外指明, 我们

将用 C 表示任意正常数, 其依赖的参数以下标列出. 需要强调的是, 即使是同一行中的 C, 也可能是

不同的.

2 预备知识

本节给出一些必要的预备知识. 首先简要地回顾 Kuratowski 非紧性测度的定义和基本性质 (详

见文献 [21, 22]).

定义 2.1 [21] 设 X 是一个完备的度量空间. 对于 X 中的每个有界集 B, 定义它的 Kuratowski

非紧性测度 α(B) 如下:

α(B) := inf{δ > 0 | B 有一个由直径小于 δ 的成员组成的有限覆盖}.

引理 2.1 [21] 设 X 是一个完备的度量空间,则 X 上的 Kuratowski非紧性测度 α满足以下性质:

(i) α(B) = 0 当且仅当 B 是准紧的;

(ii) 如果 A ⊆ B, 那么 α(A) 6 α(B);

(iii) α(A ∪B) = max{α(A), α(B)};
(iv) α(B) = α(B), 其中 B 表示 B 的闭包;

(v) 如果 X 中的非空闭集 Bi (i = 1, 2, . . .) 满足 B1 ⊇ B2 ⊇ B3 ⊇ · · · 且 α(Bn) → 0 (n → ∞), 则∩
n>1 Bn 是非空紧集;

(vi) 若 X 是 Banach 空间, 则 α(A+B) 6 α(A) + α(B).

接下来简要回顾动力系统和全局吸引子的概念及基本结论.

定义 2.2 [4] 动力系统 (X, {S(t)}t>0)由完备的度量空间X 和连续的算子半群 {S(t) : X → X}t>0

组成, 其中 {S(t)}t>0 满足如下的性质:

(i) S(0) = I;

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀ t, s > 0.

定义 2.3 [4] 闭集 B ⊆ X 称为动力系统 (X, {S(t)}t>0) 的吸收集, 若对任意的有界集 B ⊆ X 都

存在 t0(B) 使得当 t > t0(B) 时 S(t)B ⊆ B. 称 t0(B) 为 B 进入 B 的时间. {S(t)}t>0 称为耗散的, 若

其存在有界吸收集.

引理 2.2 [23] 耗散的动力系统 (X, {S(t)}t>0) 一定存在正不变有界闭吸收集. 具体而言, 设 B 为
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其有界吸收集, 则

B0 =
∪
t>tB

S(t)B

是一个正不变有界闭吸收集, 其中 tB > 0 是 B 进入它自身的时间.

定义 2.4 [4] 紧集 A ⊆ X 被称为动力系统 (X, {S(t)}t>0) 的全局吸引子当且仅当

(i) A 是一个不变集, 即对所有的 t > 0 都有 S(t)A = A;

(ii) A 是一致吸引的, 即对每个有界集 B ⊆ X 都有

lim
t→+∞

dist(S(t)B,A) = 0,

其中 dist(A,B) := supx∈A distX(x,B) 是 Hausdorff 半距离.

Ma 等 [24] 提出了 ω- 极限紧的概念, 并证明了 ω- 极限紧是耗散的动力系统具有全局吸引子的充

分必要条件.

定义 2.5 动力系统 (X, {S(t)}t>0) 被称为是 ω- 极限紧的, 若对任意正不变的有界集 B ⊆ X 都

成立 α(S(t)B) → 0 (t → ∞), 其中 α(·) 为 Kuratowski 非紧性测度.

定理 2.1 [24] 动力系统 (X, {S(t)}t>0)具有全局吸引子当且仅当它既是耗散的又是 ω-极限紧的.

全局吸引子的定义中不含吸引速度的信息. 为了更具体地刻画动力系统的渐近行为, 我们提出如

下 φ- 吸引子的概念.

定义 2.6 设 φ : R+ → R+ 满足 φ(t) → 0 (t → +∞). 称紧集 A∗ ⊆ X 为动力系统 (X, {S(t)}t>0)

的 φ- 吸引子, 若 A∗ 关于 S(t) 是正不变的, 且存在 t0 ∈ R 使得对任意有界集 B ⊆ X 都存在 tB > 0

满足

dist(S(t)B,A∗) 6 φ(t+ t0 − tB), ∀ t > tB .

特别地, 若 φ(t) = Ct−β (其中 C 和 β 为正常数), 则 A∗ 被称为多项式吸引子.

需强调, 在上述 φ- 吸引子的定义中对分形维数的有限性不作要求. 事实上, 一些无穷维系统存在

正不变的、分形维数无穷的紧集, 它们吸引所有有界集的速度可以用非负衰退函数 φ 来刻画.

作为 φ- 吸引子存在的条件, 我们进一步提出非紧性测度 φ- 衰退性的概念如下.

定义 2.7 动力系统 (X, {S(t)}t>0)被称为关于非紧性测度 α是 φ-衰退的, 若它是耗散的, 且存

在 t0 > 0 满足

α(S(t)B0) 6 φ(t), ∀ t > t0, (2.1)

其中 B0 是 (X, {S(t)}t>0) 的一个正不变的有界吸收集, φ : R+ → R+ 是单调不增的函数且满足 φ(t)

→ 0 (t → +∞).

特别地, 若 φ(t) = Ct−β (或 φ(t) = Ce−βt), 其中 C 和 β 为正常数, 则称 (X, {S(t)}t>0) 关于非紧

性测度 α 是多项式 (或指数) 衰退的.

以下简单的引理说明了正不变有界吸收集的非紧性测度的衰退速度决定了任一有界集的非紧性

测度的衰退速度, 这就保证了定义 2.7 的合理性.

引理 2.3 设动力系统 (X, {S(t)}t>0) 关于非紧性测度是 φ- 衰退的 (这意味着, 存在正不变有界

吸收集 B0 和正常数 t0, 使得 α(S(t)B0) 6 φ(t), ∀ t > t0), 则对 X 的任意有界子集 B 都有

α(S(t)B) 6 φ(t− t∗(B)), ∀ t > t∗(B) + t0,

其中 t∗(B) 是 B 进入 B0 的时间.
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证明 因为 S(t)B ⊆ B0, ∀ t > t∗(B), 故有

S(t)B = S(t− t∗(B))S(t∗(B))B ⊆ S(t− t∗(B))B0,

从而有

α(S(t)B) 6 α(S(t− t∗(B))B0) 6 φ(t− t∗(B)), ∀ t > t∗(B) + t0.

证毕.

非紧性测度 φ- 衰退性的重要性体现于下述定理.

定理 2.2 设动力系统 (X, {S(t)}t>0) 关于非紧性测度是 φ- 衰退的, 则 (X, {S(t)}t>0) 存在 φ-

吸引子 A∗ 使得对任意有界集 B ⊆ X 都成立

dist(S(t)B,A∗) 6 φ(t− t∗(B)− 1), ∀ t > t∗(B) + t0 + 1, (2.2)

其中 t∗(B) 是 B 进入 B0 的时间.

证明 第 1 步 由 φ(t) → 0, t → +∞,

α(S(t)B0) 6 φ(t), ∀ t > t0

有

α(S(t)B0) → 0, t → +∞, (2.3)

于是 A = ω(B0) ≡
∩

t>0 S(t)B0 是系统的全局吸引子.

由 α(S(t)B0) 6 φ(t) (∀ t > t0) 可知, 对任意正整数 m > t0, S(m)B0 都存在有限的 φ(m)- 子网

Em =
∪Km

i=1 S(m)a
(m)
i , a

(m)
i ∈ B0, 即

S(m)B0 ⊆
∪

xλ∈Em

B(xλ, φ(m)).

记 Fm =
∪

t>0 S(t)Em =
∪

t>0 S(t)
∪Km

i=1 S(m)a
(m)
i , a

(m)
i ∈ B0. 取

A∗ =
∪

m∈N,m>t0

Fm ∪ A.

显然 A∗ 是正不变的.

因 A∗ ⊇
∪+∞

m=[t0]+1 Em, 故

dist(S(m)B0,A∗) 6 φ(m), ∀m > t0. (2.4)

B0 是正不变的, 因此 S(t)B0 ⊆ S([t])B0 (其中 [t]表示 t的整数部分),从而由 φ(t)的单调性和 (2.4)可

知, 对任意 t > t0 + 1 都有

dist(S(t)B0,A∗) 6dist(S([t])B0,A∗) 6 φ([t]) 6 φ(t− 1). (2.5)
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对任意有界集 B ⊆ X, 存在 t∗(B) 使得 S(t)B ⊆ B0, ∀ t > t∗(B). 因此

S(t)B = S(t− t∗(B))S(t∗(B))B ⊆ S(t− t∗(B))B0,

从而对任意 t > t∗(B) + t0 + 1 都有

dist(S(t)B,A∗) 6dist(S(t− t∗(B))B0,A∗) 6 φ(t− t∗(B)− 1). (2.6)

第 2 步 接下来验证 A∗ 是紧集, 即任意点列 {xn}+∞
n=1 ⊆ A∗ 均存在子列收敛于 A∗ 中的一点. 由

于全局吸引子 A 是紧集, 故若存在子列 {xnk
}+∞
k=1 ⊆ A, 则 A∗ 是紧的. 因此, 不失一般性, 不妨假定

{xn}+∞
n=1 ⊆

∪
m∈N,m>t0

Fm. 记

xn = S(tn)S(mn)a
(mn)
in

, tn > 0, mn > t0, 1 6 in 6 kmn
, a

(mn)
in

∈ B0. (2.7)

(i) 若 {tn + mn}+∞
n=1 无界, 则存在 {n} 的子列 {nk} 使得 tnk

+ mnk
→ +∞ (k → +∞). 于是由

(2.3) 可知存在 {xn}+∞
n=1 的子列收敛于 A = ω(B0) ⊆ A∗ 中的点.

(ii) 若存在正整数 N0 使得 tn +mn 6 N0 (∀n ∈ N), 则

{xn} ⊆
∪

m∈N,t06m6N0

Km∪
i=1

∪
t∈[0,N0]

S(t)S(m)a
(m)
i .

对任意给定的 m 和 i, 映射 t → S(t)S(m)a
(m)
i 是连续的, 而 [0, N0] 是紧集, 故

∪
t∈[0,N0]

S(t)S(m)a
(m)
i

是紧的, 从而
∪

m∈N,t06m6N0

∪Km

i=1

∪
t∈[0,N0]

S(t)S(m)a
(m)
i 也是紧的. 因此, 存在 {xn}+∞

n=1 的子列收

敛于 ∪
m∈N,t06m6N0

Km∪
i=1

∪
t∈[0,N0]

S(t)S(m)a
(m)
i ⊆ A∗.

证毕.

注 2.1 构造 φ- 吸引子 A∗ 的方法是向全局吸引子添加可列个正不变点集, 使所添加的点集吸

引正不变有界吸收集 B0 的速度以 φ 刻画, 从而其吸引任何有界集 B 的速度也以 φ 限定. 非紧性测

度的 φ-衰退性保证了全局吸引子添加上这些点集后仍然是紧集. 因此,从本质上讲,非紧性测度 α的

衰退速度刻画了正不变紧集吸引有界集能达到的速度.

本节最后给出一个关于非负函数衰退估计的引理, 本文中主要定理的证明将基于该引理.

引理 2.4 设 ω(t) 是定义在 R+ 上的一个非负函数, 且满足

max{ω1+α(t), ω1+α(t+ T )} 6 h(t)[ω(t)− ω(t+ T )], ∀ t > t0, (2.8)

其中, α、T 和 t0 是正常数, h(t) 是正的单调函数, 则 ω(t) 满足下列估计式:

ω(t) 6
{

inf
s∈[t0,t0+T ]

ω−α(s) +
α

T

∫ t−T

t0+T

ds

h(s)

}− 1
α

, ∀ t > t0 + 2T. (2.9)

特别地, 当 h(t) = K0 时,

ω(t) 6
{

inf
s∈[t0,t0+T ]

ω−α(s) +
α

TK0
(t− t0 − 2T )

}− 1
α

, ∀ t > t0 + 2T. (2.10)
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证明 容易得到以下差分不等式:

ω−α(t+ T )− ω−α(t) =

∫ 1

0

d

dθ
{[θω(t+ T ) + (1− θ)ω(t)]−α}dθ

= α

∫ 1

0

[θω(t+ T ) + (1− θ)ω(t)]−α−1dθ[ω(t)− ω(t+ T )]

> α(max{ω(t), ω(t+ T )})−α−1[ω(t)− ω(t+ T )]. (2.11)

由 (2.8) 和 (2.11) 有

ω−α(t+ T )− ω−α(t) > α

h(t)
, ∀ t > t0.

于是

ω−α(t) > ω−α(t− nT ) +
α

T

n∑
i=1

T

h(t− iT )
, ∀ t > t0 + T, (2.12)

其中 n ≡ [ t−t0
T ] 表示 t−t0

T 的整数部分.

若 h(t) 非增, 则由 (2.12) 知, 对任意的 t > t0 + 2T , 成立

ω−α(t) > ω−α(t− nT ) +
α

h(t− nT )
+

α

T

n−1∑
i=1

∫ t−iT

t−(i+1)T

ds

h(t− iT )

> ω−α(t− nT ) +
α

h(t− nT )
+

α

T

∫ t−T

t−nT

ds

h(s)

> ω−α(t− nT ) +
α

T

∫ t−T

t0+T

ds

h(s)

> inf
s∈[t0,t0+T ]

ω−α(s) +
α

T

∫ t−T

t0+T

ds

h(s)
. (2.13)

若 h(t) 非减, 则由 (2.12) 知, 对任意 t > t0 + 2T , 成立

ω−α(t) > ω−α(t− nT ) +
α

T

n∑
i=1

∫ t−(i−1)T

t−iT

ds

h(t− iT )

> ω−α(t− nT ) +
α

T

∫ t

t−nT

ds

h(s)

> ω−α(t− nT ) +
α

T

∫ t−T

t0+T

ds

h(s)

> inf
s∈[t0,t0+T ]

ω−α(s) +
α

T

∫ t−T

t0+T

ds

h(s)
. (2.14)

综合 (2.13)和 (2.14)知, 若h(t)单调, 则估计式 (2.9) 成立. 估计式 (2.10) 可由 (2.9) 直接得到.

注 2.2 引理 2.4 在 h(t) 为一般的正的单调函数情形下给出了满足差分不等式 (2.8) 的非负函

数 ω(t) 的衰退速度估计. 这是对 Nakao 在文献 [18, 定理 1] 中所得结论的推广, 后者估计了满足差分

不等式

sup
s∈[t,t+1]

ω(s)1+α 6 K0(1 + t)γ(ω(t)− ω(t+ 1)) + g(t)

的非负函数 ω(t) 的衰退速度.
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3 关于多项式吸引子存在性和吸引速度估计的抽象结果

引理 3.1 设 {S(t)}t>0 是完备度量空间 (X, d) 上的耗散动力系统, B0 为其正不变有界吸收集.

假定存在正常数 T 和 δ0、连续的非减函数 q : R+ → R+、函数 g : (R+)m → R+ 和 B0 上的伪度量 ϱiT

(i = 1, 2, . . . ,m) 满足

(i) q(0) = 0, q(s) < s, s > 0;

(ii) g 关于每个自变量都是非减的, g(0, . . . , 0) = 0 且 g 在 (0, . . . , 0) 点连续;

(iii) ϱiT (i = 1, 2, . . . ,m)在 B0 上是准紧的, 即任意点列 {xn} ⊆ B0 存在关于 ϱiT Cauchy收敛的子

列 {xnk
};

(iv) 对满足 ϱiT (y1, y2) 6 δ0 (i = 1, 2, . . . ,m) 的任意两点 y1, y2 ∈ B0 均成立不等式

(d(S(T )y1, S(T )y2))
2 6 q((d(y1, y2))

2 + g(ϱ1T (y1, y2), ϱ
2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))), (3.1)

那么 α(S(t)B0) → 0 (t → +∞), 即 {S(t)}t>0 是 ω- 极限紧的.

证明 对任意的 B ⊆ B0 和任意的 ϵ > 0, 由定义 2.1 知, 存在集合 F1, F2, . . . , Fn 使得

B ⊆
n∪

j=1

Fn, diamFj < α(B) + ϵ. (3.2)

由假设 (ii) 知, 存在 δ > 0 使得 g(x1, x2, . . . , xm) < ϵ, ∀xi ∈ [0, δ] (i = 1, 2, . . . ,m). 由于 ϱiT (i = 1, 2,

. . . ,m) 是准紧的, 因此存在有限集 N i = {xi
j : j = 1, 2, . . . , ki} ⊆ B, 使得对任意的 y ∈ B 有 xi

j ∈ N i

满足 ϱiT (y, x
i
j) 6 1

2 min{δ, δ0}, 即

B ⊆
ki∪
j=1

Ci
j , Ci

j =

{
y ∈ B : ϱiT (y, x

i
j) 6

1

2
min{δ, δ0}

}
, i = 1, . . . ,m. (3.3)

于是有 
B ⊆

∪
j1,j2,...,jm,j

(C1
j1 ∩ C2

j2 ∩ · · · ∩ Cm
jm ∩ Fj),

S(T )B ⊆
∪

j1,j2,...,jm,j

(S(T )(C1
j1 ∩ C2

j2 ∩ · · · ∩ Cm
jm ∩ Fj)).

由 (3.2) 和 (3.3) 知, 任意的 y1, y2 ∈ C1
j1
∩ C2

j2
∩ · · · ∩ Cm

jm
∩ Fj 均满足

d(y1, y2) 6 diamFj < α(B) + ϵ, (3.4)

ϱiT (y1, y2) 6 min{δ, δ0}, i = 1, 2, . . . ,m. (3.5)

不等式 (3.5) 蕴涵着

g(ϱ1T (y1, y2), . . . , ϱ
m
T (y1, y2)) < ϵ. (3.6)

由 (3.1) 和 (3.4)–(3.6) 可知, 任意的 y1, y2 ∈ C1
j1
∩ C2

j2
∩ · · · ∩ Cm

jm
∩ Fj 均满足

(d(S(T )y1, S(T )y2))
2 6 q((α(B) + ϵ)2 + ϵ). (3.7)
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因此, 根据非紧性测度 α 的定义可得

(α(S(T )B))2 6 q((α(B) + ϵ)2 + ϵ). (3.8)

由于 q 是连续且非减的, 结合 (3.8) 与 ϵ 的任意性可得

(α(S(T )B))2 6 q((α(B))2). (3.9)

(3.9) 蕴涵着

(α(S(kT )B0))
2 6 q((α(S((k − 1)T )B0))

2), k = 1, 2, . . . (3.10)

由 q(s) 6 s 可知序列 {(α(S(kT )B0))
2}+∞

k=1 单调非增, 因而存在

α0 = lim
k→+∞

(α(S(kT )B0))
2.

由 q 的连续性, (3.10) 意味着 α0 6 q(α0), 从而由假设 (ii) 可知 α0 = 0. 于是有

α(S(t)B0) → 0, t → +∞. (3.11)

对任意的有界集 D ⊆ X, 存在 tD > 0 使得 S(tD)D ⊆ B0, 于是 S(t+ tD)D ⊆ S(t)B0. 因而,

α(S(t+ tD)D) 6 α(S(t)B0),

再由 (3.11) 便得到

α(S(t)D) → 0, t → +∞, (3.12)

也即 {S(t)}t>0 是 ω- 极限紧的.

定理 3.1 设 {S(t)}t>0 是完备度量空间 (X, d) 上的耗散动力系统, B0 是其正不变的有界吸收

集. 假定存在正常数 C、T 和 δ0, β ∈ (0, 1), 函数 gl : (R+)m → R+ (l = 1, 2) 和 B0 上的伪度量 ϱiT

(i = 1, 2, . . . ,m) 满足下列条件:

(i) gl 关于每个自变量都是单调非减的, gl(0, . . . , 0) = 0 且 gl 在 (0, . . . , 0) 点连续;

(ii) ϱiT (i = 1, 2, . . . ,m) 在 B0 上是准紧的, 即任意点列 {xn} ⊆ B0 存在关于 ϱiT Cauchy 收敛的子

列 {xnk
};

(iii) 对任意满足 ϱiT (y1, y2) 6 δ0 (i = 1, 2, . . . ,m) 的点 y1, y2 ∈ B0, 均成立不等式

(d(S(T )y1, S(T )y2))
2 6 (d(y1, y2))

2 + g1(ϱ
1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2)) (3.13)

和

(d(S(T )y1, S(T )y2))
2 6 C[(d(y1, y2))

2 − (d(S(T )y1, S(T )y2))
2

+ g1(ϱ
1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))]

β

+ g2(ϱ
1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2)). (3.14)
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那么 (X, {S(t)}t>0) 具有多项式吸引子 A∗, 且存在 t0 > 0, 使得对任意的有界集 B ⊆ X, 当 t > t0

+2T + t∗(B) + 1 时,

dist(S(t)B,A∗) 6
{
(α(B0))

2(β−1)
β +

1− β

Tβ(1 + 2C)
1
β

(t− t0 − 2T − t∗(B)− 1)

} β
2(β−1)

(3.15)

成立, 其中 t∗(B) 满足

S(t)B ⊆ B0, ∀ t > t∗(B).

证明 对任意满足 ϱiT (y1, y2) 6 δ0 (i = 1, 2, . . . ,m) 的 y1, y2 ∈ B0, 由 (3.14) 有

(d(S(T )y1, S(T )y2))
2
β 6 (2C)

1
β [(d(y1, y2))

2 − (d(S(T )y1, S(T )y2))
2

+ g1(ϱ
1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))]

+ 2
1
β g

1
β

2 (ϱ1T (y1, y2), ϱ
2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2)),

从而

(2C)−
1
β (d(S(T )y1, S(T )y2))

2
β + (d(S(T )y1, S(T )y2))

2

6 (d(y1, y2))
2 + g1(ϱ

1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))

+ C− 1
β g

1
β

2 (ϱ1T (y1, y2), ϱ
2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2)). (3.16)

记 w(s) = (2C)−
1
β s

1
β + s, s > 0, 则 (3.16) 即为

w((d(S(T )y1, S(T )y2))
2) 6 (d(y1, y2))

2 + g1(ϱ
1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))

+ C− 1
β g

1
β

2 (ϱ1T (y1, y2), ϱ
2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2)). (3.17)

将 w 在 R+ 上的反函数记作 w−1. 由于 w−1 单调递增, 因此, (3.17) 蕴涵着

(d(S(T )y1, S(T )y2))
2 6 w−1((d(y1, y2))

2 + g1(ϱ
1
T (y1, y2), ϱ

2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))

+ C− 1
β g

1
β

2 (ϱ1T (y1, y2), ϱ
2
T (y1, y2), . . . , ϱ

m
T (y1, y2))). (3.18)

此外, 容易验证 w−1(0) = 0 且 w−1(s) < 0, s > 0. 因此, 根据引理 3.1, 由不等式 (3.18) 可推导出

α(S(t)B0) → 0, t → +∞. (3.19)

于是存在 t0 > 0 使得

α(S(t)B0) < 1, ∀ t > t0. (3.20)

对任意给定的 t > t0 和 ϵ > 0, 由定义 2.1 知, 存在集 F1, F2, . . . , Fn 使得

S(t)B0 ⊆
n∪

j=1

Fn, diamFj < α(S(t)B0) + ϵ. (3.21)
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由假设 (i) 知, 存在 δ > 0 使得当 xi ∈ [0, δ] (i = 1, 2, . . . ,m) 时, gl(x1, x2, . . . , xm) < ϵ (l = 1, 2). 因 ϱiT

(i = 1, 2, . . . ,m) 是准紧的, 故存在有限集 N i = {xi
j : j = 1, 2, . . . , ki} ⊆ B0 使得对任意的 y ∈ B0, 有

xi
j ∈ N i 满足 ϱiT (S(t)y, S(t)x

i
j) 6 1

2 min{δ, δ0}, 即

S(t)B0 ⊆
ki∪
j=1

Ci
j , Ci

j =

{
S(t)y : y ∈ B0, ϱiT (S(t)y, S(t)x

i
j) 6

1

2
min{δ, δ0}

}
, i = 1, . . . ,m. (3.22)

因而, 
S(t)B0 ⊆

∪
j1,j2,...,jm,j

(C1
j1 ∩ C2

j2 ∩ · · · ∩ Cm
jm ∩ Fj),

S(t+ T )B0 ⊆
∪

j1,j2,...,jm,j

(S(T )(C1
j1 ∩ C2

j2 ∩ · · · ∩ Cm
jm ∩ Fj)).

由 (3.21) 和 (3.22) 知, 对任意满足 S(t)y1, S(t)y2 ∈ C1
j1
∩ C2

j2
∩ · · · ∩ Cm

jm
∩ Fj 的 y1, y2 ∈ B0, 有

d(S(t)y1, S(t)y2) 6 diamFj < α(S(t)B0) + ϵ (3.23)

和

ϱiT (S(t)y1, S(t)y2) 6 min{δ, δ0}, i = 1, 2, . . . ,m. (3.24)

不等式 (3.24) 蕴涵着

gl(ϱ
1
T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ

m
T (S(t)y1, S(t)y2)) < ϵ, l = 1, 2. (3.25)

从 (3.13)、(3.14) 和 (3.24) 可推导出

(d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))
2
β 6 (2C)

1
β [(d(S(t)y1, S(t)y2))

2 − (d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))
2

+ g1(ϱ
1
T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ

m
T (S(t)y1, S(t)y2))]

+ 2
1
β g

1
β

2 (ϱ1T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ
m
T (S(t)y1, S(t)y2)),

从而

(2C)−
1
β (d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))

2
β + (d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))

2

6 (d(S(t)y1, S(t)y2))
2 + g1(ϱ

1
T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ

m
T (S(t)y1, S(t)y2))

+ C− 1
β g

1
β

2 (ϱ1T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ
m
T (S(t)y1, S(t)y2)), (3.26)

即

w((d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))
2)

6 (d(S(t)y1, S(t)y2))
2 + g1(ϱ

1
T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ

m
T (S(t)y1, S(t)y2))

+ C− 1
β g

1
β

2 (ϱ1T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ
m
T (S(t)y1, S(t)y2)). (3.27)

由于 w(s) 在 R+ 上单调递增, (3.27) 意味着

(d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))
2
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6 w−1((d(S(t)y1, S(t)y2))
2 + g1(ϱ

1
T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ

m
T (S(t)y1, S(t)y2))

+ C− 1
β g

1
β

2 (ϱ1T (S(t)y1, S(t)y2), . . . , ϱ
m
T (S(t)y1, S(t)y2))). (3.28)

从 (3.23)、(3.25)、(3.28) 以及 w−1 的单调性可推导出

(d(S(T + t)y1, S(T + t)y2))
2 6 w−1((α(S(t)B0) + ϵ)2 + ϵ+ C− 1

β ϵ
1
β ).

于是,

(α(S(t+ T )B0))
2 6 w−1((α(S(t)B0) + ϵ)2 + ϵ+ C− 1

β ϵ
1
β ).

因而由 ϵ 的任意性可得

w((α(S(t+ T )B0))
2) 6 (α(S(t)B0))

2. (3.29)

不等式 (3.29) 等价于

(α(S(t+ T )B0))
2 6 2C[(α(S(t)B0))

2 − (α(S(t+ T )B0))
2]β . (3.30)

当 t > t0 时, α(S(t+ T )B0) 6 α(S(t)B0) < 1, 故

(α(S(t)B0))
2 − (α(S(t+ T )B0))

2 6 [(α(S(t)B0))
2 − (α(S(t+ T )B0))

2]β . (3.31)

由 (3.30) 和 (3.31) 可知, 对任意的 t > t0 有

(α(S(t)B0))
2 = (α(S(t+ T )B0))

2 + (α(S(t)B0))
2 − (α(S(t+ T )B0))

2

6 (1 + 2C)[(α(S(t)B0))
2 − (α(S(t+ T )B0))

2]β ,

即

(α(S(t)B0))
2
β 6 (1 + 2C)

1
β [(α(S(t)B0))

2 − (α(S(t+ T )B0))
2]. (3.32)

由于 B0 是正不变的, α(S(t)B0) 关于 t 单调非增. 因此由 (3.32) 可知 w(t) ≡ (α(S(t)B0))
2 满足 (2.8),

其中 1 + α = 1
β , h(t) = (1 + 2C)

1
β . 那么, 根据引理 2.4 可得

α(S(t)B0) 6
{
(α(B0))

2(β−1)
β +

1− β

Tβ(1 + 2C)
1
β

(t− t0 − 2T )

} β
2(β−1)

, ∀ t > t0 + 2T.

根据定理 2.2 可知, (X, {S(t)}t>0) 具有满足 (3.15) 的多项式吸引子 A∗.

4 一类波方程多项式吸引子的存在性及其吸引速度的具体估计

考虑以下初边值问题:

utt −∆u+ k∥ut∥put + f(u) =

∫
Ω

K(x, y)ut(y)dy + h(x), 于 [0,∞)× Ω, (4.1)

u = 0, 于 [0,∞)× ∂Ω, (4.2)
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u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (4.3)

其中, k 和 p 为正常数, K ∈ L2(Ω × Ω), h ∈ L2(Ω). f ∈ C1(R) 满足多项式增长条件: 存在正常数 M

使得

|f ′(s)| 6 M |s|q, ∀ |s| > 1, (4.4)

其中, 当 n > 3 时, 0 < q < 2
n−2 ; 当 n 6 2 时, 0 < q < ∞. 此外 f 还满足耗散条件

lim inf
|s|→∞

f ′(s) ≡ µ > −λ1, (4.5)

其中 λ1 是带有 Dirichlet 边界条件的算子 −∆ 的第一特征值.

对于问题 (4.1)–(4.3), 文献 [25] 证明了以下结果.

引理 4.1 [25] 设 T 为任意正数. 在上述假设下, 对任意的 (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω), 初边值问题

(4.1)–(4.3) 有唯一的弱解 u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)), 相应地得到 H1

0 (Ω) × L2(Ω) 上的解

半群

S(t)(u0, u1) = (u(t), ut(t)), t > 0.

此外, 半群 {S(t)}t>0 是耗散的, 于是存在正不变有界吸收集 B0.

为建立本节的主要结果, 还需要如下引理.

引理 4.2 [26] 设 (H, (·, ·)H) 是一个内积空间, ∥ · ∥H 是由内积所诱导的范数, 常数 p > 1, 则必存

在某个正常数 Cp, 使得对于 H 中任意两个不全为 0 的元素 x 和 y, 都有

(∥x∥p−2
H x− ∥y∥p−2

H y, x− y)H >


Cp∥x− y∥pH , p > 2,

Cp
∥x− y∥2H

(∥x∥H + ∥y∥H)2−p
, 1 < p < 2.

引理 4.3 [27] 设 Banach 空间 X、B 和 Y 满足 X ↪→↪→ B ↪→ Y ,

(i) 如果 F 是 Lp(0, T ;X) 中的一个有界集, 且集合 ∂tF := {∂tf : f ∈ F} 在 L1(0, T ;Y ) 中是有界

的, 其中 1 6 p < ∞, ∂tf 是在分布意义下的导数, 那么 F 在 Lp(0, T ;B) 中是相对紧的.

(ii) 如果 F 是 L∞(0, T ;X) 中的一个有界集, ∂tF 在 Lr(0, T ;Y ) 中是有界的, 其中 r > 1, 那么 F

在 C(0, T ;B) 中是相对紧的.

引理 4.4 [28] 若核 K(x, y) 是平方可积的, 则积分算子

K : L2(Ω) → L2(Ω),

v 7→
∫
Ω

K(x, y)v(y)dy

是一个紧算子.

最后, 将定理 3.1 应用于问题 (4.1)–(4.3).

定理 4.1 设条件 (4.4) 和 (4.5) 成立, 则由问题 (4.1)–(4.3) 的解所生成的动力系统 (H1
0 (Ω)

×L2(Ω), {S(t)}t>0) 关于非紧性测度是多项式衰退的, 因此具有多项式吸引子 A∗, 且存在 t0 > 0 使得

对任意有界集 B ⊆ H1
0 (Ω)× L2(Ω), 当 t > t0 + t∗(B) + 1 时都有

dist(S(t)B,A∗) 6
{
(α(B0))

−p +
pkCp

2p+2
(t− t0 − t∗(B)− 1)

}− 1
p

, (4.6)

其中, B0 ⊆ H1
0 (Ω)× L2(Ω) 是正不变有界吸收集, t∗(B) 是 B 进入 B0 的时间.
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证明 记 Ψ(ut(t, x)) =
∫
Ω
K(x, y)ut(t, y)dy. 设 w(t) 和 v(t) 分别是问题 (4.1)–(4.3) 对应于初值

y1, y2 ∈ B0 的弱解, 即

(w(t), wt(t)) ≡ S(t)y1, (v(t), vt(t)) ≡ S(t)y2, y1, y2 ∈ B0.

由 B0 的正不变性有 ∥(w(t), wt(t))∥H1
0 (Ω)×L2(Ω) 6 C,

∥(v(t), vt(t))∥H1
0 (Ω)×L2(Ω) 6 C,

∀ t > 0, y1, y2 ∈ B0. (4.7)

差 z(t) = w(t)− v(t) 满足等式

ztt −∆z + k(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt) + f(w)− f(v) = Ψ(zt). (4.8)

将 (4.8) 与 zt 在 L2(Ω) 中作内积, 得

1

2

d

dt
(∥zt∥2 + ∥∇z∥2) + k(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, zt) = (Ψ(zt), zt)− (f(w)− f(v), zt). (4.9)

令 T 为任意给定的正常数. 将 (4.9) 在 t 到 T 上作积分, 得到

Ez(t) = Ez(T ) + k

∫ T

t

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, zt)dτ

+

∫ T

t

(f(w)− f(v), zt)dτ −
∫ T

t

(Ψ(zt), zt)dτ, (4.10)

其中

Ez(t) =
1

2
(∥zt(t)∥2 + ∥∇z(t)∥2).

将 (4.10) 在 0 到 T 上作积分, 得到

TEz(T ) =

∫ T

0

Ez(t)dt−
∫ T

0

∫ T

t

k(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, zt)dτdt

−
∫ T

0

∫ T

t

(f(w)− f(v), zt)dτdt+

∫ T

0

∫ T

t

(Ψ(zt), zt)dτdt. (4.11)

将 (4.8) 与 z 在 L2(Ω) 上作内积, 得

1

2
(∥zt∥2 + ∥∇z∥2) = −1

2

d

dt
(zt, z) + ∥zt∥2 −

1

2
(f(w)− f(v), z)

+
1

2
(Ψ(zt), z)−

k

2
(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, z). (4.12)

将 (4.12) 在 0 到 T 上作积分, 得∫ T

0

Ez(t)dt = −1

2
(zt, z) |T0 +

∫ T

0

∥zt∥2dt−
1

2

∫ T

0

(f(w)− f(v), z)dt

+
1

2

∫ T

0

(Ψ(zt), z)dt−
k

2

∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, z)dt. (4.13)
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将 (4.13) 代入 (4.11), 得

TEz(T ) = −1

2
(zt, z) |T0 +

∫ T

0

∥zt∥2dt−
1

2

∫ T

0

(f(w)− f(v), z)dt

+
1

2

∫ T

0

(Ψ(zt), z)dt−
k

2

∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, z)dt

−
∫ T

0

∫ T

t

k(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, zt)dτdt

−
∫ T

0

∫ T

t

(f(w)− f(v), zt)dτdt+

∫ T

0

∫ T

t

(Ψ(zt), zt)dτdt. (4.14)

利用 (4.7), 我们可以对等式 (4.14) 右边的各项作如下估计.

由 (4.4), 有[ ∫
Ω

(f(w)− f(v))2dx

]1/2
=

{∫
Ω

[ ∫ 1

0

f ′(v + θ(w − v))(w − v)dθ

]2
dx

}1/2

6
{∫

Ω

[ ∫ 1

0

M(|v + θ(w − v)|q + 1)|w − v|dθ
]2
dx

}1/2

6 C

{∫
Ω

[(|v|q + |w|q + 1)|w − v|]2dx
}1/2

6 C

{∫
Ω

(|v|2q + |w|2q + 1)|w − v|2dx
}1/2

6 C

{(∫
Ω

|v|2q|w − v|2dx
)1/2

+

(∫
Ω

|w|2q|w − v|2dx
)1/2

+

(∫
Ω

|w − v|2dx
)1/2}

. (4.15)

当 n > 3 时, 取

r =
n

(n− 2)q
, r =

n

n− (n− 2)q
,

则由 q < 2
n−2 易知

1

r
+

1

r
= 1, 2qr =

2n

n− 2
, 2r <

2n

n− 2
.

当 n 6 2 时, 取 r = r = 2. 于是对任意的 n ∈ N 都有 H1
0 (Ω) ↪→ L2qr(Ω) 和 H1

0 (Ω) ↪→↪→ L2r(Ω).

因此, 由 (4.7) 和 (4.15) 可得[ ∫
Ω

(f(w)− f(v))2dx

]1/2
6 C

{(∫
Ω

|w|2qrdx
) 1

2r
(∫

Ω

|w − v|2rdx
) 1

2r

+

(∫
Ω

|v|2qrdx
) 1

2r
(∫

Ω

|w − v|2rdx
) 1

2r

+

(∫
Ω

|w − v|2dx
)1/2}

6 C(∥∇v∥q + ∥∇w∥q + 1)∥w − v∥2r

6 C∥w − v∥2r. (4.16)

继而有

−
∫ T

0

∫ T

t

(f(w)− f(v), zt)dτdt 6 T 2 sup
t∈[0,T ]

∥f(w(t))− f(v(t))∥ sup
t∈[0,T ]

∥zt(t)∥
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6 T 2C sup
t∈[0,T ]

∥f(w(t))− f(v(t))∥

6 T 2C sup
t∈[0,T ]

∥w(t)− v(t)∥2r (4.17)

和

−1

2

∫ T

0

(f(w)− f(v), z)dt 6 T

2
sup

t∈[0,T ]

∥f(w(t))− f(v(t))∥ sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥

6 TC sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥. (4.18)

由引理 4.2 知

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, wt − zt) > Cp∥wt − vt∥p+2,

于是有

∥wt − vt∥2 6 C
− 2

p+2
p (∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, wt − vt)

2
p+2 . (4.19)

由 (4.19) 以及函数 g(s) = s
2

p+2 (s > 0) 的凹性, 可得∫ T

0

∥zt∥2dt 6 C
− 2

p+2
p

∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, wt − vt)
2

p+2 dt

6 C
− 2

p+2
p T

(
1

T

∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, wt − vt)dt

) 2
p+2

= C
− 2

p+2
p T

p
p+2

(∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, wt − vt)dt

) 2
p+2

. (4.20)

在等式 (4.10) 中取 t = 0, 得∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, wt − vt)dt

=
1

k

(
Ez(0)− Ez(T )−

∫ T

0

(f(w)− f(v), zt)dτ +

∫ T

0

(Ψ(zt), zt)dτ

)
. (4.21)

由 (4.7)、(4.16)、(4.20) 和 (4.21), 可推导出∫ T

0

∥zt∥2dt 6 (kCp)
− 2

p+2T
p

p+2

(
Ez(0)− Ez(T )

−
∫ T

0

(f(w)− f(v), zt)dτ +

∫ T

0

(Ψ(zt), zt)dτ

) 2
p+2

6 (kCp)
− 2

p+2T
p

p+2

(
Ez(0)− Ez(T )

+ TC sup
t∈[0,T ]

∥w(t)− v(t)∥2r + C

∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt
) 2

p+2

. (4.22)

继续列出剩下几项的估计:

− 1

2
(zt, z)|T0 6 1

2
(∥zt(T )∥∥z(T )∥+ ∥zt(0)∥∥z(0)∥)
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6 C(∥z(T )∥+ ∥z(0)∥)

6 C sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥, (4.23)

1

2

∫ T

0

(Ψ(zt), z)dt 6
T

2
sup

t∈[0,T ]

∥Ψ(zt(t))∥ sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥

6 T

2
∥K∥L2(Ω×Ω) sup

t∈[0,T ]

∥zt(t)∥ sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥

6 TC sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥, (4.24)

− k

2

∫ T

0

(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, z)dt 6 TC sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥, (4.25)

−
∫ T

0

∫ T

t

k(∥wt∥pwt − ∥vt∥pvt, zt)dτdt 6 0, (4.26)∫ T

0

∫ T

t

(Ψ(zt), zt)dτdt 6
∫ T

0

∫ T

0

|(Ψ(zt), zt)|dτdt

6 T sup
t∈[0,T ]

∥zt(t)∥
∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt

6 TC

∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt. (4.27)

将 (4.17)、(4.18) 和 (4.22)–(4.27) 代入到 (4.14) 中得到

Ez(T ) 6 CT

(
sup

t∈[0,T ]

∥z(t)∥+ sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥2r +
∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt
)

+ (kTCp)
− 2

p+2

(
Ez(0)− Ez(T )

+ TC sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥2r + C

∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt
) 2

p+2

6 CT

(
sup

t∈[0,T ]

∥z(t)∥2r +
∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt
)

+ (kTCp)
− 2

p+2

(
Ez(0)− Ez(T )

+ TC sup
t∈[0,T ]

∥z(t)∥2r + C

∫ T

0

∥Ψ(zt(t))∥dt
) 2

p+2

. (4.28)

因 H1
0 (Ω) ↪→↪→ L2r(Ω) ↪→ L2(Ω), 故由引理 4.3 和 (4.7) 可知 ρT (y1, y2) = supt∈[0,T ] ∥z(t)∥2r 在 B0 上

是准紧的.

定义 A = −∆ 为定义域是 D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) 的 L2(Ω) 上的严格正定算子. 设 V 是 L2(Ω)

关于范数 ∥ · ∥V = ∥Ψ(·)∥+ ∥A− 1
2 (·)∥ 的完备化空间, W 是 L2(Ω) 关于范数 ∥ · ∥W = ∥A− 1

2 (·)∥ 的完备
化空间. 由引理 4.4, 有

L2(Ω) ↪→↪→ V ↪→ W. (4.29)
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由 (4.16) 有

∥f(w(t))∥ 6 C. (4.30)

此外还有

∥Ψ(wt(t))∥ 6 ∥K∥L2(Ω×Ω)∥wt(t)∥ 6 C. (4.31)

由 (4.1)、(4.30) 和 (4.31) 可得

∥A− 1
2wtt(t)∥ 6 ∥∇w(t)∥+ k∥wt(t)∥p∥A− 1

2wt(t)∥+ ∥A− 1
2 (Ψ(wt(t)) + h− f(w(t)))∥ 6 C.

于是, ∫ T

0

∥A− 1
2wtt(t)∥dt 6 CT . (4.32)

此外还有 ∫ T

0

∥wt(t)∥dt 6 CT . (4.33)

由引理 4.3, (4.29)、(4.32) 和 (4.33) 意味着 ϱT (y1, y2) =
∫ T

0
∥Ψ(zt(t))∥dt 在 B0 上是准紧的.

于是由定理 3.1, 从 (4.28) 可推导出存在 t0 > 0 使得对任意有界集 B ⊆ H1
0 (Ω) × L2(Ω) 都有当

t > t0 + 2T + t∗(B) 时,

α(S(t)B) 6
{
(α(B0))

−p +
p

2(T
2

p+2 + 2
p

p+2+1(kCp)
− 2

p+2 )
p+2
2

(t− t0 − 2T − t∗(B))

}− 1
p

, (4.34)

其中 t∗(B) 满足

S(t)B ⊆ B0, ∀ t > t∗(B).

因为 {(α(B0))
−p + p

2(T
2

p+2 +2
p

p+2
+1

(kCp)
− 2

p+2 )
p+2
2

(t − t0 − 2T − t∗(B))}−
1
p 关于 T 是连续且单调递

增的, 而 T 是任意给定的正常数, 在 (4.34) 中令 T → 0, 可知对任意的 t > t0 + t∗(B) 都有

α(S(t)B) 6
{
(α(B0))

−p +
pkCp

2p+2
(t− t0 − t∗(B))

}− 1
p

.

因此, 问题 (4.1)–(4.3) 的解生成的动力系统 (H1
0 (Ω)× L2(Ω), {S(t)}t>0) 具有满足 (4.6) 的多项式吸引

子 A∗. 证毕.

注 4.1 如 (4.6) 所示, p 越大, 能量耗散越慢, 吸引子 A∗ 的吸引速度也越慢; 反之, p 越小, 能量

耗散越快, 吸引子 A∗ 的吸引速度越快. 当 p → 0 时, 阻尼趋近于线性阻尼, 此时吸引子 A∗ 的吸引速

度趋近于指数吸引. 这个结果与我们出于直观的预测是一致的.

致谢 衷心感谢评审专家们的仔细阅读及非常有益的修改意见.
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赵春燕等: 一类动力系统的吸引子吸引速度的估计

Estimate of the attractive velocity of attractors for some
dynamical systems

Chunyan Zhao, Chengkui Zhong & Chunxiang Zhao

Abstract In this paper, we first prove an abstract theorem on the existence of polynomial attractors and the
concrete estimate of their attractive velocity for infinite-dimensional dynamical systems, then apply this theorem
to a class of wave equations with nonlocal weak damping and anti-damping in the case where the nonlinear term
f is of subcritical growth.
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