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摘要 有限域上射影空间中的线性集在阻碍集、半域和秩度量码等的研究中起着核心作用. 具有最大

可能的元素个数和最大秩的线性集称为最大散射线性集. 经过近 20 年的研究, 目前已知的射影直线

上最大散射线性集的个数仍然较少, 其中包含 Csajbók 等 (2018) 和 Marino 等 (2020) 构造的两类. 本

文旨在解决这两类最大散射线性集中每一类中元素的等价问题, 并确定它们的自同构群.
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1 引言

线性集的概念由 Lunardon [12] 提出, 它是有限几何中子几何这一概念的推广. 在过去 20 年对有

限几何和编码理论的研究中, 线性集被广泛研究并应用于构造和刻画各类对象, 包括阻断集 (blocking

sets)、二相交集 (two-intersection sets)、Cayley广义六边形的平移展形 (spread)、极空间的平移卵形体

(ovoid)、半域和秩度量码. 更多内容可参见文献 [2, 8, 16–18] 及其中所列的参考文献.

本文只讨论射影直线上的线性集. 令 Λ = PG(V ) = PG(1, qn), 其中, V 是 Fqn 上的 2 维向量空

间, PG (projective geometry) 表示射影几何, 那么 Λ 是一条射影直线. 若 Λ 中的秩为 k 的点集 L 是

被 V 中一个 Fq- 向量子空间 U 中的非零向量定义, 即

L = LU := {⟨u⟩Fqn
: u ∈ U \ {0}},

那么 L 称为 Fq- 线性集, 其中 U 的维数称为 L 的秩. 对于任意秩为 k 的 Fq- 线性集 LU , 易知

|L| 6 qk − 1

q − 1
.
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如果等号成立, 那么 LU 称为散射 (scattered) 线性集. Blokhuis 和 Lavrauw [3] 称 Λ 中一个具有最大

秩 k = n 的散射线性集为最大散射线性集.

在射影半线性群 (projective semilinear group, PΓL) PΓL(2, qn)的作用下,总可以假设 Λ中秩为 n

的线性集 LU 不包含点 ⟨(0, 1)⟩Fqn
. 从而 U 和 LU 可以表示为

Uf = {(x, f(x)) : x ∈ Fqn}

以及

Lf = {⟨(x, f(x))⟩Fqn
: x ∈ F∗

qn},

其中 f 是 Fqn 上的 q- 多项式, 即 f =
∑n−1

i=0 aiX
qi ∈ Fqn [X]. 容易证明, Lf 是散射的当且仅当对于任

意 z, y ∈ F∗
qn , 等式

f(z)

z
=

f(y)

y

意味着 z 和 y 是 Fq- 线性相关的. 因此, Sheekey [18] 称满足此条件的 q- 多项式为散射多项式.

迄今为止, 在 PG(1, qn) 中只有 3 类最大散射线性集对于无穷多个 n 成立. 为了方便起见, 下面

列出 Fqn 上相应的散射多项式:

(i) f = Xqs 且满足条件 gcd(s, n) = 1, 那么 Lf 称为伪正则型的线性集 (参见文献 [3]);

(ii) f = Xqs + δXqn−s

且满足条件 n > 4, Nqn/q(δ) /∈ {0, 1} 及 gcd(s, n) = 1, 由 Lunardon 和

Polverino [13] 提出, 后来由 Sheekey [18] 推广.

(iii) f = Xqs+Xqs(m−1)

+h1+qsXqs(m+1)

+h1−q2m−s

Xq2m−s

,其中, q为奇数, n = 2m > 6, hqm+1 = −1

且满足条件 gcd(s, n) = 1. 这由 Longobardi 和 Zanella [11] 首次引入, 后来在文献 [10, 15] 中推广到一

个大类.

本文主要研究 PG(1, q6)和 PG(1, q8)上的几类最大散射线性集.下面列出它们相应的散射多项式:

(a) xq + xq3 + δxq5 定义在 Fq6 上, 且 δ2 + δ = 1 以及 q 为奇数 (参见文献 [14]).

(b) xqs + δxqs+m

定义在 Fq2m 上, 且 m ∈ {3, 4}, gcd(s,m) = 1 以及 δ 满足某些条件 (参见文

献 [6]).

为了方便起见, 使用 F6 和 F8 分别表示 m = 3 和 m = 4 时 (b) 中给出的线性集类. 用 fδ,m 代

表 F6 或 F8 中参数为 (δ,m) 的相应散射多项式.

当 m = 3 时, 文献 [5] 已经说明对于 q > 4 和 Nq6/q3(δ) ̸= 1, 总是可以找到 δ ∈ F∗
q2 使得 fδ,3 是散

射多项式. Bartoli 等 [1] 完全确定了使得 fδ,3 是散射多项式的 δ 的个数.

当 m = 4 时, 文献 [5] 也证明了, 若 q 为奇数, Nq8/q4(δ) ̸= 1 且 δ2 = −1, 那么 fδ,4 一定是散射多

项式. 此外, Timpanella 和 Zini [20] 证明了, 在 q 为奇素数的方幂和 q > 1,039,891 的条件下, fδ,4 是散

射的当且仅当 δ1+q4 = −1.

对于 PG(1, qn) 上的两个线性集 LU 和 LW , 如果存在 PΓL(2, qn) 中的元素 φ 使得 Lφ
U = LW , 则

称 LU 和 LW 是 PΓL- 等价 (或射影等价) 的. 对于给定的 q 和 n, 显然, 伪正则型中仅有唯一的最大

散射线性集, 因为对于任意满足条件 gcd(s, n) = 1 的整数 s, 有

{⟨(1, xqs−1)⟩ : x ∈ F∗
qn} = {⟨(1, xq−1)⟩ : x ∈ F∗

qn}.

Lunardon-Polverino 类中不同元素的等价性问题已经被 Tang 等 [19] 解决. Longobardi-Zanella 类中的

等价性问题也在文献 [11] 中部分解决.
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本文主要研究 (a) 和 (b) 这两类散射多项式所定义的最大散射线性集的等价性问题. 首先, 第 3

节证明在 PΓL- 等价的意义下, (a) 中只包含一个元素, 并完全确定其自同构群. 其次, 第 4 节分别给

出 F6 和 F8 这两类最大散射线性集中各自元素之间等价的充分必要条件,并进一步确定其自同构群.

相关结果的主要证明思路如下: 首先将相关线性集之间的 PΓL- 等价性转化为相应多项式映射像集的

等价性; 通过进一步分析和验证这些多项式系数之间的一些必要条件, 同时考虑其伴随多项式的一些

性质, 来完成等价性的判断与自同构群的计算.

本文余下的内容安排如下: 第 2 节介绍关于最大散射线性集等价性的一些预备知识和辅助结果.

第 3 节主要讨论由 (a) 中给出的散射多项式导出的线性集的等价问题, 并确定它们的自同构群. 第 4

节讨论 F6 和 F8 中线性集的等价问题. 第 5 节简要总结全文的内容.

2 预备知识

有限域 Fqn 上的一个 q- 多项式 (或一个线性化多项式) 具有如下形式:

f =
k∑

i=0

aiX
qi ,

其中, ai ∈ Fqn , k 为正整数. 用 Ln,q 表示 Fqn 上所有次数小于 qn 的 q- 多项式的集合. 则在 Ln,q 和

Fqn 上的 Fq- 线性映射之间存在一个双射. 有关线性化多项式的更多内容, 参见文献 [9, 第 3 章, 第 4

节]. 在 Fq 上考虑具有如下形式的 Fqn 上的非退化对称双线性型: 对于任意 x, y ∈ Fqn

⟨x, y⟩ = Trqn/q(xy),

其中 Trqn/q(x) = x+ · · ·+ xqn−1

. 对于 q- 多项式 f =
∑n−1

i=0 aiX
qi 和上述双线性型 ⟨·, ·⟩, 定义 f 的伴

随多项式 f̂ 为满足如下条件的 q- 多项式: 对于任意 y, z ∈ Fqn , 有

Trqn/q(yf(z)) = Trqn/q(zf̂(y)).

容易证明 f̂ 一定满足

f̂ =
n−1∑
i=0

aq
n−i

i Xqn−i

. (2.1)

下面由一个 q-多项式的伴随定义的线性集相关的结果,分别在文献 [2,引理 2.6]和 [19,引理 2.1]

中得到了两种不同的证明方法.

引理 2.1 令 f 为 Ln,q 中一个 q- 多项式. 那么对于任意 b ∈ Fqn , 有

#

{
x ∈ F∗

qn :
f(x)

x
= b

}
= #

{
y ∈ F∗

qn :
f̂(y)

y
= b

}
. (2.2)

此外, Lf = Lf̂ .

对于 Fqn 上的两个 q- 多项式 f 和 g, 令 Uf = {(x, f(x)) : x ∈ F∗
qn} 和 Ug = {(x, g(x)) : x ∈ F∗

qn},
如果存在 φ ∈ ΓL(2, qn) 使得 Uφ

f = Ug, 那么定义 Uf 与 Ug 是一般半线性群 (general semilinear group,

ΓL)- 等价的. 根据定义, 可以直接得到以下结论.
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引理 2.2 对于 Fqn 上的两个 q- 多项式 f 和 g, 若 Uf 和 Ug 是 ΓL- 等价的, 那么 Lf 和 Lg 是

PΓL- 等价的.

然而, 引理 2.2 的逆命题不一定成立. 例如, 若 f(x) = xq, g(x) = xqs , s ̸= 1, 且 gcd(s, n) = 1, 那

么 Uf 与 Ug 不是 ΓL(2, qn)- 等价的, 但是显然 Lf =
{
⟨(1, xq−1)⟩Fqn

: x ∈ F∗
qn
}
= Lg. 关于等价问题的

更多结论, 可参见文献 [5, 7].

一般而言, Uf 和 Ug 之间的等价问题比 Lf 和 Lg 之间的等价问题更容易解决. 例如, 族 (b) 中的

f 和 g 所定义的 Uf 和 Ug 与之间的等价性已经完全确定, 参见下面的引理. 然而, Lf 和 Lg 之间的等

价性问题将在第 4 节中解决.

引理 2.3 (参见文献 [5,命题 5.1]) 设 Uδ,s1 = {(x, xqs1 + δxqs1+m

) : x ∈ Fq2m}和 Uθ,s2 = {(x, xqs2

+ θxs2+m) : x ∈ Fq2m} 是两个 Fq- 子空间, 且 δ, θ ∈ F∗
q2m . 如果 Nq2m/qm(δ) ̸= 1, Nq2m/qm(θ) ̸= 1,

1 6 s1, s2 < m 且 gcd(m, s1) = gcd(m, s2) = 1, 那么这两个 Fq- 子空间 Uδ,s1 和 Uθ,s2 是 ΓL(2, q2m)- 等

价的当且仅当

s1 = s2 且 Nq2m/qm(δ) = Nq2m/qm(θ)σ,

或者

s1 + s2 = m 且 Nq2m/qm(δ)Nq2m/qm(θ)σ = 1,

其中 σ ∈ Aut(Fqm).

给定 Fqn 上的两个子集或多重集 S 和 T , 若 S = T , 那么对于任意非负整数 d, 有∑
x∈S

xd =
∑
x∈T

xd.

对于两个线性集, 可以直接得到以下结果.

引理 2.4 (参见文献 [4, 引理 3.4]) 设 f 和 g 是线性多项式. 若 Lf = Lg, 那么对于任意非负整

数 d, 有 ∑
x∈F∗

qn

(
g(x)

x

)d

=
∑

x∈F∗
qn

(
f(x)

x

)d

.

下面这个结论是众所周知的.

引理 2.5 (参见文献 [4, 引理 3.5]) 设 q 是素数的方幂, d 为整数, 若 q − 1 | d, 则有
∑

x∈F∗
qn

xd

= −1, 否则
∑

x∈F∗
qn

xd = 0.

根据引理 2.4 和 2.5, 可以得到以下关于两个线性集相等的判别准则.

引理 2.6 (参见文献 [4, 引理 3.6]) 设 Fqn 上 q- 多项式 f(x) =
∑n

i=1 aix
qi , g(x) =

∑n
i=1 bix

qi .

若 Lf = Lg, 则

a0 = b0. (2.3)

对于任意 k = 1, 2, . . . , n− 1, 有

aka
qk

n−k = bkb
qk

n−k; (2.4)

对于任意 k = 2, 3, . . . , n− 1, 有

a1a
q
k−1a

qk

n−k + aka
q
n−1a

qk

n−k+1 = b1b
q
k−1b

qk

n−k + bkb
q
n−1b

qk

n−k+1. (2.5)
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一般而言, 在引理 2.6 中对 f 和 g 系数的限制条件不足以由 f 来唯一确定 g. 第 3 和 4 节将为

(a) 或 (b) 中的 f 和 g 提供一些额外的限制条件.

3 Marino-Montanucci-Zullo 类

本节主要讨论 Marino 等 [14] 所构造的一类最大散射线性集的等价性问题. 此类最大散射线性集

定义为

{⟨(1, xq−1 + xq3−1 + δxq5−1)⟩Fq6
: x ∈ F∗

q6},

其中, δ2 + δ = 1, q 为奇数. 由此定义可得, 给定 q, 一类中最多包含两个线性集. 下面的引理 3.1 主要

讨论 δ 是属于 Fq 的素子域 Fp 还是属于 Fp2 .

引理 3.1 令 q 为奇素数的方幂, n 为整数. 假设 x1, x2 ∈ Fqn 且 x2
1 + x1 = x2

2 + x2 = 1, 则

(i) 当 q ≡ 0,±1 (mod 5) 时, x1, x2 ∈ Fq;

(ii) 当 q ≡ ±2 (mod 5) 时, x1, x2 ∈ Fq2 \ Fq.

特别地, 当 q ≡ 0 (mod 5) 时, x1 = x2 = 2. 此外, x2q−1
1 = x2q−1

2 成立当且仅当 x1 = x2.

证明 令 q = pm 且 p 为素数. 由二次互反律可得, 5 是 Fp 上的平方元当且仅当 p ≡ 0, 1, 4

(mod 5).

假设 p = 5, 那么 X2 +X − 1 的两个根 x1 和 x2 是相同的且 x1 = x2 = 2 ∈ Fp ⊆ Fq.

假设 q ≡ ±1 (mod 5). 当 p ≡ 1, 4 (mod 5)时, 5是 Fp 上的平方元, 由此可知 5也是 Fq 上的平方

元; 当 p ≡ 2, 3 (mod 5) 时, 存在 k ∈ Z 使得 q = p2k, 从而 5 是 Fq 上的平方元.

假设 q ≡ ±2 (mod 5), 那么 p ≡ 2, 3 (mod 5) 且存在 k ∈ Z 使得 q = p2k+1, 由此可知 5 不是 Fq

上的平方元.

下面证明 x2q−1
1 = x2q−1

2 的充分必要条件为 x1 = x2. 充分性是显然的, 从而只需证明必要性. 现

假设 x2q−1
1 = x2q−1

2 .

当 q ≡ 0,±1 (mod 5) 时, 由上述证明可得 x1, x2 ∈ Fq, 从而

x1 = x2q−1
1 = x2q−1

2 = x2,

即 x1 = x2.

当 q ≡ ±2 (mod 5) 时, 由上述证明可得 x1, x2 /∈ Fq. 因为 x1 和 x2 是 x2 + x− 1 的两个根, 所以

x1 = x2 或 x1 = xq
2. 若 x1 = xq

2, 则由 x2q−1
1 = x2q−1

2 和 xq+1
2 = −1 可得

x6
2 = −1.

又因为 x2
2 + x2 = 1, 所以

(1− x2)
3 = −x3

2 + 3x2
2 − 3x2 + 1 = x2(4x2 − 4) + 1 = 5− 8x2 = −1,

从而

x2 =
3

4
.

然而, 在 p ̸= 2, 5 的条件下, x2 = 3
4 与 x2

2 + x2 = 1 矛盾. 因此 x1 = x2.

在讨论 Marino-Montanucci-Zullo类中的最大散射线性集之前,先对此类中不同线性集 Lf 所对应

的 6 维 Fq- 子空间 Uf 的等价性问题进行讨论. 根据 q (mod 5) 的值, 分为如下两个引理.
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引理 3.2 假设 q 为奇素数的方幂, 且满足 q ≡ ±2 (mod 5). 定义 Fq6 上的函数 f(x) = xq

+xq3 + θxq5 和 g(x) = xq + xq3 + δxq5 且满足 θ, δ ∈ Fq6 , θ
2 + θ = δ2 + δ = 1. 那么 Fq- 子空间 Uf 和

Ug 是 ΓL- 等价的.

证明 因为 θ 和 δ 是 Fq 上不可约多项式 x2 + x− 1 的根, 所以 θ = δ 或 θ = δq. 如果 θ = δ, 那

么 Uf = Ug; 如果 θ = δq, 那么

{(xq, (xq + xq3 + δxq5)q) : x ∈ Fq6} = {(x, xq + xq3 + δqxq5) : x ∈ Fq6} = Uf .

因此, Uf 和 Ug 是 ΓL- 等价的.

引理 3.3 假设 q 为奇素数的方幂且满足 q ≡ 0,±1 (mod 5). 定义 Fq6 上函数 f(x) = xq + xq3

+ θxq5 和 g(x) = xq + xq3 + δxq5 且满足 θ, δ ∈ Fq6 及 θ2 + θ = δ2 + δ = 1. 如果 Fq- 子空间 Uf 和 Ug

是 ΓL- 等价的, 那么 θ = δ.

证明 假设 Fq- 子空间 Uf 和 Ug 是 ΓL- 等价的. 由引理 3.1 可得 θ, δ ∈ Fq. 因此, 只需证明存在

Fq6 上可逆矩阵
(
a b
c d

)
使得对于任意 x ∈ Fq6 都存在 y ∈ Fq6 满足如下等式:a b

c d

 x

f(x)

 =

 y

g(y)

 .

上式等价于

cX + df(X) ≡ g(aX + bf(X)) (mod Xq6 −X). (3.1)

将等式 (3.1) 右边展开, 得

(bqθ + bq
3

+ bq
5

δ)X + aqXq + (bq + bq
3

θ + bq
5

δ)Xq2 + aq
3

Xq3 + (bq + bq
3

+ bq
5

θδ)Xq4 + aq
5

δXq5 .

比较等式 (3.1) 两边 Xq、Xq3 和 Xq5 的系数可得d = aq = aq
3

,

dθ = aq
5

δ.
(3.2)

根据 b 的取值, 分如下两种情形进行讨论.

情形 1 b = 0. 比较等式 (3.1) 两边 X 的系数可得 c = 0 且 ad ̸= 0. 从而由 (3.2) 得 a, d∈Fq2 且d = aq,

θ = δ.

情形 2 b ̸= 0. 比较等式 (3.1) 两边 Xq2 和 Xq4 的系数可得bq + bq
3

θ + bq
5

δ = 0,

bq + bq
3

+ bq
5

θδ = 0.
(3.3)

又由 (3.3) 可得

(bq
3

− bq
5

δ)(1− θ) = 0,

6
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由此可得 bq
3 − bq

5

δ 或 1− θ 等于 0. 若 1− θ = 0, 显然这与 θ2 + θ = 1 相矛盾. 若 bq
3 − bq

5

δ = 0, 则

δ = bq
3−q5 , 从而

δq
4+q2+1 = Nq6/q2(b

q3(1−q2)) = 1.

由 δ2 + δ = 1 和 δ ∈ Fq2 可得

δq
4+q2+1 = δ3 = (1− δ)δ = 2δ − 1.

由上述关于 δq
4+q2+1 的两个等式可得 δ = 1, 这与 δ2 + δ = 1 相矛盾. 因此, 不存在 b ∈ F∗

q6 使得

δ = bq
3−q5 成立.

综上可得 θ = δ 且矩阵 M =
(
a 0
0 aq

)
, 其中 a ∈ F∗

q2 .

下面的定理完全解决了 Marino-Montanucci-Zullo 类中元素的等价问题, 与引理 3.3 中的结论相

比, 可以得到此类线性集中 Lf 和 Lg 的等价性与 Uf 和 Ug 的等价性并不相同.

定理 3.1 Marino-Montanucci-Zullo 类中所有的元素都是 PΓL- 等价的.

证明 显然, 当 q ≡ 0 (mod 5) 时, 此类中只有一个元素; 当 q ≡ ±1,±2 (mod 5) 时, 此类中有两

个元素.

对于 q ̸≡ 0 (mod 5), 设 fi(x) = xq + xq3 + θix
q5 (i = 1, 2) 为 Marino-Montanucci-Zullo 类中的两

个元素.

当 q ≡ ±2 (mod 5) 时, 由引理 3.2 可得 Uf1 和 Uf2 是 ΓL- 等价的, 从而 Lf1 和 Lf2 是 PΓL- 等价

的. 当 q ≡ ±1 (mod 5) 时, 由引理 3.1 可得 θ1, θ2 ∈ Fq. 令 h(x) = (−θ1 − 1)xq + xq3 + xq5 . 可以直接

验证 h(f1(x)) = x, 即 h(x) 是 f1(x) 的逆映射. 因此{
x

f1(x)
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
(−θ1 − 1)xq + xq3 + xq5

x
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
h(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
,

从而 Lf1 PΓL- 等价于 Lh.

通过计算, h(x) 的伴随多项式 ĥ(x) 为

ĥ(x) = xq + xq3 + (−θ1 − 1)q
5

xq5 = xq + xq3 + θ2x
q5 = f2(x).

由引理 2.1 可得 Lh = Lĥ = Lf2 . 因此 Lf1 和 Lf2 是 PΓL- 等价的.

由定理 3.1 可得, 在等价的条件下, Marino-Montanucci-Zullo类中只有一个元素. 下面的结论给出

了这个元素的自同构群.

定理 3.2 假设 q 为奇素数的方幂.定义 Fq6 上的函数 f(x) = xq + xq3 + θxq5 且满足 θ2 + θ = 1.

那么线性集 Lf 的自同构群为

Aut(Lf ) =

D, q ≡ ±1 (mod 5),

D ∪ C, q ≡ 0,±2 (mod 5),

其中

D :=

{
Mτ : M =

1 0

0 d

 ∈ PGL(2, q6), τ ∈ Aut(Fq6), θ
τ−1 = 1, dq+1 = 1

}
,

C :=

{
Mτ : M =

0 1

c 0

 ∈ PGL(2, q6), τ ∈ Aut(Fq6), θ
τ+1 = −1, cq+1 = 1

}
.

7
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证明 令 M =
(
a b
c d

)
, 设 M ∈ PGL(2, q6) 且 τ ∈ Aut(Fq6). 假设 Mτ ∈ PΓL(2, q6) 使得 Lf 在 Mτ

的作用下是不变的, 那么 {
f(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
cx+ df̄(x)

ax+ bf̄(x)
: x ∈ F∗

q6

}
, (3.4)

其中 f̄(x) = xq + xq3 + θτxq5 .

下面确定 M 和 τ . 根据 b 是否为 0, 将证明分如下两种情形.

情形 1 b = 0. 因为 M 是 PGL(2, q6) 中元素, 所以可以假设 a = 1, 那么 (3.4) 等价于

{xq−1 + xq3−1 + θxq5−1 : x ∈ F∗
q6} =

{
c+ d

f̄(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
. (3.5)

由 (2.3), 以及 k = 1 和 k = 3 在条件 (2.4), 可分别得到 c = 0 和

dq+1 =

(
θ

θτ

)q

(3.6)

以及

dq
3+1 = 1. (3.7)

由 (3.6) 和 (3.7) 可得

θτ(q
3−q2+q) = θq

3−q2+q. (3.8)

由引理 3.1 可得, (3.8) 等价于

θτ = θ. (3.9)

根据等式 (3.6)、(3.7) 和 (3.9) 可得

dq+1 = 1. (3.10)

因此 (3.9) 和 (3.10) 是必要条件. 下面证明 (3.9) 和 (3.10) 也是充分条件. 根据 (3.10), 可知存在

α ∈ F∗
q2 使得 d = αq−1. 用 αx 代替 x 代入等式 (3.5) 的左边, 可得

{(αx)q−1 + (αx)q
3−1 + θ(αx)q

5−1 : x ∈ F∗
q6} = {αq−1(xq−1 + xq3−1 + θxq5−1) : x ∈ F∗

q6}. (3.11)

根据 (3.9), (3.11) 等价于

{xq−1 + xq3−1 + θxq5−1 : x ∈ F∗
q6} = {d(xq−1 + xq3−1 + θτxq5−1) : x ∈ F∗

q6}.

因此, 若
(
1 0
0 d

)
和 τ 满足 (3.9) 和 (3.10), 则 Lf 在映射 Mτ 下是不变的.

情形 2 b ̸= 0. 不失一般性, 假设 b = 1. 首先, 证明如下断言.

断言 a = 0.

(反证法) 假设 a ̸= 0, 则
cx+ df̄(x)

ax+ bf̄(x)
= d+

(c− ad)x

ax+ f̄(x)
,

8
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其中 f̄(x) = xq + xq3 + θτxq5 . 因为 M 是非奇异的, 所以 c − ad ̸= 0. 此外, 由 PG(1, q6) 上最大散射

线性集的定义可得, 映射 x 7→ ax+ f̄(x) 一定是可逆的 (否则 Lf 包含点 ⟨(0, 1)⟩Fq6
, 但这是不可能的).

假设 h(x) =
∑5

i=0 rix
qi 是映射 x 7→ ax+f̄(x)

c−ad 的逆映射. 令 y = ax+f̄(x)
c−ad , 则

d+
(c− ad)x

ax+ f̄(x)
= d+

h(y)

y
.

比较 ah(Y ) + f̄(h(Y )) ≡ (c− ad)Y (mod Y q6 − Y ) 两边的系数, 可知对 i = 1, 2, 3, 4, 5, 有

ari + rqi−1 + rq
3

i+3 + θτrq
5

i+1 = 0. (3.12)

此时 (3.4) 变为

{xq−1 + xq3−1 + θxq5−1 : x ∈ F∗
q6} =

{
d+

5∑
i=0

riy
qi−1 : y ∈ F∗

q6

}
.

对于 k = 1, 由 (2.4) 可得

r1r
q
5 = θq,

那么 r1, r5 ̸= 0. 对于 k = 2, 由 (2.4) 可得

r2r
q2

4 = 0,

那么 r2 和 r4 中至少有一个等于 0. 不失一般性, 假设 r2 = 0. 对于 k = 2, 由 (2.5) 可得

rq+1
1 rq

2

4 + r2r
q2+q
5 = 0.

于是 rq+1
1 rq

2

4 = 0, 从而 r4 = 0.

将 i = 1, 3, 5 代入 (3.12) 可得 

r1 = −rq0
a
,

r3 = −rq
3

0

a
,

r5 = −θτrq
5

0

a
.

(3.13)

将 i = 2 代入 (3.12) 可得

rq1 + rq
3

5 + θτrq
5

3 = 0.

又因为 θτ ∈ Fq2 , 所以上述等式等价于

rq
5

1 + rq5 + θτrq
3

3 = 0. (3.14)

同理, 将 i = 4 代入 (3.12) 可得

rq
5

1 + rq
3

3 + θτrq5 = 0. (3.15)

9
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由 (3.14) 和 (3.15) 可得 (rq
3

3 − rq5)(θ
τ − 1) = 0, 于是

rq
3

3 = rq5.

将 (3.13) 代入上述等式可得 θτ = aq−q3 , 从而

θ3τ = Nq6/q2(θ
τ ) = Nq6/q2(a

q(1−q2)) = 1. (3.16)

由 θ2 + θ = 1 和 θ ∈ Fq2 可得

θ3τ = (1− θτ )θτ = θτ + θτ − 1 = 2θτ − 1.

结合 (3.16) 可得 θ = 1, 这与 θ2 + θ = 1 矛盾.

至此完成了断言的证明.

因为 0 1

c d

−1

=

−d/c 1/c

1 0

 ,

所以, 由 M 的逆映射及命题中 a = 0 可得 d = 0. 因此

M =

0 1

c 0

 .

令 h(x) = −(θτq + 1)xq + xq3 + xq5 , 于是 h(f̄(x)) = x, 即 h(x) 是 f̄(x) 的逆映射. 从而 (3.4) 等

价于 {
ch(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
f(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
.

对于 k = 1, 由 (2.4) 可得

cq+1 =
−θq

(θτq + 1)
. (3.17)

对于 k = 3, 由 (2.4) 可得

cq
3+1 = 1. (3.18)

结合 (3.17) 和 (3.18) 可得

θ2q−1 = (−θτ − 1)2q−1. (3.19)

因为 θ 和 −θτ − 1 都是多项式 X2 +X − 1 的根, 根据引理 3.1 可知, (3.19) 等价于 −θ = θτ + 1. 于是

θτ+1 = −1. (3.20)

由 (3.17) 和 θτ + 1 = −θ 可得

cq+1 = 1. (3.21)

10
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那么 (3.20) 和 (3.21) 是必要条件.

下面证明 (3.20)和 (3.21)是充分条件.假设 (3.20)和 (3.21)成立. 令 h(x) = −(θτq+1)xq+xq3+xq5 .

那么 h(f̄(x)) = x, 从而 {
cx

f̄(x)
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
ch(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
. (3.22)

通过简单计算, h(x) 的伴随 ĥ(x) 为

ĥ(x) = xq + xq3 + (−θτq − 1)q
5

xq5 = xq + xq3 + θxq5 = f(x).

根据引理 2.1 可得 Lh = Lĥ, 于是{
ch(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
cĥ(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
cf(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
. (3.23)

由证明中情形 1 可得, 如果 c 满足 (3.21), 那么{
cf(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
=

{
f(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
. (3.24)

结合 (3.22)–(3.24) 可得 (3.20) 和 (3.21) 是充分条件.

因此 Lf 的自同构群为

Aut(Lf ) = D ∪ C,

其中

D :=

{
Mτ : M =

1 0

0 d

 , θτ = θ, dq+1 = 1

}
,

C :=

{
Mτ : M =

0 1

c 0

 , θτ+1 = −1, cq+1 = 1

}
.

由引理 3.1 和 θ2 + θ = 1 可得, 等式 θτ+1 = −1 成立当且仅当以下条件之一得到满足:

(i) q ≡ 0 (mod 5), θτ = θ;

(ii) q ≡ ±2 (mod 5), θτ = θq.

此外, 当 q ≡ ±1 (mod 5) 时, θτ+1 = −1 不成立, 从而 C = ∅.

4 Csajbók-Marino-Polverino-Zanella 类

本节主要讨论 Csajbók 等 [5] 构造的 F6 和 F8 这两类线性集的等价性问题.

对于 m = 3, 4, F2m 中包含了 PG(1, q2m) 中具有如下形式的最大散射线性集:

{⟨(1, xqs−1 + θxqs+m−1)⟩Fq2m
: x ∈ F∗

q2m},

其中 gcd(s,m) = 1 且 θ 和 q 满足某些条件.

由引理 2.2 和下面的引理 4.1, 只需要讨论 F2m 中当 s = 1 时的线性集等价性问题.

11
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引理 4.1 [5] 设子空间 Ub′,s = {(x, xqs + b′xqs+m

) : x ∈ Fq2m} 且 gcd(s,m) = 1, 那么一定存在

b ∈ Fq2m 使得子空间 Ub′,s 与子空间

Ub = {(x, xq + bxq1+m

) : x ∈ Fq2m}

是 GL(2, q2m)- 等价的.

引理 2.6可以用来处理 F6 和 F8 中元素的等价性问题.但是,利用引理 2.6中的结论无法完全解

决该问题, 所以引入下面几个引理.

引理 4.2 设 f(x) = a1x
q + a4x

q4 和 g(x) = b1x
q + b4x

q4 是 Fq6 上的 q- 多项式. 若 Lf = Lg, 则

aq
4+q2+1

4 = bq
4+q2+1

4 . (4.1)

证明 令 D = (q2 − q + 1)(q2 + q + 1) = q4 + q2 + 1, 于是

∑
x∈F∗

q6

(
f(x)

x

)D

=
∑

u1,u2,u3∈{1,4}

au1a
q2

u2
aq

4

u3

∑
x∈F∗

q6

xU ,

且 U = qu1 + qu2+2 + qu3+4 − (1 + q2 + q4). 由引理 2.4 可得
∑

x∈F∗
q6

xk = −1 当且仅当 q6 − 1 | k. 当∑
x∈F∗

q6
xU = −1 时,

qu1 + qu2+2 + qu3+4 ≡ 1 + q2 + q4 (mod q6 − 1),

其中 u1, u2, u3 ∈ {1, 4}. 直接计算可得 u1 = u2 = u3 = 4. 又由 Lf = Lg 和引理 2.5 可得

∑
x∈F∗

q6

(
f(x)

x

)D

=
∑

x∈F∗
q6

(
g(x)

x

)D

.

从而,

a4a
q2

4 aq
4

4 = b4b
q2

4 bq
4

4 .

引理 4.3 设 f(x) = a1x
q + a5x

q5 和 g(x) = b1x
q + b5x

q5 是 Fq8 上的 q- 多项式. 若 Lf = Lg, 则

aq
2+q+1

1 aq
3

5 = bq
2+q+1

1 bq
3

5 , (4.2)

且

a1a
q6+q3+q
5 = b1b

q6+q3+q
5 . (4.3)

证明 令 D1 = q3 + q2 + q + 1, 于是

∑
x∈F∗

q8

(
f(x)

x

)D1

=
∑

u1,u2,u3,u4∈{1,5}

au1a
q
u2
aq

2

u3
aq

3

u4

∑
x∈F∗

q8

xU ,

且 U = qu1 + qu2+1 + qu3+2 + qu4+3 − (1 + q + q2 + q3). 由引理 2.4 可得
∑

x∈F∗
q8

xk = −1 当且仅当

(q8 − 1) | k. 当
∑

x∈F∗
q8

xU = −1 时, 有

qu1 + qu2+1 + qu3+2 + qu4+3 ≡ 1 + q + q2 + q3 (mod q8 − 1),

12
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其中 u1, u2, u3, u4 ∈ {1, 5}. 直接计算可得 u1 = u2 = u3 = 1, u4 = 5.

令 D2 = (q3 − q2 + 1)(q3 + q2 + q + 1) = q6 + q3 + q + 1, 于是

∑
x∈F∗

q8

(
f(x)

x

)D2

=
∑

i1,i2,i3,i4∈{1,5}

ai1a
q
i2
aq

3

i3
aq

6

i4

∑
x∈F∗

q8

xI ,

其中 I = qi1 + qi2+1 + qi3+3 + qi4+6 − (1 + q + q3 + q6). 当
∑

x∈F∗
q8

xI = −1 时,

qi1 + qi2+1 + qi3+3 + qi4+6 ≡ 1 + q + q3 + q6 (mod q8 − 1),

其中 i1, i2, i3, i4 ∈ {1, 5}. 因此必有 i1 = 1, i2 = i3 = i4 = 5.

由 Lf = Lg 和引理 2.5 可得, 对 k = 1, 2 有

∑
x∈F∗

q6

(
f(x)

x

)Dk

=
∑

x∈F∗
q6

(
g(x)

x

)Dk

,

从而

a1a
q
1a

q2

1 aq
3

5 = b1b
q
1b

q2

1 bq
3

5 ,

a1a
q
5a

q3

5 aq
6

5 = b1b
q
5b

q3

5 bq
6

5 .

证毕.

引理 4.4 设 f(x) = xqs1 + δxqs1+m

, g(x) = xqs2 + θxqs2+m

, 其中, θ, δ ∈ Fq2m 且 1 6 s1, s2 < m

以及 gcd(m, s1) = gcd(m, s2) = 1. 若
(
a 1
c d

)
是 Fq2m 上的可逆矩阵, 且

{xqs1−1 + δxqs1+m−1 : x ∈ F∗
q2m} =

{
cx+ dg(x)

ax+ g(x)
: x ∈ F∗

q2m

}
, (4.4)

那么 a = d = 0.

证明 因为 M 是非奇异的, 所以 c− ad ̸= 0, 从而

cx+ dg(x)

ax+ bg(x)
= d+

(c− ad)x

ax+ g(x)
.

此外, 映射 x 7→ ax+ g(x) 一定是可逆的 (否则, 将与点 ⟨(0, 1)⟩Fq2m
不属于 Lf 相矛盾).

设 x 7→ ax+g(x)
c−ad 的逆映射为 h(x) =

∑2m−1
i=0 rix

qi . 令 y = ax+g(x)
c−ad , 于是

d+
(c− ad)x

ax+ g(x)
= d+

h(y)

y
.

比较等式 ah(Y ) + g(h(Y )) ≡ (c− ad)Y (mod Y q2m − Y ) 两边的系数可得, 对于 i = 1, 2, . . . , 2m− 1 有

ari + rq
s2

i−s2
+ θrq

s2+m

i−s2+m = 0. (4.5)

此时 (4.4) 变为

{xqs1−1 + δxqs1+m−1 : x ∈ F∗
q2m} =

{
d+

2m−1∑
i=0

riy
qi−1 : y ∈ F∗

q2m

}
.
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由 (2.3) 可得

r0 = −d. (4.6)

此外, 对于 k = 1, 2, . . . , 2m− 1, 根据等式 (2.4) 有

rkr
qk

2m−k = 0. (4.7)

将 k = s2 代入等式 (4.7) 中可得

rs2r
qs2

2m−s2
= 0,

从而 rs2 和 r2m−s2 至少有一个等于 0. 不失一般性, 可假设 rs2 = 0. 将 k = m 代入等式 (4.7) 中可得

rq
m+1

m = 0, 于是

rm = 0. (4.8)

将 i = s2 代入等式 (4.5) 中可得

rq
s2

0 + θrq
s2+m

m = 0, (4.9)

结合 (4.8) 和 (4.9) 可得 d = −r0 = 0.

根据 a 1

c 0

−1

=

0 1/c

1 −a/c

 ,

考虑将 M 的逆映射作用于 Lg, 可得 a = 0.

现讨论 F6 中线性集的等价性问题. 下面这个定理确定了 F6 中不同元素间的等价性.

定理 4.1 设 f(x) = xq + δxq4 和 g(x) = xq + θxq4 是 Fq6 上的两个 q-多项式. Lf 和 Lg 是 PΓL-

等价的当且仅当存在 σ ∈ Aut(Fq3) 使得

Nq6/q3(δ) = Nq6/q3(θ)
σ. (4.10)

证明 若 θ = δ = 0, 则上述结论显然成立. 因此, 假设 θ 中 δ 至少有一个不为 0.

首先, 证明条件 (4.10) 的必要性.

假设 Lf 和 Lg 是 PΓL- 等价的, 于是存在 Fq6 上的可逆矩阵
(
a b
c d

)
和 τ ∈ Aut(Fq6) 使得

{xq−1 + δxq4−1 : x ∈ F∗
q6} =

{
cx+ dḡ(x)

ax+ bḡ(x)
: x ∈ F∗

q6

}
, (4.11)

其中 ḡ(x) = xq + θτxq4 .

根据 b 的值是否为 0, 分两种情形进行讨论.

情形 1 b = 0. 因为 M 属于 PGL(2, q6), 所以可假设 a = 1. 于是 (4.11) 变为

{xq−1 + δxq4−1 : x ∈ F∗
q6} =

{
c+ d

ḡ(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
. (4.12)

由 (2.3) 可得 c = 0. 那么 (4.12) 变为

{xq−1 + δxq4−1 : x ∈ F∗
q6} = {d(xq−1 + θτxq4−1) : x ∈ F∗

q6}.

14
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对于 k = 2, 由 (2.5) 可得

dq
2+q+1θτq

2

= δq
2

. (4.13)

如果 θ 和 δ 中有一个等于 0, 那么 δ 和 d 必须都为 0. 然而, 这与 M 是非奇异的相矛盾. 因此 θ 和 δ

都不为 0. 由 (4.1) 可得

d(q
2−q+1)(q2+q+1) =

δq
4+q2+1

θτ(q4+q2+1)
. (4.14)

结合 (4.13) 和 (4.14) 可得

δq
3+1 = (θq

3+1)τ .

令 σ = τ |Fq3
, 从而

Nq6/q3(δ) = Nq6/q3(θ)
σ.

情形 2 b ̸= 0. 不失一般性, 假设 b = 1. 应用引理 4.4 可得 a = d = 0, 于是

M =

0 1

c 0

 .

令 h0(x) = −θτq
5

xq2 + xq5 , 那么 h0(ḡ(x)) = (1− θτ(q
2+q5))x.

若 Nq6/q3(θ) = 1, 那么 1− θτ(q
2+q5) = 0. 从而 x 7→ g(x)一定是不可逆映射, 由 (4.11)可得这与点

⟨(0, 1)⟩Fq6
不属于 Lf 相矛盾. 因此 Nq6/q3(θ) ̸= 1.

令

h(x) =
h0(x)

1− θτ(q2+q5)
= − θτq

5

xq2

1− θτ(q2+q5)
+

xq5

1− θτ(q2+q5)
.

那么 h(ḡ(x)) = x, 即 h(x) 是 ḡ(x) 的可逆映射. 因此 (4.11) 等价于

{xq−1 + δxq4−1 : x ∈ F∗
q6} =

{
ch(x)

x
: x ∈ F∗

q6

}
. (4.15)

通过计算, h1(x) = h(x)(1− θτ(q
2+q5)) 的伴随 ĥ1(x) 为

ĥ1(x) = xq + (−θq
5τ )q

4

xq4 .

根据引理 2.1 可得 Lh1 = Lĥ1
, 那么 (4.15) 等价于

{xq−1 + δxq4−1 : x ∈ F∗
q6} = {ĉ(xq−1 + (−θq

5τ )q
4

xq4−1) : x ∈ F∗
q6}, (4.16)

其中 ĉ = c
1−θτ(q2+q5)

. 由 (2.5) 可得

ĉq
2+q+1(−θq

5τ ) = δq
2

. (4.17)

如果 θ 和 δ 中有一个等于 0, 那么 δ 和 d 必须为 0. 然而, 这与 M 是非奇异的相矛盾. 因此 θ 和 δ 都

不为 0. 由 (4.1) 可得

ĉ(q
2−q+1)(q2+q+1) =

δq
4+q2+1

(−θq5τ )q4(q4+q2+1)
. (4.18)

15
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结合 (4.17) 和 (4.18) 可得

δq
3+1 = (−θq

5τ )q
4(q3+1).

令 σ = τ |Fq3
, 从而

Nq6/q3(δ) = Nq6/q3(θ)
σ.

因此, 这证明了 (4.10) 的必要性.

下面证明 (4.10) 的充分性. 假设 Nq6/q3(δ) = Nq6/q3(θ)
σ 且 θ, δ ̸= 0. 从而只需证明存在可逆矩阵

M 使得 (4.11) 成立. 令 M =
(
1 0
0 d

)
, 其中 d 满足等式 (4.13). 因此

d(q
3+1)(q2+q+1) =

(
δ

θτ

)q2(q3+1)

= 1.

那么显然存在 α ∈ F∗
q6 使得 d = αq−1. 用 αx 代替 x, 可以得到

Lf = {(αx)q−1 + δ(αx)q
4−1 : x ∈ F∗

q6} = {αq−1(xq−1 + αq4−qδxq4−1) : x ∈ F∗
q6}. (4.19)

因为 αq4−qδ = dq(q
2+q+1)δ = δq

3+1

θq3τ
= θτ 且 d = αq−1, 所以 (4.19) 等价于

Lf = {d(xq−1 + θτxq4−1) : x ∈ F∗
q6} = Ldḡ.

证毕.

注 4.1 事实上, 若 Nq6/q3(δ) = Nq6/q3(θ)
σ 不等于 0 或 1, 那么也可以直接用引理 2.3 来证明定

理 4.1 中的充分条件.

定理 4.2 设 Fq6 上的 q- 多项式 f(x) = xq + θxq4 且 θ ̸= 0. 那么 Lf 的自同构群为

Aut(Lf ) =

D, Nq6/q3(θ) = 1,

D ∪ C, Nq6/q3(θ) ̸= 1,

其中

D =

{
Mτ : Nq6/q3(θ)

τ−1 = 1,M =

1 0

0 d

 ∈ PGL(2, q6), τ ∈ Aut(Fq6), d
q2+q+1 =

(
θ

θτ

)q2}
,

C =

{
Mτ : Nq6/q3(θ)

τ−1 = 1,M =

0 1

c 0

 ∈ PGL(2, q6), τ ∈ Aut(Fq6),

(
c

1− θτ(q2+q5)

)q2+q+1

=
θq

2

−θτq5

}
.

证明 下面将基于定理 4.1 的证明及假设 θ = δ 对此定理进行证明. 根据 b 是否为 0, 分如下两

种情形.

情形 1 b = 0. 当等式 (4.11) 中 b = 0 时, 有 a = 1 和 c = 0 成立. 因此, 若 f̄(x) = xq + θτxq4 , 那

么只需找到满足 Ldf̄ = Lf 的 d ∈ Fq6 和 τ ∈ Aut(Fq6). 由 (4.13) 和 (4.14) 可得, 若 Ldf̄ = Lf , 则 d 和

τ 应满足条件

dq
2+q+1 =

(
θ

θτ

)q2

, (4.20)

16
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Nq6/q3(θ) = Nq6/q3(θ)
τ . (4.21)

因此 (4.20) 和 (4.21) 是必要条件.

下面证明 (4.20) 和 (4.21) 也是 Ldf̄ = Lf 成立的充分条件. 由 (4.20) 和 (4.21) 可得

d(q
3+1)(q2+q+1) =

(
θ

θτ

)q2(q3+1)

= Nq6/q3

(
θ

θτ

)q2

= 1.

因此, 存在 α ∈ F∗
q6 使得 d = αq−1. 用 αx 代替 x, 可以得到

{(αx)q−1 + θ(αx)q
4−1 : x ∈ F∗

q6} = {αq−1(xq−1 + αq4−qθxq4−1) : x ∈ F∗
q6}. (4.22)

因为 αq4−qθ = dq(q
2+q+1)θ = θq3+1

θq3τ
= θτ , 所以 (4.22) 等价于

{(αx)q−1 + θ(αx)q
4−1 : x ∈ F∗

q6} = {d(xq−1 + θτxq4−1) : x ∈ F∗
q6}.

情形 2 b ̸= 0. 当 (4.11) 中 b ̸= 0 时, 有 Nq6/q3(θ) ̸= 1, b = 1, 且 a = d = 0. 因此,

h(x) = − θτq
5

xq2

1− θτ(q2+q5)
+

xq5

1− θτ(q2+q5)
.

从而只需确定满足 Lch = Lf 的 c ∈ Fq6 和 τ ∈ Aut(Fq6). 由 (4.17) 和 (4.18) 可得, 若 Lch = Lf , 那么

c 和 τ 满足

ĉq
2+q+1 =

θq
2

−θq5τ
, (4.23)

其中 ĉ = c
1−θτ(q2+q5)

且

Nq6/q3(θ) = Nq6/q3(θ)
τ . (4.24)

因此 (4.23) 和 (4.24) 是必要条件.

下面证明 (4.23) 和 (4.24) 也是 Lch = Lf 成立的充分条件. 由 (4.15)、(4.16) 和 δ = θ 可得, 只需

证明这两个条件是 (4.16) 的充分条件即可得上述结论. 由 (4.23) 和 (4.24) 可得

ĉ(q
3+1)(q2+q+1) =

(
θq

2

−θq5τ

)q3+1

=
Nq6/q3(θ)

q2

Nq6/q3(θ)q
2τ

= 1.

因此存在 α ∈ F∗
q6 使得 ĉ = αq−1 成立. 用 αx 代替 x, 可以得到

{(αx)q−1 + θ(αx)q
4−1 : x ∈ F∗

q6} = {αq−1(xq−1 + αq4−qθxq4−1) : x ∈ F∗
q6}. (4.25)

因为 αq4−qθ = ĉq(q
2+q+1)θ = θq3+1

(−θq5τ )q
= (−θq

5τ )q
4

, 所以 (4.25) 等价于

{(αx)q−1 + θ(αx)q
4−1 : x ∈ F∗

q6} = {ĉ(xq−1 + (−θq
5τ )q

4

xq4−1) : x ∈ F∗
q6}.

证毕.

注 4.2 在定理 4.1 和 4.2 中, 并没有要求 Lf 和 Lg 是最大散射线性集. 换言之, 在这两个定

理中确定了 PG(1, q6) 中一大类线性集的等价性及其自同构群, 并且这一大类线性集包含了 Csajbók

等 [5] 所发现的最大散射线性集类 F6.

17



唐薇等: 两类最大散射线性集的等价性与自同构群

下面讨论文献 [5] 中所构造的第二个族 F8 的等价性问题.

定理 4.3 设 f(x) = xq + δxq5 和 g(x) = xq + θxq5 为 Fq8 上的 q- 多项式. 线性集 Lf 和 Lg 是

PΓL- 等价的当且仅当存在 σ ∈ Aut(Fq4) 使得

Nq8/q4(δ) = Nq8/q4(θ)
σ. (4.26)

证明 若 θ = δ = 0, 则上述结论显然成立. 因此, 假设 θ 和 δ 中至少有一个不为 0.

首先, 证明条件 (4.26) 的必要性.

假设 Lf 和 Lg 是等价的, 那么存在 Fq8 上可逆矩阵
(
a b
c d

)
和 τ ∈ Aut(Fq8) 使得

{xq−1 + δxq5−1 : x ∈ F∗
q8} =

{
cx+ dḡ(x)

ax+ bḡ(x)
: x ∈ F∗

q8

}
, (4.27)

其中 ḡ(x) = xq + θτxq5 .

下面分两种情形进行证明.

情形 1 b = 0. 因为 M 属于 PGL(2, q8), 所以可假设 a = 1. 由 (2.3) 可得 c = 0. 那么 (4.27) 等

价于

{xq−1 + δxq5−1 : x ∈ F∗
q8} = {d(xq−1 + θτxq5−1) : x ∈ F∗

q8}.

由 (4.2) 可得

d1+q+q2+q3θτq
3

= δq
3

. (4.28)

如果 θ 和 δ 中有一个等于 0, 那么 δ 和 d 必须为 0. 然而, 这与 M 是非奇异的相矛盾. 因此 θ 和 δ 都

不为 0. 由 (4.3) 可得

d(q
3−q2+1)(1+q+q2+q3) =

δq
6+q3+q

θτ(q6+q3+q)
. (4.29)

结合 (4.28) 和 (4.29) 可得

δq
5+q = θτ(q

5+q).

令 σ = τ |Fq4
, 从而

Nq8/q4(δ) = Nq8/q4(θ)
σ.

情形 2 b ̸= 0. 不失一般性, 假设 b = 1. 应用引理 4.4 可得 a = d = 0, 从而

M =

0 1

c 0

 .

令 h0(x) = −θτq
7

xq3 + xq7 , 那么 h0(ḡ(x)) = (1− θτ(q
3+q7))x.

若 Nq8/q4(θ) = 1, 那么 1 − θτ(q
3+q7) = 0. 从而 x 7→ g(x) 为不可逆映射. 由 (4.27) 可得, 这与点

⟨(0, 1)⟩Fq8
不属于 Lf 相矛盾. 因此 Nq8/q4(θ) ̸= 1.

令

h(x) = − θτq
7

xq3

1− θτ(q3+q7)
+

xq7

1− θτ(q3+q7)
.

18



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 2 期

从而 h(ḡ(x)) = x, 即若 ḡ(x) = xq + θτxq5 , 那么 h(x) 是 ḡ(x) 的逆映射. 由此可得 (4.27) 等价于

{xq−1 + δxq5−1 : x ∈ F∗
q8} =

{
ch(x)

x
: x ∈ F∗

q8

}
. (4.30)

通过计算, h1(x) = (1− θτ(q
3+q7))h(x) 的伴随 ĥ1(x) 为

ĥ1(x) = xq + (−θq
7τ )q

5

xq5 .

由引理 2.1 可得 Lh1 = Lĥ1
, 于是 (4.30) 等价于

{xq−1 + δxq5−1 : x ∈ F∗
q8} = {ĉ(xq−1 + (−θq

7τ )q
5

xq5−1) : x ∈ F∗
q8}, (4.31)

其中 ĉ = c
1−θτ(q3+q7)

.

由 (4.2) 可得

ĉ1+q+q2+q3(−θq
7τ ) = δq

3

. (4.32)

如果 θ 和 δ 中有一个等于 0, 那么 δ 和 d 必须为 0. 然而, 这与 M 是非奇异的矛盾. 因此 θ 和 δ 都不

为 0.

此外, 由 (4.3) 可得

ĉ(q
3−q2+1)(1+q+q2+q3) =

δq
6+q3+q

(−θq7τ )q5(q6+q3+q)
. (4.33)

于是结合 (4.32) 和 (4.33) 可得

δq
5+q = (−θq

7τ )q
5(q5+q).

令 σ = τ |Fq4
, 从而

Nq8/q4(δ) = Nq8/q4(θ)
σ.

因此, 这证明了 (4.26) 的必要性.

下面证明 (4.26) 的充分性. 假设 Nq8/q4(δ) = Nq8/q4(θ)
σ 且 θ, δ ̸= 0.

从而只需证明存在可逆矩阵 M 使得 (4.27) 成立. 令 M =
(
1 0
0 d

)
, 其中 d 满足等式 (4.28). 因此

d(q
4+1)(q3+q2+q+1) =

(
δ

θτ

)q3(q4+1)

= 1.

那么存在 α ∈ F∗
q8 使得 d = αq−1. 用 αx 代替 x, 可以得到

Lf = {(αx)q−1 + δ(αx)q
5−1 : x ∈ F∗

q8} = {αq−1(xq−1 + αq5−qδxq5−1) : x ∈ F∗
q8}. (4.34)

因为 αq5−qδ = dq(q
3+q2+q+1)δ = δq

3+1

θq3τ
= θτ 且 d = αq−1, 所以 (4.34) 等价于

Lf = {d(xq−1 + θτxq5−1) : x ∈ F∗
q8} = Ldḡ.

证毕.
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定理 4.4 设 f(x) = xq + θxq5 为 Fq8 上的 q- 多项式且 θ ̸= 0. 那么 Lf 的自同构群为

Aut(Lf ) =

D, Nq8/q4(θ) = 1,

D ∪ C, Nq8/q4(θ) ̸= 1,

其中

D =

{
Mτ : Nq8/q4(θ)

τ−1 = 1,M =

1 0

0 d

 ∈ PGL(2, q8), τ ∈ Aut(Fq8), d
q3+q2+q+1 =

(
θ

θτ

)q3}
,

C =

{
Mτ : Nq8/q4(θ)

τ−1 = 1,M =

0 1

c 0

 ∈ PGL(2, q8), τ ∈ Aut(Fq8),

(
c

1− θτ(q3+q7)

)q3+q2+q+1

=
θq

3

−θτq7

}
.

证明 下面将基于定理 4.3 的证明和假设 θ = δ 对此定理进行证明. 根据 b 是否为 0, 分如下两

种情形.

情形 1 b = 0. 当等式 (4.27) 中 b = 0 时, 有 a = 1 和 c = 0 成立. 因此, 若 f̄(x) = xq + θτxq5 , 则

只需找到使得 Ldf̄ = Lf 成立的 d ∈ Fq8 和 τ ∈ Aut(Fq8). 由 (4.28) 和 (4.29) 可得, 若 Ldf̄ = Lf , 则 d

和 τ 满足

dq
3+q2+q+1 =

(
θ

θτ

)q3

(4.35)

且

Nq8/q4(θ) = Nq8/q4(θ)
τ . (4.36)

因此 (4.35) 和 (4.36) 是必要条件.

下面证明 (4.35) 和 (4.36) 也是 Ldf̄ = Lf 成立的充分条件. 由 (4.35) 和 (4.36) 可得

d(q
4+1)(q3+q2+q+1) =

(
θ

θτ

)q3(q4+1)

= Nq8/q4

(
θ

θτ

)q3

= 1.

因此存在 α ∈ F∗
q8 使得 d = αq−1. 用 αx 代替 x, 可以得到

{(αx)q−1 + θ(αx)q
5−1 : x ∈ F∗

q8} = {αq−1(xq−1 + αq5−qθxq5−1) : x ∈ F∗
q8}. (4.37)

因为 αq5−qθ = dq(q
3+q2+q+1)θ = θq4+1

θq4τ
= θτ , 所以 (4.22) 等价于

{(αx)q−1 + θ(αx)q
5−1 : x ∈ F∗

q8} = {d(xq−1 + θτxq5−1) : x ∈ F∗
q8}.

情形 2 b ̸= 0. 当 (4.27) 中 b ̸= 0 时, 有 Nq8/q4(θ) ̸= 1 和 b = 1 以及 a = d = 0 成立. 因此, 若

h(x) = − θτq
7

xq3

1− θτ(q3+q7)
+

xq7

1− θτ(q3+q7)
,
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则只需找到使得 Lch = Lf 成立的 c ∈ Fq8 和 τ ∈ Aut(Fq8) 进行定义. 由 (4.32) 和 (4.33) 可得, 若

Lch = Lf , 则 c 和 τ 满足

ĉq
3+q2+q+1 =

θq
3

−θq7τ
, (4.38)

其中 ĉ = c
1−θτ(q3+q7)

且

Nq8/q4(θ) = Nq8/q4(θ)
τ . (4.39)

因此 (4.38) 和 (4.39) 是必要条件.

下面证明 (4.38) 和 (4.39) 也是 Lch = Lf 成立的充分条件. 由 (4.30)、(4.31) 和 δ = θ 可得, 只需

证明这两个条件是 (4.31) 的充分条件即可得到上述结论. 结合 (4.38) 和 (4.39) 可得

ĉ(q
4+1)(q3+q2+q+1) =

(
θq

3

−θq7τ

)q4+1

=
Nq8/q4(θ)

q3

Nq8/q4(θ)q
3τ

= 1.

因此存在 α ∈ F∗
q8 使得 ĉ = αq−1. 用 αx 代替 x, 可以得到

{(αx)q−1 + θ(αx)q
5−1 : x ∈ F∗

q8} = {αq−1(xq−1 + αq5−qθxq5−1) : x ∈ F∗
q8}. (4.40)

因为 αq5−qθ = ĉq(q
3+q2+q+1)θ = θq4+1

(−θq7τ )q
= (−θq

7τ )q
5

, 所以 (4.40) 等价于

{(αx)q−1 + θ(αx)q
5−1 : x ∈ F∗

q8} = {ĉ(xq−1 + (−θq
7τ )q

5

xq5−1) : x ∈ F∗
q8}.

证毕.

注 4.3 正如在关于 F6 族等价问题的注 4.2 中所指出的, 因为定理 4.3 和 4.4 不要求 f 和 g 是

散射多项式, 所以我们也确定了 PG(1, q8) 中一个包含 F8 更大线性集类的等价性和自同构群.

5 结论

本文分析了 Marino 等 [14] 所构造的一类最大散射线性集以及 Csajbók 等 [5] 构造的 F6 和 F8

这两类线性集的等价性问题, 并分别给出了它们的自同构群. 在对 Marino-Montanucci-Zullo类的研究

中, 本文证明了在 PΓL- 等价的意义下, 该类只包含一个元素, 之后确定了其自同构群. 在对 Csajbók-

Marino-Polverino-Zanella 类的研究中, 根据文献 [5] 可知, 只需要讨论 F2m 中当 s = 1 时的线性集等

价性问题, 为此, 本文给出了 F2m 中元素之间 PΓL- 等价的充分必要条件, 并进一步确定了其自同构

群. 本文对于最大散射线性集所采用的分析思路和过程, 对解决其他线性集的等价性都具有一定的参

考性, 并提供了较为有效的方法. 下一步将继续研究其他线性集的等价性问题.
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Equivalence and automorphism groups of two families of
maximum scattered linear sets

Wei Tang & Yue Zhou

Abstract Linear set in projective spaces over finite fields plays central roles in the study of blocking sets,
semifields and rank-metric codes. A linear set with the largest possible cardinality and the maximum rank is
called maximum scattered. After two decades of study, there are only a small number of known maximum
scattered linear sets in projective lines, including two types constructed by Csajbók et al. (2018) and Marino et
al. (2020). This paper aims to solve the equivalence problem of the linear sets in each of these families and to
determine their automorphism groups.
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