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摘要 本文证明了带有等价 Hom- 范畴的 Hom- 双代数是 Hom-Hopf 代数, 在基本结构定理成立的前

提下, 构造了对极使其成为 Hom-Hopf 代数. 研究了拟三角 Hom-Hopf 代数的对极, 并给出了 Hom-

Hopf 代数的 Radford 公式. 最后, 对有限维 Hom-Hopf 代数, 引入了 Drinfel’d 偶的概念, 同时证明了

Drinfel’d 偶是拟三角 Hom-Hopf 代数.
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0 引言

近年来, Hom- 结构 (Hom-Lie 代数、Hom- 代数、Hom- 余代数、Hom-Hopf 代数、Hom- 模、Hom-

余模和 Hom-Hopf 模) 得到了广泛的研究. 简而言之, Hom- 型结构把之前结构中的恒等映射替换为广

义的扭曲映射 α. Hartwig等人 [1] 引入了 Hom-Lie代数的概念,并以此分析了Witt和 Virosoro代数中

的某些 q- 分解结构. 同时, Silvestrov [2] 进一步研究了 Hom-Lie 代数, 其思想是用所谓的 Hom-Jacobi

恒等式替换通常的 Jacobi 恒等式, 即,

[α(x), [y, z]] + [α(y), [z, x]] + [α(z), [x, y]] = 0,

其中映射 α 为 Lie 代数自同态. 文献 [3] 研究了 Lie 双代数的推广形式: Hom-Lie 双代数, 同时, Chen

等人 [4] 利用 Hom-Lie 代数和 Hom- 余 Lie 代数构造了三角余边缘 Hom-Lie 双代数. Hom- 代数的概

念最早是在文献 [5] 中被引入的. 它们不再满足结合性, 其结合律被 Hom- 结合律所替代,

α(a)(bc) = (ab)α(c).

类似地, Makhlouf 和 Silvestrov [6] 考虑了 Hom- 余代数的 Hom- 余结合律. 进而, Hom- 双代数和

Hom-Hopf 代数的概念也被提出来. Yau [7] 引入了拟三角 Hom-Hopf 代数的概念, 并证明了每个拟三

角 Hom-Hopf 代数 (H,α,R) 都是 Hom-Yang-Baxter 方程

(R13R12)R23 = R23(R13R12), R13(R12R23) = (R23R13)R12
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的解, 其中 R12 = R⊗ 1, R23 = 1⊗R,R13 = (flip⊗ id)R23.

Hom-模, Hom-余模, Hom-Hopf模及 Hom-模代数也在文献 [8,9]中得到了进一步研究.同时, 文

献 [8] 给出了 Hom-Hopf 模的基本结构定理.

本文的主要目的是利用 Hom- 双代数构造 Hom-Hopf 代数并研究 Hom-Hopf 代数的对极, 同时,

由有限维 Hom-Hopf 代数 (H,α) 构造一个具有拟三角 Hom-Hopf 代数结构的 Drinfel’d 偶

D(H) = H∗cop ◃▹ H.

本文具体安排如下: 第 1节,回忆基本概念和结果;第 2节,给出一个 Hom-双代数成为 Hom-Hopf

代数的充分必要条件,同时,由 Hom-双代数构造 Hom-Hopf代数;第 3节,研究 Hom-Hopf代数的对极

并给出 Hom-Hopf 代数的 Radford 公式; 第 4 节, 由一个有限维 Hom-Hopf 代数 (H,α) 构造 Drinfel’d

偶: D(H) = H∗cop ◃▹ H, 并证明 D(H) 是一个拟三角 Hom-Hopf 代数.

1 预备知识

设 k 为域, 所有空间是指域 k 上的线性空间. 对线性空间 M 和 N , 记空间 M ⊗k N 为 M ⊗N .

令Mk 为 k-模范畴.文献 [8]定义了一个新的范畴 H̃(Mk): 对象为二元组 (M,µ),其中 M ∈Mk,

µ ∈ AutMk
(M) (M 的所有 k- 线性自同构映射构成的集合), 其态射 f : (M,µ)→ (N, ν) 满足

ν ◦ f = f ◦ µ. (1.1)

以后, 称 H̃(Mk) 为与 Mk 相关的 Hom- 范畴. 由文献 [8] 知 H̃(Mk) = (H̃(Mk),⊗, (I, I), a, l, r) 为
monoidal 范畴: 范畴 H̃(Mk) 中的对象 (M ,µ), (N, ν) 和 (p, π) 的张量积为

(M,µ)⊗ (N, ν) = (M ⊗N,µ⊗ ν), (1.2)

结合律和单位约束为

aM,N,P ((m⊗ n)⊗ p) = µ(m)⊗ (n⊗ π−1(p)),

lM (x⊗m) = rM (m⊗ x) = xµ(m).

定义 1.1 所谓 Hom- 代数 (见文献 [6, 8]) 是指对象 (H,α) ∈ H̃(Mk), 并且存在 k- 线性映射

m : H ⊗H → H 和元素 1H ∈ H, 使得对任意 h, g, l ∈ H,

α(hg) = α(h)α(g), α(1H) = 1H , (1.3)

α(h)(gl) = (hg)α(l), h1H = α(h) = 1Hh, (1.4)

这里记 m(h⊗ g) = hg.

定义 1.2 所谓 Hom- 余代数 (见文献 [6, 8]) 是指对象 (C, γ) ∈ H̃(Mk), 并且存在 k- 线性映射

△ : C → C ⊗ C,△(c) = c1 ⊗ c2 和 ε : C → k, 使得对任意 c ∈ C,

△(γ(c)) = γ(c1)⊗ γ(c2), ε(γ(c)) = ε(c), (1.5)

γ−1(c1)⊗△(c2) = △(c1)⊗ γ−1(c2), c1ε(c2) = γ−1(c) = ε(c1)c2. (1.6)
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由 (1.6), 我们有

c1 ⊗ c21 ⊗ γ(c22) = γ(c11)⊗ c12 ⊗ c2. (1.6)′

定义 1.3 设 (C, γ) 为 Hom- 余代数. 若元素 x ∈ C 满足 △(x) = x⊗ x, 则称 x 为 C 中的群象元

(见文献 [10]).

事实上, Hom-(余) 代数为范畴 H̃(Mk) 中的 (余) 代数.

定义 1.4 所谓 Hom- 双代数 (见文献 [6, 8]) 是指 monoidal 范畴 H̃(Mk) 中的双代数. 即,

(H,α,m, η) 为 Hom- 代数, (H,α,△, ε) 为 Hom- 余代数使得 △ 和 ε 均为 Hom- 代数同态, 也就是

说, 对任意 h, g ∈ H,

△(hg) = △(h)△(g), △(1H) = 1H ⊗ 1H , (1.7)

ε(hg) = ε(h)ε(g), ε(1H) = 1k. (1.8)

下面, 回忆文献 [8] 中的 Hom- 模概念.

所谓右 (H,α)-Hom- 模是指由 (M,µ) ∈ H̃(Mk)及范畴 H̃(Mk)中的态射 ψ :M ⊗H →M,ψ(m⊗
h) = m · h 组成, 并且对任意 h ∈ H 和 m ∈M 满足

(m · h) · α(g) = µ(m) · (hg), (1.9)

m · 1H = µ(m). (1.10)

而 µ ∈ H̃(Mk) 意味着

µ(m · h) = µ(m) · α(h). (1.11)

称范畴 H̃(Mk) 中的态射 f : (M,µ) → (N, ν) 为右 H- 线性的, 若 f 保持 H- 作用, 即, 满足

f(m · h) = f(m) · h. 以下, 用 H̃(Mk)H 表示右 (H,α)-Hom- 模范畴.

对偶地, 可以定义 Hom- 余模. 设 C = (C, γ) 为 Hom- 余代数. 所谓右 (C, γ)-Hom- 余模是指对象

(M,µ) ∈ H̃(Mk) 和范畴 H̃(Mk) 中的 k- 线性映射 ρ : M → M ⊗ C, ρ(m) = m(0) ⊗m(1), 使得对任意

m ∈M 满足

µ−1(m(0))⊗△(m(1)) = m(0)(0) ⊗ (m(0)(1) ⊗ γ−1(m(1))), (1.12)

m(0)ε(m(1)) = µ−1(m). (1.13)

而 ρ ∈ H̃(Mk) 意味着

ρ(µ(m)) = µ(m(0))⊗ γ(m(1)). (1.14)

称范畴 H̃(Mk) 中的态射 f : (M,µ)→ (N, ν) 为右 H- 余线性的, 若 ρN ◦ f = (f ⊗ id) ◦ ρM . 以下,

用 H̃(Mk)
C 表示右 (C, γ)-Hom- 余模范畴.

定义 1.5 称 Hom- 双代数 (H,α) 为 Hom-Hopf 代数 (见文献 [8]), 若在范畴 H̃(Mk) 中存在态射

(称之为对极) S : H → H (也就是, S ◦ α = α ◦ S) 使得

S ∗ id = η ◦ ε = id ∗ S. (1.15)

由于 α 是双射且与 S 可交换, 易知 α 的逆映射 α−1 也与 S 可交换, 即 S ◦ α−1 = α−1 ◦ S.
引理 1.6 设 (H,α) 为 Hom-Hopf 代数, 则由文献 [8] 知, 对任意 h, g ∈ H,

S(hg) = S(g)S(h), S(1H) = 1H , (1.16)
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△ (S(h)) = S(h2)⊗ S(h1), ε ◦ S = ε. (1.17)

对极 S 是一个 Hom-(余) 代数反同态.

定义 1.7 称 (M,µ) 为右 (H,α)-Hom-Hopf 模 (见文献 [8]), 若 (M,µ) 既是右 (H,α)-Hom 模, 又

是右 (H,α)-Hom 余模, 且对任意 m ∈M 和 h ∈ H 满足如下的相容条件:

ρ(m · h) = m(0) · h1 ⊗m(1)h2. (1.18)

右(H,α)-Hom-Hopf 模之间的态射是一个 k- 线性映射, 同时又是 H̃(Mk)H 和 H̃(Mk)
H 中的态射.

2 Hom-Hopf 代数的对极构造

本节将证明带有 Hom-范畴等价的 Hom-双代数是 Hom-Hopf代数,并由 Hom-双代数构造 Hom-

Hopf 代数的对极.

命题 2.1 设 (H,α) 是 Hom- 双代数, 则下列条件等价:

(a) (H,α) 是 Hom-Hopf 代数.

(b) 映射

ϕ : (H ⊗H,α⊗ α)→ (H ⊗H,α⊗ α), ϕ(h⊗ g) = α−1(h)g1 ⊗ α(g2)

是双射.

证明 (a)⇒(b). 设 S 为 H 的对极, 定义

ψ : (H ⊗H,α⊗ α)→ (H ⊗H,α⊗ α), ψ(h⊗ g) = α−1(h)S(g1)⊗ α(g2),

则有

ψ ◦ ϕ(h⊗ g) = ψ(α−1(h)g1 ⊗ α(g2)) = (α−2(h)α−1(g1))Sα(g21)⊗ α2(g22)

= (α−2(h)α−1(g1))αS(g21)⊗ α2(g22)
(1.4)
= α−1(h)(α−1(g1)S(g21))⊗ α2(g22)

(1.6)
= α−1(h)(g11S(g12))⊗ α(g2)

(1.5)
= α−1(h)(ε(g1)1H)⊗ α(g2)

= α−1(h)1H ⊗ α(ε(g1)g2) = α(α−1(h))⊗ α(α−1(g)) = h⊗ g,

ϕ ◦ ψ(h⊗ g) = ϕ(α−1(h)S(g1)⊗ α(g2)) = (α−2(h)α−1S(g1))α(g21)⊗ α2(g22)

(1.4)
= α−1(h)(α−1S(g1)g21)⊗ α2(g22) = α−1(h)(S(g11)g12)⊗ α(g2)

(1.15)
= α−1(h)ε(g1)1H ⊗ α(g2) = h⊗ g,

故, ψ 为 ϕ 的逆映射.

(b)⇒(a). 考虑 H ⊗H 上的结构,

ρ : (H ⊗H,α⊗ α)→ (H ⊗H ⊗H,α⊗ α⊗ α), ρ(h⊗ g) = (α−1(h)⊗ g1)⊗ g2,
· : (H ⊗H ⊗H,α⊗ α⊗ α)→ (H ⊗H,α⊗ α), (h⊗ g) · t = α(h)⊗ gt,
• : (H ⊗H ⊗H,α⊗ α⊗ α)→ (H ⊗H,α⊗ α), (h⊗ g) • t = hα(t1)⊗ gα(t2).

通过计算可知, (H ⊗H,α⊗α, ·, ρ)和 (H ⊗H,α⊗α, •, ρ)是右 H-Hom-Hopf模,且映射 ϕ : (H ⊗H,α⊗
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α, ·, ρ)→ (H⊗H,α⊗α, •, ρ)是右H-线性和右H-余线性的. 记 ϕ的逆映射为 ψ : H⊗H → H⊗H,则 ψ

也是右H-线性和右H-余线性的. 再由 ϕ的定义可知: ϕ与 α⊗α是可交换的,即 ϕ◦(α⊗α) = (α⊗α)◦ϕ,
从而 ψ 也与 α⊗ α 可交换.

定义

S : H → H, S(h) = i ◦ (id⊗ ε) ◦ ψ(1H ⊗ h),

其中 i 是 H ⊗ k 到 H 的典范同构映射. 以下证明 S 为 H 的对极.

令

ψ(1H ⊗ h) = h0 ⊗ h1,

则对任意 h ∈ H, 使用记法

S(h) = h0ε(h1).

由 ψ 是右 H- 余线性, 得

ρ ◦ ψ(1H ⊗ h) = (α−1 ⊗△) ◦ ψ(1H ⊗ h) = (ψ ⊗ id) ◦ ρ(1H ⊗ h),

运用我们的记法, 上式可变为

α−1(h0)⊗ (h1)1 ⊗ (h1)2 = (h1)
0 ⊗ (h1)

1 ⊗ h2.

对上式作用映射(id⊗id⊗id⊗α2)◦(α−1⊗α−1⊗id⊗id)◦(id⊗id⊗△),并根据等式 ψ◦(α⊗α)(1H⊗h)
= (α⊗ α) ◦ ψ(1H ⊗ h), 即, α(h)0 ⊗ α(h)1 = α(h0)⊗ α(h1), 可得

α−2(h0)⊗ (h1)11 ⊗ (h1)12 ⊗ α((h1)2) = (h11)
0 ⊗ (h11)

1 ⊗ h12 ⊗ α(h2).

事实上, 一方面,

(id⊗ id⊗ id⊗ α2) ◦ (α−1 ⊗ α−1 ⊗ id⊗ id) ◦ (id⊗ id⊗△)(α−1(h0)⊗ (h1)1 ⊗ (h1)2)

= (id⊗ id⊗ id⊗ α2) ◦ (α−1 ⊗ α−1 ⊗ id⊗ id)(α−1(h0)⊗ (h1)1 ⊗ (h1)21 ⊗ (h1)22)

= α−2(h0)⊗ α−1((h1)1)⊗ (h1)21 ⊗ α2((h1)22)

(1.6)
= α−2(h0)⊗ (h1)11 ⊗ (h1)12 ⊗ α((h1)2);

另一方面,

(id⊗ id⊗ id⊗ α2) ◦ (α−1 ⊗ α−1 ⊗ id⊗ id) ◦ (id⊗ id⊗△)((h1)
0 ⊗ (h1)

1 ⊗ h2)

= (id⊗ id⊗ id⊗ α2) ◦ (α−1 ⊗ α−1 ⊗ id⊗ id)((h1)
0 ⊗ (h1)

1 ⊗ h21 ⊗ h22)

= (id⊗ id⊗ id⊗ α2)(α−1((h1)
0)⊗ α−1((h1)

1)⊗ h21 ⊗ h22)

= α−1((h1)
0)⊗ α−1((h1)

1)⊗ h21 ⊗ α2(h22)

= α−1((α(h11))
0)⊗ α−1((α(h11))

1)⊗ h12 ⊗ α(h2)

= α−1(α((h11)
0))⊗ α−1(α((h11)

1))⊗ h12 ⊗ α(h2)

= (h11)
0 ⊗ (h11)

1 ⊗ h12 ⊗ α(h2).
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由于 ψ 和 ϕ 是互逆的, 所以 ϕ ◦ ψ(1H ⊗ h) = 1H ⊗ h, 再运用记法, 我们有

α−1(h0)(h1)1 ⊗ α((h1)2) = 1H ⊗ h.

故由记法 S(h) = h0ε(h1), 得

S(h11)h12 ⊗ α(h2) = (h11)
0ε((h11)

1)h12 ⊗ α(h2)

= α−2(h0)ε((h1)11)(h
1)12 ⊗ α((h1)2)

= α−2(h0)α−1((h1)1)⊗ α((h1)2)

= 1H ⊗ h.

现在, 将上式作用映射 id⊗ ε, 得

S(h1)h2 = ε(h)1H , (2.1)

并且由 ϕ(αS(h1)⊗ α(h2)) = S(h1)α(h21)⊗ α2(h22)
(1.6)
= αS(h11)α(h12)⊗ α(h2)

(2.1)
= 1H ⊗ h, 得

ψ(1H ⊗ h) = αS(h1)⊗ α(h2).

令

φ : H ⊗H → H ⊗H, φ(h⊗ g) = α−1(h)S(g1)⊗ α(g2),

则易证 ϕ ◦ φ = idH⊗H . 由 ϕ 是双射知 φ = ψ. 由于 ψ(1H ⊗ 1H) = 1H ⊗ 1H . 并且 ψ 是右 H- 线性的,

所以 ψ((1⊗ 1) • h) = (1⊗ 1) · h, 即, ψ(α2(h1)⊗ α2(h2)) = 1⊗ α(h). 再由 φ = ψ 知

1H ⊗ α(h) = φ(α2(h1)⊗ α2(h2)) = α(h1)α
2S(h21)⊗ α3(h22).

对上式作用映射 α−1 ⊗ ε, 可得
h1S(h2) = ε(h)1H . (2.2)

由 (2.1) 和 (2.2) 可知: S 为 (H,α) 的对极, 从而 (H,α) 为 Hom-Hopf 代数.

由命题 2.1 可以得到以下定理, 推广了文献 [11, 定理 1].

定理 2.2 设 (H,α) 是 Hom- 双代数. 假设函子

(−)coH : H̃(Mk)
H
H → H̃(Mk)

是 Hom- 范畴等价的, 则 (H,α) 是 Hom-Hopf 代数.

证明 设 (M,µ, ·, ρ)、(N, ν, ·′, ρ′) 和 f : (M,µ) → (N, ν) 分别是范畴 H̃(Mk)
H
H 中的对象和态射.

定义

M coH = {m ∈M | ρ(m) = µ−1(m)⊗ 1H}, f coH = f|(McoH ,µ|
McoH )

.

令 F = (−⊗H,−⊗α) : H̃(Mk)→ H̃(Mk)
H
H 是如下定义的函子: 对于范畴 H̃(Mk)中的对象 (N, ν),

(N⊗H, ν⊗α, ·, ρ)是范畴 H̃(Mk)
H
H 中的对象,这里 (n⊗h) ·g = ν(n)⊗hg, ρ(n⊗h) = (ν−1(n)⊗h1)⊗h2.

于是诱导函子 F 是余不变函子 G = (−)coH : H̃(Mk)
H
H → H̃(Mk) 的右伴随, 参见文 [8, 定理 3.1].

因此, 由假设可知, 函子 F 与 G 是可逆等价的. 从而对任意 (M,µ, ·, ρ) ∈ H̃(Mk)
H
H , 有同构映射

ψ(M,µ) : (M
coH ⊗H,µ|McoH

⊗ α)→ (M,µ), ψ(M,µ)(m⊗ h) = m · h.
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由命题 2.1的证明知, (H ⊗H,α⊗α, •, ρ)是范畴 H̃(Mk)
H
H 中的对象.因为作为右 (H,α)-Hom-余

模有 (H ⊗H,α⊗ α, ρ) ∼= (−⊗H,−⊗ α)(H,α), 所以在范畴 H̃(Mk) 中, 有 (H,α) ∼= ((H ⊗H)coH , (α⊗
α)|(H⊗H)coH ) (同构映射由 π : h 7→ h⊗ 1H 及伴随给出).

综上, 由 ψ(H⊗H,α⊗α) : ((H ⊗H)coH ⊗H, (α⊗α)|(H⊗H)coH ⊗α)→(H ⊗H,α⊗α)为双射可知, 映射

ϕ : (H ⊗H,α⊗ α)→ (H ⊗H,α⊗ α)

由形式 ϕ(h⊗ g) = (α−1 ⊗α−1) ◦ψ(H⊗H,α⊗α) ◦ (π⊗ idH)(h⊗ g) = α−1(h)g1 ⊗α(g2)给出, 也为双射, 从

而由命题 2.1 知, (H,α) 是 Hom-Hopf 代数.

3 拟三角 Hom-Hopf 代数的对极

本节中, 我们主要研究拟三角 Hom-Hopf 代数的对极的平方, 并且给出了 Hom-Hopf 代数的 Rad-

ford 公式.

引理 3.1 设 (H,α) 具有对极 S 的 Hom-Hopf 代数, 并对任意 h ∈ H, 记 △cop(h) = h2 ⊗ h1. 定
义 H 上的作用: g ← h = (S(h2)α

−1(g))α(h1), h, g ∈ H, 则 (H,←, α) 为右 (H,α)-Hom- 模.

证明 直接验证.

注意到

S2(h)α(g) = (α−1S2(h)g)1
(1.6)
= (S2(h1)g)ε(h2)1H

(1.15)
= (S2(h1)g)(αS(h21)α(h22))

= (α−1(S2(h1)g)αS(h21))α
2(h22)

(1.3)
= ((S2(α−1(h1))α

−1(g))S(α(h21))α
2(h22)

(1.6)
= ((S2(h11)α

−1(g))S(α(h12))α(h2)

= (g ← S(h1))α(h2),

故有

S2(h)α(g) = (g ← S(h1))α(h2). (3.1)

于是我们有如下结果:

命题 3.2 设 (H,α) 是具有对极 S 的 Hom-Hopf 代数, 并且 R = R(1) ⊗ R(2) ∈ S(H) ⊗ H 在
H ⊗H 中存在逆元素, 且对任意 h ∈ H, △cop(h)R = R△(h), 则元素 u = S(R(2))R(1) 可逆, 且使得对

任意 h ∈ H, 有

S2(h) = (α−1(u)α−2(h))u−1.

特别地, S 是双射.

证明 首先, 由 △cop(h)R = R△(h), h ∈ H, 可证

R−1△cop(h) = △(h)R−1. (3.2)

对任意 h ∈ H, 设元素 X = X(1) ⊗X(2) ∈ H ⊗H 满足 △cop(h)X = X△(h), 则等价于

h2X
(1) ⊗ h1X(2) = X(1)h1 ⊗X(2)h2. (3.3)
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对等式 (3.3) 两边作用映射 id⊗ S, 得 h2X
(1) ⊗ S(X(2))S(h1) = X(1)h1 ⊗ S(h2)S(X(2)). 在这种情

况下, 有

(S(X(2))S(h1))(h2X
(1)) = (S(h2)S(X

(2)))(X(1)h1)

=⇒ αS(X(2))(S(h1)α
−1(h2X

(1))) = αS(h2)(S(X
(2))α−1(X(1)h1))

=⇒ αS(X(2))(α−1(S(h1)h2)X
(1)) = αS(h2)(α

−1(S(X(2))X(1))h1)

=⇒ ε(h)α(S(X(2))X(1)) = αS(h2)(α
−1(x)h1) (记 x = S(X(2))X(1))

=⇒ ε(h)α(x) = (S(h2)α
−1(x))α(h1).

于是, 我们有

x← h = α(x)ε(h). (3.4)

由式 (3.1) 和 (3.4) 得

S2(h)α(x) = (x← S(h1))α(h2) = α(x)ε(S(h1))α(h2)

= α(x)α(α−1(h)) = α(x)h.

故

S2(h)x = xh. (3.5)

记 R−1 = U (1) ⊗ U (2). 因 R−1△cop(h) = △(h)R−1, 对任意 h ∈ H, 所以 U (1)h2 ⊗ U (2)h1 =

h1U
(1) ⊗ h2U (2), 从而 h2U

(2) ⊗ h1U (1) = U (2)h1 ⊗ U (1)h2, 故由 (3.5) 得

S2(h)α−1(u) = α−1(u)h, S2(h)α−1(v) = α−1(v)h. (3.6)

由 U (1)R(1) ⊗ U (2)R(2) = 1H ⊗ 1H , 两边作用映射 S ⊗ id 得 1H = (S(R(1))α−1(v))α(R(2)). 故由

(3.6) 可证 (S(R(1))S2(R(2)))v = 1H , 即,

S(u)v = 1H . (3.7)

由 (3.7) 知, v 有左逆, 从而 S 是单射. 下证 v 有右逆. 由题假设可知 u = S(R(2))R(1) ∈ S(H), 从

而存在元素 w ∈ H 使得 u = S(w). 故由等式 (3.5) 和 (3.7) 知 1H = S(u)v = S2(w)v = vw, 故 v 是可

逆的. 由 (3.6) 可证

S2(α2(h)) = (α−1(v)h)v−1.

因 S2(α2(h)) = (α−1(v)h)v−1, 故 S2(α(v)) = (α−1(v)α−1(v))v−1 = vα−1(vv−1) = α(v), 从而

S2(v) = v. 又由 α−1(v−1)(S2(α2(h))v) = h 知 h = S((S(v)Sα2(h))α−1(u)), 即, S 为满射, 从而是双射,

于是 u 是可逆的. 再由 (3.6) 得

(α−1(u)h)u−1 = (S2(h)α−1(u))u−1

= α(S2(h))(α−1(u)α−1(u−1)

= S2(α(h))1H = S2(α2(h)),

从而

S2(h) = (α−1(u)α−2(h))u−1.
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命题 3.2 得证.

定义 3.3 所谓范畴 H̃(Mk)中的拟三角 Hom-Hopf代数,是指四元组 H = (H,µ, η,△, ε, α,R),满
足 (H,µ, η,△, ε, α) 为 Hom-Hopf 代数, 且存在元素 R = R(1) ⊗R(2) ∈ H ⊗H 使得

(QT.1) △(R(1))⊗ α(R(2)) = α(R(1))⊗ α(r(1))⊗R(2)r(2);

(QT.2) ε(R(1))R(2) = 1H ;

(QT.3) α(R(1))⊗△(R(2)) = R(1)r(1) ⊗ α(r(2))⊗ α(R(2));

(QT.4) R(1)ε(R(2)) = 1H ;

(QT.5) △cop(h)R = R△(h).

引理 3.4 设 (H,α)是具有对极 S 的 Hom-Hopf代数,且元素 R ∈ H⊗H 满足 (QT.1)和 (QT.2),

则 R 是可逆的, 其逆元素为 R−1 = S(R(1))⊗R(2).

证明 它的证明是直接的.

注 3.5 (1) 由命题 3.2 和引理 3.4 可知带有拟三角结构的 Hom-Hopf 代数的对极是双射.

(2) 设 (H,α) 是具有对极 S 的 Hom-Hopf 代数. 若元素 R 可逆且满足 (QT.1), 则 R 也满足

(QT.2). 类似地, 若 R 可逆且满足 (QT.3), 则 R 也满足 (QT.4).

引理 3.6 设 (H,α)是具有对极 S 的 Hom-Hopf代数,元素 R ∈ H⊗H 满足 (QT.3)和 (QT.4),则

S(R(1))⊗R(2)是可逆的,其逆元素为 S(R(1))⊗R(2),故当 (H,α,R)为拟三角 Hopf代数时, R(1)⊗R(2) =

S(R(1))⊗ S(R(2)).

证明 直接验证.

设 (H,α,R) 是拟三角 Hom-Hopf 代数, 则由引理 3.6 知 R ∈ S(H)⊗ S(H). 故由命题 3.2, 有

命题 3.7 设 (H,α,R) 是拟三角 Hom-Hopf 代数, 则 S 是可逆的, 且对任意 h ∈ H, 有

S2(h) = (α−1(u)α−2(h))u−1,

其中 u 是 H 中的可逆元素, 并满足

u = S(R(2))R(1), u−1 = R(2)S2(R(1)), △(u) = Q−1(u⊗ u) = (u⊗ u)Q−1,

这里 Q = R21R,R21 = τ(R).

同理, 若记 w = S(u), 则对任意 h ∈ H,

S2(h) = (α−1(w)α−2(h))w−1,

其中 w 是 H 中的可逆元素, 并满足

w = R(1)S(R(2)), w−1 = S2(R(1))R(2), △(w) = Q−1(w ⊗ w) = Q−1(w ⊗ w).

证明 由命题 3.2 知 u 是可逆元素, 对极 S 是可逆的且对任意 h ∈ H, 有

S2(h) = (α−1(u)α−2(h))u−1.

同时, 由引理 3.4 和引理 3.6, 可证

(R(2)S2(R(1)))u = 1 = u(R(2)S2(R(1))),
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故 u−1 = R(2)S2(R(1)). 再由引理 3.6 可证

△(u) = (u⊗ u)Q−1,

这里 Q−1 = R−1R−1
21 , R

−1
21 = R(2) ⊗ S(R(1)).

对 v 类似可证. 命题得证.

做为命题 3.7 的结果, 我们有 Radford 公式:

定理 3.8 设 (H,α,R) 是拟三角 Hom-Hopf 代数, 且 R 是 α- 不变的, 即, (α ⊗ α)(R) = R, 则对

任意 h ∈ H,

S4(h) = (gα−2(h))g−1,

这里 g = uw−1 是 H 的群象元.

证明 对命题 3.7 中的元素 u = S(R(2))R(1), w = R(1)S(R(2)) 和 Q = R21R, 若 R 是 α- 不变的,

则 u,w 和 Q 也是 α- 不变的, 从而 g 是 H 的群象元, 这是因为

△(g) = △(u)△(w−1) = ((u⊗ u)Q−1)(Q(w−1 ⊗ w−1))

= (((u⊗ u)Q−1)Q)(w−1 ⊗ w−1)

= ((u⊗ u)(Q−1Q))(w−1 ⊗ w−1)

= (u⊗ u)(w−1 ⊗ w−1) = g ⊗ g.

同时, 由 (QT.2) 和 (QT.4) 易证 ε(g) = 1.

再由命题 3.2 知, S2(h) = (α−1(u)α−2(h))u, 故对任意 h ∈ H,

S4(h) = S2((α−1(u)α−2(h))u−1) = S2((uα−2(h))u−1) (α−1(u) = u)

= (uS2α−2(h))u−1 (S2(u) = u, S2(u−1) = u−1)

= (u((vα−4(h))v−1))u−1 (S2(h) = (α−1(v)α−2(h))α−1(v−1))

= (u(v(α−4(h)v−1))u−1 = ((uv)(α−3(h)v−1))u−1

= (((uv)α−3(h))v−1)u−1 = ((uv)α−2(h))(v−1u−1)

= ((uw−1)α−2(h))(wu−1) (v = w−1)

= (gα−2(h))g−1.

定理得证.

4 Hom-Hopf 代数的 Drinfel’d 偶

本节将定义有限维 Hom-Hopf 代数的 Drinfel’d 偶, 并证明它为拟三角 Hom-Hopf 代数.

设 (H,µ, η,△, ε, S, α) 为有限维 Hom-Hopf 代数. 由 [7, 例 2.4], (H∗, µ∗, η∗,△∗, ε∗, S∗, α∗) 也是

Hom-Hopf 代数, 其中

⟨µ∗(ϕ), x⊗ y⟩ = ⟨ϕ, µ(x, y)⟩, ⟨△∗(ϕ⊗ ψ), x⟩ = ⟨ϕ⊗ ψ,△(x)⟩, (4.1)

η∗(1k) = ε, ε∗(ϕ) = ⟨ϕ, 1H⟩, (4.2)
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S∗(ϕ) = ϕ ◦ S, α∗(ϕ) = ϕ ◦ α. (4.3)

对任意 x, y ∈ H, ϕ, ψ ∈ H∗.

设 (H,α) 为具有双射对极 S 的有限维 Hom-Hopf 代数, 且 α 是对合的, 即 α2 = id. 由于 S 是双

射, 从而 S∗ 也是双射, 并且对任意 ϕ∈H∗, 有 S∗−1(ϕ)=ϕ ◦ S−1. 下面我们将定义 H 的 Drinfel’d 偶.

定理 4.1 所谓 Drinfel’d 偶 D(H) = H∗cop ◃▹ H 是定义在向量空间 H∗cop ⊗H 上的 Hom-Hopf

代数, 其乘法为对任意 f, g ∈ H∗cop 和 a, b ∈ H,

(f ◃▹ a)(g ◃▹ b) = ⟨g1, S−1(a22)⟩⟨g22, a1⟩fg21 ◃▹ a21b, (4.4)

且单位元为 1H∗ ◃▹ 1H , αD(H) = α∗ ◃▹ α, 其 Hom- 余代数结构为通常的 Hom- 余代数张量积, 即,

△D(H)(f ◃▹ a) = (f2 ◃▹ a1)⊗ (f1 ◃▹ a2), εD(H) = εH∗ ⊗ ε, (4.5)

它的对极为

SD(H)(f ◃▹ h) = ⟨S∗(f1), S(h22)⟩⟨f22, S(h1)⟩S∗(f21) ◃▹ S(h21). (4.6)

证明 首先, 验证乘法的 Hom- 结合性.

(α∗(f) ◃▹ α(a))((g ◃▹ b)(l ◃▹ c))

= ⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l22, b1⟩(α∗(f) ◃▹ α(a))(gl21 ◃▹ b21c)

= ⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l22, b1⟩⟨g1l211, S−1α(a22)⟩⟨g22l2122, α(a1)⟩α∗(f)(g21l2121) ◃▹ α(a21)(b21c)

(1.17)
= ⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l22, b1⟩⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨l211, S−1α(a221)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l2122, α(a12)⟩

× α∗(f)(g21l2121) ◃▹ α(a21)(b21c)

(4.3)
= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l2111, S−1(a221)⟩⟨l212, a12⟩⟨l22, b1⟩

× α∗(f)(g21l2112) ◃▹ α(a21)(b21c)

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l1, S−1(b22)⟩⟨α∗2(l2111), S
−1(a221)⟩⟨l212, a12⟩⟨l22, b1⟩

× α∗(f)(g21l2112) ◃▹ α(a21)(b21c) (α∗2 = id)

(1.6)′

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l211, S−1α(a221)⟩⟨l221, a12⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21α
∗(l212)) ◃▹ α(a21)(b21c)

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l1, S−1(b22)⟩⟨α∗(l211), S
−1(a221)⟩⟨l221, a12⟩⟨α∗(l222), b1⟩

× α∗(f)(g21α
∗(l212)) ◃▹ α(a21)(b21c)

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l21, S−1(a221)⟩⟨l2221, α(a12)⟩⟨l2222, b1⟩

× α∗(f)(g21α
∗(l221)) ◃▹ α(a21)(b21c)

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l1, S−1(b22)⟩⟨l21, S−1(a221)⟩⟨α∗(l2221), a12⟩⟨α∗(l2222), α(b1)⟩

× α∗(f)(g21α
∗(l221)) ◃▹ α(a21)(b21c)

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, α(a11)⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1(a221)⟩⟨l221, a12⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ α(a21)(b21c)

= ⟨g1, S−1(a2222)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1α(a2221)⟩⟨l221, a21⟩⟨l222, α(b1)⟩
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× α∗(f)(g21l21) ◃▹ α
2(a221)(b21c)

= ⟨g1, S−1(a2222)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1α(a2221)⟩⟨l221, a21⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ a221(b21c) (α2 = id)

= ⟨g1, S−1α2(a2222)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1α(a2221)⟩⟨l221, a21⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ a221(b21c)

= ⟨g1, S−1α(a222)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1(a221)⟩⟨l221, α(a211)⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ a212(b21c)

= ⟨g1, S−1(a22)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1(a212)⟩⟨l221, α2(a2111)⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ α(a2112)(b21c)

= ⟨g1, S−1(a22)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1(a212)⟩⟨l221, a2111⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ α(a2112)(b21c)

= ⟨g1, S−1(a22)⟩⟨g22, a1⟩⟨l11, S−1α(b22)⟩⟨l12, S−1α(a2122)⟩⟨l221, α(a211)⟩⟨l222, α(b1)⟩

× α∗(f)(g21l21) ◃▹ α(a2121)(b21c)

(4.1)
= ⟨g1, S−1(a22)⟩⟨g22, a1⟩⟨α∗(l1), S

−1(a2122b22)⟩⟨α∗(l22), a211b1⟩

× (fg21)α
∗(l21) ◃▹ (a2121b21)α(c)

= ⟨g1, S−1(a22)⟩⟨g22, a1⟩(fg21 ◃▹ a21b)(α∗(l) ◃▹ α(c))

= ((f ◃▹ a)(g ◃▹ b))(α∗(l) ◃▹ α(c))).

其次, 验证余乘法的 Hom- 余结合性.

α−1
D(H)((f ◃▹ a)1)⊗△D(H)((f ◃▹ a)2)

= (α∗−1 ⊗ α−1)((f ◃▹ a)1)⊗△D(H)((f ◃▹ a)2)

= (α∗ ⊗ α)(f2 ◃▹ a1)⊗ (f1 ◃▹ a2)1 ⊗ (f1 ◃▹ a2)2

= (α∗(f2) ◃▹ α(a1))⊗ (f12 ◃▹ a21)⊗ (f11 ◃▹ a22)

(1.6)
= (f22 ◃▹ a11)⊗ (f21 ◃▹ a12)⊗ (α∗(f1) ◃▹ α(a2))

(4.5)
= (f2 ◃▹ a1)1 ⊗ (f2 ◃▹ a1)2 ⊗ (α∗ ⊗ α)(f1 ◃▹ a2)

= (f ◃▹ a)11 ⊗ (f ◃▹ a)12 ⊗ (α∗ ⊗ α)((f ◃▹ a)2)

= △D(H)((f ◃▹ a)1)⊗ α−1
D(H)((f ◃▹ a)2).

再次, △D(H) 是 Hom- 代数同态, εD(H) 是 Hom- 代数同态, 读者可以直接验证.

最后, 验证 D(H) 有对极 SD(H). 由 α 是对合知 SD(H) 与 αD(H) 可交换, 且对任意 f ∈ H∗,

h ∈ H,

αD(H) ◦ SD(H)(f ◃▹ h) = αD(H)(S
∗(f21) ◃▹ S(h21))⟨S∗(f1), S(h22)⟩⟨f22, S(h1)⟩

= S∗α∗(f21) ◃▹ Sα(h21))⟨S∗(f1), S(h22)⟩⟨f22, S(h1)⟩

= S∗α∗(f21) ◃▹ Sα(h21))⟨S∗α∗(f1), Sα(h22)⟩⟨α∗(f22), Sα(h1)⟩
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= SD(H)(α
∗(f) ◃▹ α(h)) = SD(H) ◦ αD(H)(f ◃▹ h).

并且,

SD(H)((f ◃▹ a)1)(f ◃▹ a)2 = SD(H)(f2 ◃▹ a1)(f1 ◃▹ a2)

= ⟨S∗(f21), S(a122)⟩⟨f222, S(a11)⟩(S∗(f221) ◃▹ S(a121))(f1 ◃▹ a2)

= ⟨S∗(f21), S(a122)⟩⟨f222, S(a11)⟩⟨f11, a12111⟩⟨f122, S(a1212)⟩

× S∗(f221)f121 ◃▹ S(a12112)a2

(1.6)
= ⟨S∗(f21), Sα(a1222)⟩⟨f222, S(a11)⟩⟨f11, α(a1211)⟩⟨f122, S(a1221)⟩

× S∗(f221)f121 ◃▹ Sα(a1212)a2

(4.1)
= ⟨S∗α∗(f21)f122, S(a122)⟩⟨f222, S(a11)⟩⟨f11, α(a1211)⟩

× S∗(f221)f121 ◃▹ Sα(a1212)a2

(1.6)
= ⟨S∗(f221)f212, S(a122)⟩⟨f2222, Sα(a11)⟩⟨f1, a1211⟩

× S∗α∗(f2221)f211 ◃▹ Sα(a1212)a2

= ⟨S∗α∗(f2221)f221, S(a122)⟩⟨f22222, S(a11)⟩⟨f1, a1211⟩

× S∗(f22221)α
∗(f21) ◃▹ Sα(a1212)a2

= ⟨S∗α∗(f2212)α
∗(f2211), S(a122)⟩⟨f2222, Sα(a11)⟩⟨f1, a1211⟩

× S∗α∗(f2221)α
∗(f21) ◃▹ Sα(a1212)a2

= ⟨S∗α∗(f2212)α
∗(f2211), S(a1222)⟩⟨f2222, Sα(a11)⟩⟨f1, α(a121)⟩

× S∗α∗(f2221)α
∗(f21) ◃▹ Sα(a1221)a2

(1.15)
= εH∗(f2211)εH(a1222)⟨f222, S(a11)⟩⟨f1, α(a121)⟩

× S∗α∗(f2212)α
∗(f21) ◃▹ Sα(a1221)a2 (f ∈ H∗coP )

= ⟨f222, S(a11)⟩⟨f1, α(a121)⟩S∗(f221)α
∗(f21) ◃▹ S(a122)a2

= ⟨f22, Sα(a11)⟩⟨f1, α(a121)⟩S∗(f212)f211 ◃▹ Sα(a122)a2

= ⟨f22, S(a111)⟩⟨f1, α(a112)⟩εH∗(f21)1H∗ ◃▹ Sα(a12)a2

= ⟨f2, Sα(a111)⟩⟨f1, α(a112)⟩1H∗ ◃▹ Sα(a12)a2

= ⟨f, α(S(a111)a112)⟩1H∗ ◃▹ Sα(a12)a2

= εH∗(f)εH(a11)1H∗ ◃▹ Sα(a12)a2 = εH∗(f)1H∗ ◃▹ S(a1)a2

= εH∗(f)εH(a)1H∗ ◃▹ 1H .

类似可证 ((f ◃▹ a)1)SD(H)((f ◃▹ a)2) = εH∗(f)εH(a)1H∗ ◃▹ 1H . 综上所述, Drinfel’d 偶 D(H) 是

Hom-Hopf 代数.

下面的定理说明了有限维 Hom-Hopf 代数的 Drinfel’d 偶是拟三角的.

定理 4.2 设 (H,α) 为带有双射对极 S 的有限维 Hom-Hopf 代数, 且 α2 = id. 令 {hi} 为 H 的

一组基, {h∗i } 是 H∗ 中的相应对偶基, 则 (D(H), R) 是拟三角 Hom-Hopf 代数, 其中

R = (εH ◃▹ α(hi))⊗ (h∗i ◃▹ 1H).
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证明 易证 (QT.2) 和 (QT.4) 成立. 为了验证 (QT.1) 和 (QT.3) 成立, 需证

h∗i1 ⊗ h∗i2 ⊗ hi = h∗i ⊗ h∗j ⊗ hihj , (4.7)

h∗i ⊗ hi1 ⊗ hi2 = h∗i h
∗
j ⊗ hi ⊗ hj . (4.8)

事实上, 赋值作用等式 (4.7) 和 (4.8) 的两边即可证明.

为了验证 (QT.5) 成立, 一方面,

△cop
D(H)(ψ ◃▹ x)R = (ψ1 ◃▹ x2)(εH ◃▹ α(hi))⊗ (ψ2 ◃▹ x1)(h

∗
i ◃▹ 1H)

(4.4)
= (α∗(ψ1) ◃▹ x2α(hi)))⊗ ⟨h∗i1, S−1(x122)⟩⟨h∗i22, x11⟩(ψ2h

∗
i21 ◃▹ α(x121))

(4.7)
= ⟨h∗i , S−1(x122)⟩⟨h∗k, x11⟩(α∗(ψ1) ◃▹ x2(α(hi)(α(hj)α(hk))))⊗ (ψ2h

∗
j ◃▹ α(x121))

= (α∗(ψ1) ◃▹ x2(S
−1α(x122)(α(hi)α(x11))))⊗ (ψ2h

∗
i ◃▹ α(x121))

(1.4)
= (α∗(ψ1) ◃▹ (α(x2)S

−1α(x122))(hix11))⊗ (ψ2h
∗
i ◃▹ α(x121))

(1.6)
= (α∗(ψ1) ◃▹ (x22S

−1α(x212))(hiα(x1)))⊗ (ψ2h
∗
i ◃▹ α(x211))

= (α∗(ψ1) ◃▹ (α(x222)S
−1α(x221))(hiα(x1)))⊗ (ψ2h

∗
i ◃▹ x21)

(1.15)
= (α∗(ψ1) ◃▹ α(hi)x1)⊗ (ψ2h

∗
i ◃▹ α(x2));

另一方面,

R△D(H)(ψ ◃▹ x) = (εH ◃▹ α(hi))(ψ2 ◃▹ x1)⊗ (h∗i ◃▹ 1H)(ψ1 ◃▹ x2)

= ⟨ψ21, S
−1α(hi22)⟩⟨ψ222, α(hi1)⟩(α∗(ψ221) ◃▹ α(hi21)x1)⊗ (h∗iψ1 ◃▹ α(x2))

(4.8)
= ⟨ψ21, S

−1α(hk)⟩⟨ψ222, α(hi)⟩(α∗(ψ221) ◃▹ α(hj)x1)⊗ ((h∗i (h
∗
jh

∗
k))ψ1 ◃▹ α(x2))

= (α∗(ψ221) ◃▹ α(hi)x1)⊗ ((α∗(ψ222)(h
∗
iS

∗−1α∗(ψ21)))ψ1 ◃▹ α(x2))

(1.4)
= (α∗(ψ221) ◃▹ α(hi)x1)⊗ (ψ222((h

∗
iS

∗−1α∗(ψ21))α
∗(ψ1)) ◃▹ α(x2))

= (α∗(ψ221) ◃▹ α(hi)x1)⊗ (ψ222((α
∗(h∗i )(S

∗−1α∗(ψ21)ψ1))) ◃▹ α(x2))

= (ψ21 ◃▹ α(hi)x1)⊗ (α∗(ψ22)((α
∗(h∗i )(S

∗−1α∗(ψ12)α
∗(ψ11)))) ◃▹ α(x2))

(1.6)
= (α∗(ψ1) ◃▹ α(hi)x1)⊗ (ψ2h

∗
i ◃▹ α(x2)).

定理得证.

例 4.3 设 G 为有限群, α : G→ G 为群同态, 满足 α2 = id, 则由文献 [7], 有 Hom-Hopf 代数

kGα = (kG, µα = α ◦ µ,△α = △ ◦ α, S, α),

kGα∗ = (k(G), µα∗ = α∗ ◦ △,△α∗ = µ∗ ◦ α∗, S∗, α∗),

其中 µ, △ 和 S 分别是 kG 的乘法、余乘法和对极, k(G) 是由 kG→ k 所有函数构成的 Hom-Hopf 代

数, △∗ 为 k(G) 的余乘法. Hom- 双代数同构映射 α∗ : k(G)→ k(G) 由 α∗(ϕ) = ϕ ◦ α 给出, kGα∗ 的乘

法和余乘法为:

⟨µα∗(ϕ, ψ), u⟩ = ⟨ϕ, α(u)⟩⟨ψ, α(u)⟩, ⟨△α∗(ϕ), (u, v)⟩ = ⟨ϕ, α(uv)⟩.
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于是, 有 Drinfel’d 偶 D(kGα) = (kGα)
∗cop ◃▹ kGα = kGcop

α∗ ◃▹ kGα, 故由定理 4.2 知它是拟三角

Hom-Hopf 代数, 其具体结构为:

(ψs ◃▹ u)(ψt ◃▹ v) = δα(t)u−1s−1,u−1ψs ◃▹ uv,

△D(H)(ψs ◃▹ u) = Σα(s)=abψα(a) ◃▹ α(u)⊗ ψα(b) ◃▹ α(u),

εD(H)(ψs ◃▹ u) = δs,e, SD(H)(ψs ◃▹ u) = ψα(u−1)s−1α(u) ◃▹ u
−1,

R = (ψu ◃▹ 1kGα)⊗ (1kGα∗ ◃▹ u),

对任意 s, t, u, v ∈ G, 这里 δs,t 表示 Kronecker 符号.
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The antipode and Drinfel’d double of Hom-Hopf algebras

WANG ZhongWei, CHEN YuanYuan & ZHANG LiangYun

Abstract We find that a Hom-bialgebra which admits an equivalence of Hom-categories is a Hom-Hopf algebra,

and reconstruct the antipode so that a Hom-biagbra is a Hom-Hopf algebra when the fundamental structure holds.

We study the antipode of a quasi-triangular Hom-Hopf algebra and prove the Radford formula for a given Hom-

Hopf algebra. In the end, we introduce the concept of the Drinfel’d double for some finite dimensional Hom-Hopf

algebra, and show that the Drinfel’d double is a quasi-triangular Hom-Hopf algebra.
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