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摘要 可展曲面一直是计算机辅助几何设计领域中的热点问题,其在曲线曲面造型中有着很好的应用

前景. 另外, 它与逼近论、最优化、微分几何、线几何等领域密切相关, 并产生了一些很好的数学结果.

本文主要综述可展曲面的一些基本结果及作者近年来在该方向的一些研究工作,并对未来工作进行展

望, 主要包括具有一定几何约束的可展曲面的构造和拼接等.
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1 引言

随着汽车和飞机工业的蓬勃发展, 很多产品的外观设计越来越被重视. 计算机辅助设计与制造

(CAD/CAM) 技术起源于汽车与航空航天业, 因为汽车、飞机的外形含有大量的复杂曲面, 所以, 从一

开始, CAD/CAM 技术就与曲线曲面造型技术紧密地联系在一起, 并在实际生产中得到越来越广泛的

应用. 从样条函数出现到现在,曲线曲面造型技术经历了参数样条方法、Coons曲面、Bézier曲线曲面

和 B 样条曲线曲面. 后来, NURBS (Non-uniform rational B-spline) 的出现弥补了 B 样条不能精确表

示二次曲线曲面的不足.

计算机辅助几何设计 (CAGD) 的出现和发展很大程度上促进了现代工业的发展. 它的主要研究

对象是工业产品的几何形状. 在几何造型过程中, 所研究的对象从整体上来讲, 都属于曲线曲面造型

问题. 曲线曲面造型始终是这个领域最活跃、最关键的分支之一, 尤其是可展曲面 [1–8]、极小曲面 [9, 10]

具有很好的性质, 它们在工业生产中得到越来越多的应用 (参见文献 [11–15]).

可展曲面是曲面造型中经常要用到的一类曲面,因为它可以没有伸缩、折叠或撕裂地展开成平面.

长期以来,在许多以皮革、纸张、金属板等不可伸缩材料为原材料的产品制造方面,可展曲面是经常遇

到的一类最简单且重要的曲面, 如汽车、飞机以及船体的设计和制造. 可展曲面的构造、逼近、拼接等

一直是当前计算机辅助几何设计领域中的热点问题.
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测地线在工业生产中有很广泛的应用, 它有一个比较好的性质, 当可展曲面展开成平面时, 其上

的测地线相应地展开成直线 (参见文献 [16]). 这一性质使它在生产实践中更加重要, 尤其是在制鞋和

服装设计中, 皮革和纺织品可以看成可展曲面, 足背线和腰线相当于曲面上的测地线. 曲率线是曲面

上另外一类重要的曲线.它在曲面分析中是一种很有用的工具,被广泛应用于几何设计、形状识别、曲

面的多边形化、曲面描绘等领域. 然而, 目前关于测地线和曲率线的研究工作主要集中在如何寻找和

计算曲面的测地线和曲率线. 在实际应用中, 如何构造插值这些特殊曲线的曲面, 尤其是把它们与曲

面造型中常用的可展曲面进行有机结合也是一个有意义的研究课题.

本文主要介绍可展曲面 [1–8] 和具有一定几何约束的可展曲面构造 [11–15,17,18] 的一些结果.本文组

织结构如下: 第 2 节介绍可展曲面的研究现状和发展动态; 第 3 节介绍插值测地线的可展曲面拼接问

题; 第 4 节介绍以给定曲线为曲面曲率线的曲面族和可展曲面的构造方法; 最后一节对一些未解决的

问题进行展望. 其中, 第 3 和 4 节对作者近年来的研究工作进行简单介绍.

2 可展曲面的研究现状

可展曲面在计算机辅助几何设计领域一直是非常重要的研究对象. 它在机械零件的表面加工、飞

机汽车轮船的外形设计、服装鞋帽制作等行业都有很好的应用. 所以, 国内外很多学者从各种不同的

角度出发, 发表了大量关于可展曲面的性质和构造的研究论文. 主要构造方法有以下几种.

(1) 点几何方法

这类方法是由 Aumann [1] 提出的, 他研究了由两个平行平面上的两条曲线所生成直纹面的可展

特征, 其中两条曲线分别为设计曲线和伴随曲线. 曲面的参数表示为

X (t, w) = (1− t)a(w) + tb(w), 0 6 t 6 1, 0 6 w 6 1,

其中 a(w) 和 b(w) 均为 Bézier 曲线, 是曲面的边界曲线. 若曲面 X (t, w) 可展, 则有

(ȧ(w), b(w)− a(w), ḃ(w)) = 0. (2.1)

将两条边界 Bézier 曲线代入 (2.1), 可得关于边界曲线控制顶点的非线性方程. 文献 [2] 中的两条边界

的其中一条是自由的, 另外一条通过 (2.1) 确定. 如果待定边界与给定边界有相同的次数, 则有多于 5

个的自由度. 叶正麟等人 [3] 把 Aumann 的工作进行了推广, 研究了设计曲线和伴随曲线分别为 n+ 1

和 n+m+ 1 的情形. Schneider [4] 研究了用柱面和锥面组成的可展曲面带进行边界插值, 得到的可展

曲面不仅可以插值任意次的 B 样条曲线, 还能保证在曲面内部没有奇异点. 此外, Lang 和 Röschel [5]

利用有理 (1, n) Bézier 曲面构造可展曲面, 并给出了有理 Bézier 曲面为可展曲面时控制网和权因子需

满足的必要条件.

(2) 对偶方法

由于点几何方法会产生非线性方程, 不方便求解. Hoschek [6] 首先在 CAGD 中引入了 Bézier 曲

线曲面的对偶表示方法. 在 R3 中, 平面表示为 u0 + u1x+ u2y + u3z = 0, 它与 R4 中的点 u = (u0, u1,

u2, u3) 相对应, nu 构成 R4 中的一个一维子空间, 把它放在射影空间 P 3 中考虑, P 3 中的点与 R3 中

的平面建立一一对应. 根据可展曲面是单参数平面族的包络面, 平面族表示为

u0(t) + u1(t)x+ u2(t)y + u3(t)z = 0,
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其在 P 3 中的对偶表示为

U (t) = R(u(t)) = R(u0(t), u1(t), u2(t), u3(t)),

即 U (t) 是 R3 中可展曲面在 P 3 中的对偶表示. 经计算和分析知, R3 中的可展曲面对应 P 3 中的一

条曲线, 通过操作该曲线, 就能构造可展曲面. Bodduluri 和 Ravani [7] 利用平面和点几何的对偶性研

究了可展 Bézier 曲面的设计方法. Pottmann 和 Farin [8] 利用对偶性, 把有理可展曲面看作是对偶摄

影空间里的有理曲线, 给出了可展有理 Bézier 曲面和有理 B 样条曲面的几何构造方法.

(3) 分片构造方法

曲线曲面拼接也是曲线曲面造型的一项重要研究内容.在很多产品的设计中常需要采用分片的形

式来构造.对于可展曲面也同样面临着两片及多片之间的光滑拼接问题. Leopoldseder和 Pottmann [14]

利用锥样条近似给定的可展曲面. 之所以采用锥样条是因为它易于操作, 且有较低次数的参数表示和

隐式表示, 这些特点有利于对可展曲面进行高精度展开. 基本思想为: 在一可展曲面 D 上选取直母线

序列 ri 和相应的切平面 Ti, 用两个具有公共直母线并且在公共直母线上有相同切平面的圆锥面 CI ,

插值相邻的 (ri, Ti). Pottmann 和 Wallner [15] 利用可展曲面的密切锥近似可展曲面, 其思想为: 给定

一个可展曲面, 从该曲面上算得一个相邻密切锥序列 Ci, 寻找锥面把这些相邻的密切锥光滑拼接, 进

而用锥样条近似可展曲面.

(4) 点云拟合方法

Peternell [19] 研究了如何用可展曲面拟合点云,它适用于已知大量点的数据信息的问题.在具体的

构造过程中, 主要用柱面和锥面拟合数据点. 构造过程如下: 首先, 将数据点进行粗略划分, 这里用到

Gauss 映射, 将数据点的单位法向量映到单位球, 任选一离数据点边界不是太近的点 pi, 将距离 pi 小

于一定距离的点看作一个划分单元, 利用 Gauss 像进行辅助调整, 得到更加合适的划分单元, 然后用

合适的圆柱或圆锥拟合它; 其次, 重复刚才的过程, 得到一个旋转曲面片序列; 最后, 将这些曲面片进

行 G1 拼接, 最终得到拟合数据点的可展曲面.

(5) 具有一定几何约束的构造方法

在服装、鞋帽制作以及汽车轮船飞机的外形设计和加工中, 从工业设计实际要求出发, 常常需要

构造满足一定几何约束的可展曲面. Wang 等人 [20] 研究了以给定曲线为测地线的曲面族的构造方法.

他们利用 Frenet 标架表示曲面, 给出了曲线既为曲面的等参线又为曲面测地线的充要条件. 构造方法

为:给定曲线 r(s),利用 Frenet标架表示曲面为 P(s, t) = r(s)+u(s, t)T (s)+v(s, t)N (s)+w(s, t)B(s),

其中 u(s, t), v(s, t), w(s, t) 为连续函数, T (s),N (s),B(s) 分别为曲线的切向量、主法向量和副法向量.

利用该表达式以及曲线为曲面测地线的条件给出了 r(s) 为曲面 P(s, t) 的等参线和测地线的充要条

件,并把它应用到服装设计中,取得较好的效果. Zhao和Wang [11] 在此基础上给出了一种过给定曲线

的可展曲面族的设计方法, 得到了尺度函数满足的微分方程, 进一步研究了曲线为可展曲面测地线的

充要条件.

3 插值 Bézier 测地线的可展曲面拼接

对于一条正则的 m次 Bézier曲线 x (t),总假设 x ′(t)×x ′′(t) ̸= 0. 文献 [21,22]给出了过曲线 x (t)

并以它为测地线的直纹面的参数表示

X (s, t) = x (t) + sq(t), (s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1], (3.1)
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其中

q(t) = α(t)x ′(t) + α̂(t)x ′(t)× x ′′(t),

α(t) 和 α̂(t) 都为多项式. 对任意次数的 Bézier 曲线 x (t), 有以下引理.

引理 3.1 [12] 曲面 (3.1) 是可展曲面的充要条件为

−α(t)|x ′(t)× x ′′(t)|2 + α̂(t)|x ′(t)|2(x ′(t),x ′′(t),x ′′′(t)) = 0, (3.2)

其中 (x ′(t),x ′′(t),x ′′′(t)) 表示向量 x ′(t),x ′′(t),x ′′′(t) 的混合积.

特别地, 当 m = 3, 设其控制顶点为 k i, i = 0, 1, 2, 3, 则 x ′(t) 和 x ′(t)× x ′′(t) 的控制顶点分别为

si = 3(k i+1 − k i), i = 0, 1, 2 (3.3)

和

{ci}2i=0 = {2(s0 × s1), s0 × s2, 2(s1 × s2)}. (3.4)

将 α(t) 和 α̂(t) 写成 Bernstein 多项式形式

α(t) = α0(1− t) + α1t, α̂(t) = α̂0(1− t) + α̂1t,

则有如下定理.

定理 3.1 [12] 直纹面 X (s, t) (3.1) 是可展的当且仅当它满足如下条件:

α0c0 · c0 − 4α̂0(s0, s1, s2)s0 · s0 = 0, (3.5)

α1c2 · c2 − 4α̂1(s0, s1, s2)s2 · s2 = 0, (3.6)

α1c0 · c0 + 4α0c0 · c1 − 4α̂1(s0, s1, s2)s0 · s0 − 16α̂0(s0, s1, s2)s0 · s1 = 0, (3.7)

α0c2 · c2 + 4α1c1 · c2 − 4α̂0(s0, s1, s2)s2 · s2 − 16α̂1(s0, s1, s2)s1 · s2 = 0, (3.8)

α1c0 · c2 + 2α0c1 · c2 + 2α1c1 · c1 − 4α̂1(s0, s1, s2)s0 · s2

− 8α̂0(s0, s1, s2)s1 · s1 − 8α̂0(s0, s1, s2)s1 · s2 = 0, (3.9)

α0c0 · c2 + 2α0c1 · c1 + 2α1c0 · c1 − 4α̂0(s0, s1, s2)s0 · s2

− 8α̂0(s0, s1, s2)s1 · s1 − 8α̂1(s0, s1, s2)s0 · s1 = 0, (3.10)

其中 si 和 ci 由 (3.3) 和 (3.4) 给出.

接下来考虑过 Bézier 测地线的可展曲面之间的 G1 拼接条件, 并对其进行分类.

假设 “给定” 的两条曲线 x (t) 和 y(t) 均为 3 次 Bézier 曲线. 需要强调的是, 本节中, 所谓的 “给

定” 并不是已知两条曲线 x (t) 和 y(t) 的所有信息, 仅已知这两条曲线 G1 连续, 而其余信息全是自由

的. 为了避免与一般意义下的给定相混淆, 本节用带引号的 “给定”. 由 (3.1) 知, 以它们为测地线的直

纹面可以分别表示为

X (s, t) = x (t) + s{α(t)x ′(t) + α̂(t)x ′(t)× x ′′(t)} = (1− s)x (t) + sx 1(t), (3.11)

Y (s, t) = y(t) + s{β(t)y ′(t) + β̂(t)y ′(t)× y ′′(t)} = (1− s)y(t) + sy1(t), (3.12)

其中

x 1(t) = x (t) + α(t)x ′(t) + α̂(t)x ′(t)× x ′′(t), y1(t) = y(t) + β(t)y ′(t) + β̂(t)y ′(t)× y ′′(t),
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α(t) 和 α̂(t) 为

α(t) = α0(1− t) + α1t, α̂(t) = α̂0(1− t) + α̂1t, (3.13)

β(t) 和 β̂(t) 表示为

β(t) = β0(1− t) + β1t, β̂(t) = β̂0(1− t) + β̂1t. (3.14)

设曲线 x (t) 和 y(t) 的控制顶点分别为 k0, k1, k2, k3 和 p0,p1,p2,p3, x 1(t), y1(t) 的控制顶点由

l0, l1, l2, l3 和 w0,w1,w2,w3 表示. 根据定理 3.1, 曲面 Y (s, t) 可展的充要条件为

β0b0 · b0 − 4β̂0(t0, t1, t2)t0 · t0 = 0, (3.15)

β1b2 · b2 − 4β̂1(t0, t1, t2)t2 · t2 = 0, (3.16)

β1b0 · b0 + 4β0b0 · b1 − 4β̂1(t0, t1, t2)t0 · t0 − 16β̂0(t0, t1, t2)t0 · t1 = 0, (3.17)

β0b2 · b2 + 4β1b1 · b2 − 4β̂0(t0, t1, t2)t2 · t2 − 16β̂1(t0, t1, t2)t1 · t2 = 0, (3.18)

β1b0 · b2 + 2β0b1 · b2 + 2β1b1 · b1 − 4β̂1(t0, t1, t2)t0 · t2 − 8β̂0(t0, t1, t2)t1 · t1

− 8β̂0(t0, t1, t2)t1 · t2 = 0, (3.19)

β0b0 · b2 + 2β0b1 · b1 + 2β1b0 · b1 − 4β̂0(t0, t1, t2)t0 · t2 − 8β̂0(t0, t1, t2)t1 · t1

− 8β̂1(t0, t1, t2)t0 · t1 = 0, (3.20)

其中 t i = 3(pi+1 − pi), {bi}2i=0 = {2(t0 × t1), t0 × t2, 2(t1 × t2)}.而曲面 X (s, t)可展的充要条件是它

满足关系式 (3.5)–(3.10). 因此, G1 拼接两个过测地线的直纹面时,曲线的控制顶点和多项式 α(t), α̂(t),

β(t), β̂(t) 需要满足的条件为

α0x
′ − β1y

′ = 0, (3.21)

α̂0x
′ × x ′′ − β̂1y

′ × y ′′ = 0, (3.22)

β̂1α0(y
12 × y ′) · x ′′ + β̂1α̂0(y

12 × y ′) · x 13 + β̂1β1(y
12 × y ′′) · x ′

+ β̂2
1(y

12 × y13) · x ′ = 0, (3.23)

{y12 · x 13β2
1 α̂0 + (y ′ × y13) · x ′′β1β̂1α0 + (y ′ × y13) · x 13β1β̂1α̂0

+(y12 × y ′′) · x ′′β̂1β1α0 + (y12 × y ′′) · x 13β̂1β1α̂0 + (y12 × y13) · x ′′β̂2
1α0}

+ {y12 · x 12β2
1(α̂1 − α̂0) + (y ′ × y13) · x 12β1β̂1(α̂1 − α̂0)

+ (y ′ × y12) · x ′′β1α0(β̂1 − β̂0) + (y ′ × y12) · x 13β1α̂0(β̂1 − β̂0)

+ (y12 × y ′) · x ′′β̂1α0(1 + β1 − β0) + (y12 × y ′) · x 13β̂1α̂0(1 + β1 − β0)

+ (y12 × y ′′) · x ′β̂1β1(1 + α1 − α0) + (y12 × y13) · x ′β̂2
1(1 + α1 − α0)} = 0, (3.24)

其中 x 12 = x ′ × x ′′, y12 = y ′ × y ′′, x 13 = x ′ × x ′′′, y13 = y ′ × y ′′′. 在 (3.24) 中, 若 β̂1 = 0, 则

它为恒等式, 所以, 总假设 β̂1 ̸= 0. 由上面的分析知, 曲面 X (s, t) 和 Y (s, t) 既可展又在公共母线

X (s, 0) = Y (s, 1)处 G1 拼接的条件为同时满足方程 (3.5)–(3.10)和 (3.15)–(3.24). 事实上, 因为 x ′,y ′

和 x ′ × x ′′,y ′ × y ′′ 都是三维向量, 所以, (3.21) 和 (3.22) 分别对应 3 个方程式. 从而, 曲面 X (s, t) 和

Y (s, t) 既可展又在公共母线处 G1 拼接需要满足 (3.5)–(3.10) 和 (3.15)–(3.24) 共 20 个方程. 又因为

曲线 x (t) 和 y(t) 在连接点处是 G1 连续的, 故未知数个数为 27 个, 所以, 求解过 3 次 Bézier 测地线
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的可展曲面的 G1 拼接问题需要解一个含有 27 个未知数和 20 个方程式的方程组. 在实际应用中, 我

们可以预先给定某些未知数, 使得求解简单化, 下面给出相关结论.

定理 3.2 [12] 如果由 (3.12) 定义的曲面 Y (s, t) 可展且曲线 y(t) 为它的测地线, 则有 β̂0 ̸= 0,

β̂1 ̸= 0.

同理, 对曲面 X (s, t) 有 α̂0 ̸= 0, α̂1 ̸= 0. 由定理 3.2 知, 在多项式 α(t), α̂(t), β(t), β̂(t) 的系数中只

有 α0, α1, β0, β1 可能为零. 接下来根据 βi, β̂i, αi, α̂i (i = 0, 1) 的不同取值将可展曲面进行分类.

情形 1 仅考虑单片的曲面 Y (s, t).

(1) 假设 β0 = 0. 此时可得 β1 = 0, 并且 (t0, t1, t2) = 0, 即曲线 y(t) 是一条平面曲线. 由文献 [11]

知, 对应的曲面 Y (s, t) 是柱面.

(2) 假设 β1 = 0. 同 β0 = 0, 其对应的曲面 Y (s, t) 也是柱面.

(3) β0 ̸= 0, β1 ̸= 0. 此时可通过解方程 (3.15)–(3.20) 来构造可展曲面 Y (s, t).

情形 2 两片可展曲面 Y (s, t) 和 X (s, t) 的 G1 拼接.

(1) 假设 β0 = 0. 当 β0 = 0 时, 可推得 β0 = 0, β1 = 0, α0 = 0, α1 = 0, 并且 (t0, t1, t2) = 0,

(c0, c1, c2) = 0. 这时曲线 y(t) 和 x (t) 都是平面曲线, 曲面 Y (s, t) 和 X (s, t) 是满足 G1 拼接条件的

两个柱面.

(2) 假设 β1 = 0 或者 α0 = 0 或者 α1 = 0. 这三种情形与 β0 = 0 类似, 曲面 Y (s, t) 和 X (s, t) 也

是两个柱面的 G1 拼接.

(3) β0, β1, α0, α1 都不为零. 此情形可通过解方程 (3.15)–(3.24) 来构造两个可展曲面的 G1 拼接.

例 3.1 单片退化曲面 (对应情形 1中 β0 = 0), 即 β0 = β1 = 0, (t0, t1, t2) = 0. 设 3次 Bézier曲

线 y1(t) 的控制顶点为 p0 = (x0, y0, z0), p1 = (x1, y1, z1), p2 = (x2, y2, z2), p3 = (x3, y3, z3). 由于控制

顶点共面, 为了简便起见, 不妨令它们在坐标平面 oxy 平面上. 经计算可知, xi, yi (i = 0, . . . , 3) 和 β̂j

(j = 1, 2) 可以任意选择. 本例中选取 p0 = (0, 0, 0), p1 = (1, 1, 0), p2 = (3, 2, 0), p3 = (5, 0, 0), β̂0 = 1,

β̂1 = 1
2 . 则曲线 y1(t) 和对应的柱面 Y 1(s, t) 如图 1 所示.

0

0.2

0.4

0.6

0.8
1.0

0

5

4

3

2

1

1.0

0.5

0

−0.5

(a) (b)

图 1 平面 3 次 Bézier 曲线及以它为测地线的柱面. (a) 平面 3 次 Bézier 曲线 y1(t); (b) 平面 3 次 Bézier

曲线及以它为测地线的柱面
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例 3.2 本例考虑情形 2 中 β0, β1, α0, α1 均不为零的情形. 设

p0 = (x0, y0, z0), p1 = (x1, y1, z1), p2 = (x2, y2, z2), p3 = (x3, y3, z3),

k0 = (u0, v0, w0), k1 = (u1, v1, w1), k2 = (u2, v2, w2), k3 = (u3, v3, w3)

为 3次 Bézier曲线 y1(t)和 x 1(t)的控制顶点. 本例考虑非退化情形, 即 βi, β̂i, αi, α̂i (i = 1, 2)都不为

零. 为了简化计算, 给定

β1 = 2α0, p2 =

(
2,

24

5
,
6

5

)
, p3 =

(
6,

4

5
,
14

5

)
.

通过解方程 (3.15)–(3.24) 求得

p0 =

(
− 741625

124416
,
1373785

124416
,−615121

311040

)
,

p1 =

(
− 2,

41

5
,−2

5

)
,

k0 =

(
6,

4

5
,
14

5

)
, k1 =

(
14,−36

5
, 6

)
,

k2 =

(
18,−68

5
,
38

5

)
,

k3 =

(
306169

15552
,
285145

15552
,
319633

38880

)
,

且

β0 =
3

2
, β1 = 2, α0 = 6, α1 = 8, β̂0 = 1, β̂1 = 2, α̂0 = 1, α̂1 = 2.

图 2 给出了曲线 y1(t) 和 x 1(t) 以及相应可展曲面 Y 1(s, t) 和 X 1(s, t) 的 G1 拼接.

(a) (b)

−15

−10

−5

0

5

10

15 0510 −5 8
5
3 1
−1

图 2 G1 拼接的 3 次 Bézier 曲线及以其为测地线的 G1 拼接可展曲面. (a) 两条 Bézier 曲线的 G1 拼接; (b)

对应两个可展曲面的 G1 拼接
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4 插值曲率线的可展曲面构造

4.1 过曲率线的参数曲面族

给定一条曲线 x (s), 在它的每一点的法线上取单位向量 α(s), 设 e(s),n(s) 和 b(s) 为曲线 x (s)

的基本向量, 有以下引理.

引理 4.1 [23] 曲线的一族法线构成可展曲面的充要条件是法线上的单位向量 α(s) 满足条件

θ′(s) + τ(s) = 0, (4.1)

其中角 θ(s) 是沿 e(s) 相反的方向所看到的、从 n(s) 到 α(s) 的有向角.

对 (4.1) 进行积分, 可以得到

θ(s) = −
∫ s

s0

τ(s)ds+ θ0, (4.2)

其中 θ0 为常数. 给定一个 θ0 的值就可以确定一个函数 θ(s), 也就是确定了构成可展曲面的一族法线.

下面的引理刻画了任何曲面上曲率线的特征.

引理 4.2 [23] 曲面上的一条曲线是曲率线当且仅当沿此曲线的曲面的法线形成一可展曲面.

4.1.1 过以弧长为参数的曲率线的曲面族

本节主要给出以给定曲线为曲率线的曲面族构造的相关结果.

给定一条空间曲线 x : s → x (s), 其中 s 为弧长参数. 利用 Frenet 标架曲面 X (s, t) : [0, L]× [0, T ]

→ R3 可以表示为 (参见文献 [20])

X (s, t) = x (s) + (u(s, t), v(s, t), w(s, t))


e(s)

n(s)

b(s)

 , 0 6 s 6 L, 0 6 t 6 T, (4.3)

其中 (e(s),n(s), b(s))为 x (s)的基本向量, u(s, t), v(s, t), w(s, t)均为一阶连续函数. 设沿曲线 x (s)的

法线形成的曲面为

Q(s, t) = x (s) + tn1(s), (4.4)

其中 n1(s) = n(s) cos θ(s) + b(s) sin θ(s). 根据引理 4.1, 曲线 x (s) 为曲面 X (s, t) 的曲率线的充要条

件是曲面 Q(s, t) 为可展曲面并且法向量 n1(s) 与 N (s, t) 相互平行.

首先, 因为曲线 x (s) 为曲面 X (s, t) 的等参线, 所以, 存在参数 t0 ∈ [0, T ] 使得 X (s, t0) = x (s),

0 6 s 6 L, 即

u(s, t0) = v(s, t0) = w(s, t0) = 0, 0 6 t0 6 T, 0 6 s 6 L. (4.5)

其次,根据引理 4.2,曲线 x (s)为曲面 X (s, t)的曲率线当且仅当曲线的法向量 n1(s)和曲面的法向量

N (s, t0) 相互平行. 经计算,

N (s, t0) = ϕ1(s, t0)e(s) + ϕ2(s, t0)n(s) + ϕ3(s, t0)b(s),
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其中

ϕ1(s, t0) =
∂v(s, t0)

∂s

∂w(s, t0)

∂t
− ∂w(s, t0)

∂s

∂v(s, t0)

∂t
, (4.6)

ϕ2(s, t0) = −
(
1− ∂u(s, t0)

∂s

)
∂w(s, t0)

∂t
+

∂w(s, t0)

∂s

∂u(s, t0)

∂t
, (4.7)

ϕ3(s, t0) =

(
1 +

∂u(s, t0)

∂s

)
∂v(s, t0)

∂t
− ∂v(s, t0)

∂s

∂u(s, t0)

∂t
. (4.8)

从而, n1(s) ∥ N (s, t0), 0 6 s 6 L 当且仅当存在一个函数 λ(s) 使得

ϕ1(s, t0) = 0, ϕ2(s, t0) = λ(s) cos θ, ϕ3(s, t0) = λ(s) sin θ. (4.9)

经过上面的分析, 有如下定理.

定理 4.1 [17] 给定曲线 x (s) 是曲面 X (s, t) 的曲率线的充要条件为u(s, t0) = v(s, t0) = w(s, t0) = 0,

ϕ1(s, t0) = 0, ϕ2(s, t0) = λ(s) cos θ, ϕ3(s, t0) = λ(s) sin θ,

其中 0 6 t0 6 T, 0 6 s 6 L, θ(s) 由 (4.2) 给出, λ(s) ̸= 0. 函数 θ(s) 和 λ(s) 称为控制函数.

由 (4.5) 可知, ∂u(s,t0)
∂s = ∂v(s,t0)

∂s = ∂w(s,t0)
∂s = 0, 代入 (4.6)–(4.8), 定理 4.1 可简化为如下的推论.

推论 4.1 [17] 曲线 x (s) 是曲面 X (s, t) 的曲率线的充要条件为
u(s, t0) = v(s, t0) = w(s, t0) = 0,

−∂w(s, t0)

∂t
= λ(s) cos θ,

∂v(s, t0)

∂t
= λ(s) sin θ.

(4.10)

首先, 考虑尺度函数 u(s, t), v(s, t), w(s, t) 为变量分离的函数, 即
u(s, t) = l(s)U(t),

v(s, t) = m(s)V (t), 0 6 s 6 L, 0 6 t 6 T,

w(s, t) = n(s)W (t),

(4.11)

其中 l(s),m(s), n(s), U(t), V (t),W (t)都是一阶连续函数,而且 l(s),m(s), n(s)不恒为零. 根据定理 4.1,

有如下的推论.

推论 4.2 [17] 曲线 x (s) 为曲面 X (s, t) 的曲率线当且仅当
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

m(s)V ′(t0) = λ(s) sin θ,

−n(s)W ′(t0) = λ(s) cos θ,

(4.12)

其中 0 6 t0 6 T, 0 6 s 6 L, λ(s) ̸= 0.

下面根据控制函数 θ(s) 的值对条件 (4.12) 进行分析.
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情形 1 如果曲线 x (s) 是一条扭曲线, 即 τ(s) ̸= 0, 则 θ(s) 为变量 s 的非常数函数, 这时, 条

件 (4.12) 为 
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) =
λ(s)

m(s)
sin θ,

W ′(t0) = −λ(s)

n(s)
cos θ.

(4.13)

情形 2 若曲线 x (s) 为平面曲线, 即 τ(s) = 0, 对应 θ(s) 为一常数. 如果 sin θ ̸= 0, 为了简便, 假

设 u(s, t), v (s, t), w(s, t) 仅依赖于参数 t, 即 l(s) = m(s) = n(s) = 1, 则函数 λ(s) 也是一个常数, 通过

化简, 条件 (4.12) 可以表示为 
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) = λ sin θ,

W ′(t0) = −λ cos θ.

(4.14)

情形 3 在情形 2 中, 如果 sin θ = 0, 将它代入 n1(s) = n(s) cos θ + b(s) sin θ, 有 n1(s) = ±n . 根

据曲线 x (s) 为曲面 X (s, t) 测地线的充要条件知, 若 sin θ = 0, 曲线 x (s) 不仅为曲面 X (s, t) 的曲率

线同时也为测地线. 这种情形下, 条件 (4.12) 有更简单的形式
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) = 0,

W ′(t0) = ±λ.

(4.15)

其次,考虑尺度函数 u(s, t), v(s, t), w(s, t)为一般函数的情形,若 u(s, t), v(s, t), w(s, t)为如下形式:

u(s, t) =

p∑
k=1

a1kl(s)
kU(t)k, v(s, t) =

p∑
k=1

a2km(s)kV (t)k, w(s, t) =

p∑
k=1

a3kn(s)
kW (t)k.

根据 (4.10), 可以推出曲线 x (s) 为曲面 X (s, t) 的曲率线的条件为 (参见文献 [18])
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

a21m(s)V ′(t0) = λ(s) sin θ,

a31n(s)W
′(t0) = −λ(s) cos θ,

(4.16)

其中 L1 6 s 6 L2, T1 6 t 6 T2, λ(s) ̸= 0. 我们根据 θ(s) 的不同取值分析条件 (4.16).

情形 1 x (s)是一条扭曲线,即 τ(s) ̸= 0, 则 θ(s)为变量 s的非常数函数, 条件 (4.16)可以表示为
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) =
λ(s) sin θ

a21m(s)
= µ1,

W ′(t0) = −λ(s) cos θ

a31n(s)
= µ2.

(4.17)
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我们可以选择 λ(s) = µ1a21λ1(s), m(s) = λ1(s) sin(θ), n(s) = −µ1a21λ1(s) cos θ
µ2a31

.

情形 2 若曲线 x (s) 为平面曲线, 即 τ(s) = 0, 对应 θ(s) 为一常数. 如果 sin θ = kπ + π
2 , k ∈ Z,

即 sin θ = ±1, cos θ = 0. 由 Frenet 公式知, b ′(s) = −τn(s) = 0, 即 b(s) 为常向量. 从而, n1 = n cos θ

+ b sin θ = ±b 也是常向量. 这种情形下, 过 x (s)的曲面 X (s, t)为该曲线的密切平面. 若 θ ̸= kπ+ π
2 ,

条件与情形 1 相同.

情形 3 若 τ = 0 且 sin θ = 0, 则 n1(s) = n cos θ + b sin θ = ±n . 根据曲线为曲面的测地线的充

要条件知, 曲线 x (s) 不仅为曲面 X (s, t) 的曲率线也是测地线. 这时, 条件 (4.16) 可以表示为
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

a21 = 0 或 m(s) = 0 或 V ′(t0) = 0,

W ′(t0) = ± λ(s)

a31n(s)
= µ.

(4.18)

取 λ(s) = µa31λ1(s), n(s) = λ1(s).

若 u(s, t), v(s, t), w(s, t) 可以表示为

u(s, t) = f

( p∑
k=1

a1kl(s)
kU(t)k

)
, v(s, t) = g

( p∑
k=1

a2km(s)kV (t)k
)
, w(s, t) = h

( p∑
k=1

a3kn(s)
kW (t)k

)
.

经过简单计算, 条件 (4.16) 可以表示为 (参见文献 [18])
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0 且 f(0) = g(0) = h(0) = 0,

g′(0)a21m(s)V ′(t0) = λ(s) sin θ,

h′(0)a31n(s)W
′(t0) = −λ(s) cos θ.

(4.19)

与上面的分析类似, 我们也把条件 (4.19) 分为三种情形.

情形 1 曲线 x (s) 是扭曲线. 条件 (4.19) 可以表示为
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0 且 f(0) = g(0) = h(0) = 0,

V ′(t0) =
λ(s) sin θ

g′(0)a21m(s)
= µ1,

W ′(t0) = − λ(s) cos θ

h′(0)a31n(s)
= µ2.

(4.20)

我们取 λ(s) = µ1g
′(0)a21λ1(s), m(s) = λ1(s) sin(θ), n(s) = − g′(0)µ1a21λ1(s) cos θ

h′(0)µ2a31
.

情形 2 曲线为平面曲线且 θ = kπ + π
2 , k ∈ Z, 过曲线 x (s) 的曲面为该曲线的密切平面. 若

θ ̸= kπ + π
2 , 条件与情形 1 相同.

情形 3 若 τ = 0 且 sin θ = 0, 曲线 x (s) 不仅为曲面 X (s, t) 的曲率线也为测地线. 相应的条件为
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0 且 f(0) = g(0) = h(0) = 0,

g′(0) = 0 或 a21 = 0 或 m(s) = 0 或 V ′(t0) = 0,

W ′(t0) = ± λ(s)

h′(0)a31n(s)
= µ.

(4.21)

我们取 λ(s) = h′(0)µa31λ1(s), n(s) = λ1(s).
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4.1.2 过任意参数的曲率线的曲面族

假设一条空间曲线为

C : R(r) = (X(r), Y (r), Z(r)), 0 6 r 6 H,

由它生成的曲面可以表示为

X (r, t) = R(r) + (u(r, t), v(r, t), w(r, t))


e(r)

n(r)

b(r)

 .

经计算可以得到相应的 ϕi(r, t), i = 1, 2, 3 以及相关的结论.

定理 4.2 [17] 曲线 R(r) 为曲面 X (r, t) 的曲率线的充要条件为u(r, t0) = v(r, t0) = w(r, t0) = 0,

ϕ1(r, t0) = 0, ϕ2(r, t0) = λ(r) cos θ, ϕ3(r, t0) = λ(r) sin θ,

其中

0 6 t0 6 T, 0 6 r 6 H, λ(r) ̸= 0, θ(r) = −
∫ r

r0

τ(r)|R′(r)|dr + θ0, θ0 = θ(r0).

推论 4.3 [17] 曲线 R(r) 为曲面 X (r, t) 的曲率线当且仅当
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

m(r)|R′(r)|V ′(t0) = λ(r) sin θ,

−n(r)|R′(r)|W ′(t0) = λ(r) cos θ,

(4.22)

其中

0 6 t0 6 T, 0 6 r 6 H, λ(r) ̸= 0, θ(r) = −
∫ r

r0

τ(r)|R′(r)|dr + θ0, θ0 = θ(r0).

与上节类似, 我们将条件 (4.22) 也分成三类.

情形 1 θ(r) 是变量 r 的非常数函数, 条件 (4.22) 可以表示为
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) =
λ(r)

m(r)|R′(r)|
sin θ,

W ′(t0) = − λ(r)

n(r)|R′(r)|
cos θ.

(4.23)

情形 2 θ(r) 是常数, 但是 sin θ ̸= 0. 假设 l(s) = m(s) = n(s) = 1, 则 λ(r)
|R′(r)| 为非零常数, 记为 µ,

从而, λ(r) = µ|R′(r)|. 条件 (4.22) 可以化简为
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) = µ sin θ,

W ′(t0) = −µ cos θ.

(4.24)
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情形 3 θ(r) = 0 并且 sin θ = 0. 这种情形下, 曲线 R(r) 不仅是曲面 X (r, t) 的曲率线也是测地

线. 条件 (4.22) 有更简单的形式 
U(t0) = V (t0) = W (t0) = 0,

V ′(t0) = 0,

W ′(t0) = − λ(r)

n(r)|R′(r)|
.

(4.25)

经过上面的分析可以看出, 函数 m(r), n(r), λ(r) 和 θ(r) 可以看成控制函数用来控制曲面的形状.

例 4.1 本例中构造一族曲面以圆柱螺线为公共的曲率线. 给定圆柱螺线

R(r) = (a cos r, a sin r, br), a > 0, b ̸= 0, 0 6 r 6 2π.

经计算可得

e(r) =
(−a sin r, a cos r, b)√

a2 + b2
, n(r) = (− cos r,− sin r, 0), b(r) =

(b sin r,−b cos r, a)√
a2 + b2

,

|R′(r)| =
√
a2 + b2, τ = b

a2+b2 , 因此, θ(r) = − b√
a2+b2

r + θ0. 如果 θ0 = 0, 则 θ(r) = − b√
a2+b2

r. 我们

选择

U(t) = αt, V (t) =
λ(r) sin θ

m(r)|R′|
t, W (t) = −λ(r) cos θ

n(r)|R′|
t, λ ̸= 0, 0 6 t 6 T.

由 (4.3), 可以得到曲面

X (r, t;α, λ) =

(
a cos r − aαt√

a2 + b2
sin r − tλ(r) sin θ√

a2 + b2
cos r − btλ(r) cos θ

a2 + b2
sin r,

a sin r +
aαt√
a2 + b2

cos r − tλ(r) sin θ√
a2 + b2

sin r +
btλ(r) cos θ

a2 + b2
cos r,

br +
bαt√
a2 + b2

− atλ(r) cos θ

a2 + b2

)
.

这里取 a = 2, b = 1. 对 α = 1, λ = −1和 α = −
√
5
4 , λ = −

√
5
2 ,相应的曲面分别由图 3(a)和 3(b)给出.

(a) (b)

图 3 以圆柱螺线为曲率线的曲面. (a) 曲面 X (r, t; 1,−1); (b) 曲面 X (r, t;−
√

5
4
,−

√
5

2
)
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4.2 过曲率线的可展曲面设计

本节给出以给定曲线为曲率线的可展曲面的构造性定理.

定理 4.3 [13] 给定一条空间曲线 x (s), 存在可展曲面

X (s, t) = x (s) + tm(s), (4.26)

以 x (s) 为曲率线, 其中 m(s) = sin θn(s)− cos θb(s).

定理 4.3 不仅证明了过曲率线的可展曲面的存在性, 也给出了曲面的具体表达式 (4.26). 根据可

展曲面的三种类型, 给出由 (4.26) 定义的可展曲面分别为柱面、锥面和空间曲线的切线面的条件.

定理 4.4 [13] 可展曲面 (4.26) 是柱面当且仅当 sin θ = 0.

定理 4.5 [13] 可展曲面 (4.26) 是锥面的充要条件是 k sin θ = k0 sin θ0, 其中 θ0 = θ(0), k0 = k(0).

定理 4.5 中, κ sin θ 是一个常数. 特别地, 如果 θ 是常数, 则 κ 也为常数. 又有 τ = −θ′ = 0, 即曲

线为平面曲线. 相似地, 如果 κ 为常数, 也有 τ = 0 和 θ 为常数. 这种情形下曲线为圆弧曲线.

定理 4.6 [13] 可展曲面 (4.26) 是空间曲线的切线面的充要条件为 k sin θ ̸= k0 sin θ0, 其中 θ0

= θ(0), k0 = k(0).

当曲线 R(r)的参数为任意参数时,可以构造相应的以 R(r)为曲率线的可展曲面 X (r, t),其参数

表示为

X (r, t) = R(r) + tm(r),

其中 m(r) = n(r) cos θ(r) + b(r) sin θ(r), θ(r) = −|R′(r)|
∫ r

r0
τ(r)dr + θ0.

例 4.2 曲线R(r)是一条 3次空间 Bézier曲线,它的控制顶点为 p0 = (0, 0, 0), p1 = (−5, 14,−2),

p2 = (−7, 24,−2), p3 = (−12, 38, 0). 则曲线 R(r) 可以表示为

R(r) = p0Z0(r) + p1Z1(r) + p2Z2(r) + p3Z3(r), 0 6 r 6 1,

其中

Z0(r) = (1− r)3, Z1(r) = 3r(1− r)2, Z2(r) = 3r2(1− r), Z3(r) = r3

为曲线 R(r) 的混合函数. 经计算 τ(r) = − 22
25(2r2−2r+3)2 , 即 θ(r) = 22

√
5

25 arctan (
√
5(10r−5)

25 ), 此时可展

曲面 X (r, t) 为切线面, 如图 4 所示.

图 4 以空间 3 次 Bézier 曲线为曲率线的可展曲面
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5 对未来工作的展望

本文主要对可展曲面的研究现状以及作者的一些相关工作进行介绍. 我们目前的工作主要偏重

于理论, 下一步我们将尝试把理论应用于生产实践, 如应用到服装、鞋帽的制作、飞机机翼和船体外

形设计等. 第 3 节得到了关于 Bézier 控制顶点的非线性方程组, 其求解比较困难, 本文采用预先给定

部分控制顶点简化计算, 接下来尝试寻求有效的求解方法或者从线几何的角度避开非线性的问题. 另

外, 由于可展曲面、近似可展曲面与逼近论、微分几何、线几何、最优化等领域密切相关, 与之伴随的

会产生很多有意义的课题. 我们知道隐式曲面具有参数曲面不具有的优点, 那么构造具有一定几何约

束的隐式可展曲面在曲面造型中也是非常重要的. 进一步, 我们想提出一种插值测地线、曲率线的低

次代数可展 (近似可展)曲面的构造方法, 并对这类曲面的几何光滑拼接条件进行研究,相应地得到分

片的代数可展曲面; 对于高次插值特殊曲线的代数曲面, 提出一种近似可展的度量方法, 并研究多片

插值特殊曲线的低次代数可展曲面拼接问题; 对于多片曲面的拼接情形, 结合 B 网方法和光滑余因子

方法 (参见文献 [24]), 建立曲面系数满足的关系及公共点处的协调方程, 进而得到拼接条件.

致谢 非常感谢主编和审稿人提出的宝贵意见, 这使本文的陈述及安排更加合理.
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Researches on developable surface modeling by interpolating

special curves

LI CaiYun, ZHU ChunGang & WANG RenHong

Abstract The developable surface is always a hot issue in computer aided geometric design. It has very nice

application prospect in curves and surfaces modeling. Moreover, it is closely related with approximation theory,

optimization, differential geometry and line geometry. Therefore, it produces many beautiful mathematical results.

This article mainly sums up some basic results of developable surfaces and the researches which the authors have

done in recent years. At the same time, we describe the prospect for the future. The main work mainly includes

the construction and blending of the developable surface owning certain geometric constraints.
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