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考虑概率分布的灰色网络计划模型研究

李旭升　石朝锋　刘　江
（西南交通大学经济管理学院，成都 ６１００３１）

摘　要：综合分析了模糊数学、概率统计及灰色系统理论在描述项目不确定性信息方面的优劣性，提出用区间灰数刻画项目工序
持续时间特点，并采用三角白化权函数反映灰区间内的概率分布。针对不确定性条件下关键线路的易变性，重新定义了关键路

径，建立了一整套适合于灰色网络计划模型的区间灰数运算规则和排序规则。最后，通过实例验证了模型的有效性。
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１　引言

工程项目在实施过程中面临着各种各样的风险，工期风

险是主要核心风险之一，因为工期的延误将使项目各参与方

的效用均下降。尤其是业主，如果项目不能按照预定计划建

设投产，项目所赖以生存的基础就会受到破坏，工期风险对

工程项目造成的负面影响包括项目建设成本增加、项目贷款

利息负担增加、项目资金流量不能按计划实现等。无论在发

展中国家还是在发达国家，工程项目建设期出现工期风险的

概率都是比较高的。英国著名项目管理专家Ｍｅｒｒｏｗ在１９９８
年对世界范围内５８个随机项目的研究表明［１］，大型工程项

目的最终完成时间，平均比预期的要延期１７％，造成这一现
象的主要原因是工程项目施工中工序活动持续时间具有不

确定性。通常工程项目进度计划是以关键线路法（简称

ＣＰＭ）为基础的［２］，其基本假定是网络进度计划中每项活动

的持续时间均是确定的，按照这种静态点估计得到的期望工

期缺乏实际指导意义。

为了更有效地估计不确定性环境中网络进度计划的时

间参数，最大限度降低项目工期风险，越来越多的学者将注

意力投向了随机型网络结构。最具代表性的研究成果为Ｌｅｕ
ＳＳ．Ａ［３］采用模糊数学理论中的隶属度函数，对工程项目的
进度费用进行了模糊综合优化，取得了较为满意的效果。

ＨｕａＫｅ［４］结合概率统计中的相关机会规划模型，提出了项目
进度优化的新方法，并运用遗传算法进行了求解，发现其计

算结果明显优于关键线路法。杨应玖［５］尝试将灰色系统理

论引入到工程项目优化领域，并给出了关键路径的判别条

件，但并没有按照灰数的运算规则进行求解，也没有考虑灰

区间内时间参数的分布信息。

模糊数学、概率统计和灰色系统理论是三种最常用的不

确定性系统研究方法，其研究对象却具有差异性［６］：模糊数

学着重研究“认知不确定”问题，主要是凭决策者经验并借助

于隶属函数来刻画不确定性；概率统计研究的是“随机不确

定”现象的历史统计规律，其出发点是大样本，并要求对象服

从某种典型分布；灰色系统理论着重研究模糊数学、概率统

计难以解决的“少样本、贫信息”不确定性问题，通过充分挖

掘已有信息探索事物的内在规律。通常认为，项目时间参数

信息的不确定性是客观存在的，它不以人们主观认识的变化

而改变，也难以用某种典型概率分布来准确描述，更科学和

更有意义的做法是把它看成一个可能的区间，这和灰色系统

理论中白化权函数的定义是吻合的。

在灰色系统理论中，三角白化权函数最为常用也更好地

体现了项目工序“最乐观时间”、“最可能时间”与“最悲观时

间”的概率分布特点。本文将在前人研究的基础上，明确提

出工序持续时间为区间灰数的灰色网络计划模型，并采用三

角白化权函数反映灰区间内的概率分布。针对不确定性条

件下关键线路的易变性，重新定义了关键路径，建立了一整

套适合于灰色网络计划模型的区间灰数运算规则和排序规

则。采用白化期望与白化方差将灰区间中蕴含的信息完整

反映出来，并采用ＭＡＴＬＡＢ进行数值求解得到了项目完工工
期。

２　灰色网络计划模型构建

在使用带三角白化权函数的区间灰数建立灰色网络计

划模型之前，有必要结合所研究的问题给出一些定义。

２．１　灰工序和白化权函数
只知道取值范围而不知道其确切值的数叫做灰数［７］，通

常用符号表示。在实际项目中，根据工序持续时间特点，
可以用灰数表达工序持续时间。

定义１　灰工序是指工序持续时间介于ａ和ｂ之间某个
值，可以表示为∈［ａ，ｂ］；
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定义２　用来描述灰工序在其取值范围内对不同数值
“偏爱程度”的函数称为灰工序的白化权函数［８］，具有左升

右降的特点。如图１所示，该三角白化权函数集中反映了灰
工序持续时间的取值分布信息。

图１　典型三角化权函数
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｗｈｉｔｅｎｉｚａｔｉｏｎｗｅｉｇｈｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

定义３　对于灰工序∈［ａ１，ａ２］，若其白化权函数为
ｆ（ｘ），那么灰工序的白化均值为：


～
＝
∫
ａ２

ａ１
ｘｆ（ｘ）ｄｘ

∫
ａ２

ａ１
ｆ（ｘ）ｄｘ

定义４　设灰工序 ∈ ［ａｍ，ｂｍ］为具有取值分布信息

的随机灰数，则称Ｅ（）为灰工序的核，用符号
＾
来表示。

定义５　基于灰区间长度 ｌ（）和白化均值，有灰度的
公理化定义：

ｇ°（）＝ｌ（）


～

定义６　设
＾
为灰工序的核，ｇ°为灰工序的灰度，称


＾
（ｇ°）为灰工序的简化形式。灰工序的简化形式包含了工序

持续时间取值的全部信息。

定义７　带有白化权函数的灰工序的核等于该灰工序的
白化均值。

定义８　对于灰工序∈［ａ１，ａ２］，若其白化权函数为 ｆ
（ｘ），那么该灰工序的白化方差为：

Ｄ（）＝
∫
ａ２

ａ１
（ｘ－Ｆ（ｘ））２ｆ（ｘ）ｄｘ

∫
ａ２

ａ１
ｆ（ｘ）ｄｘ

定义９　对于灰工序∈［ａ１，ａ２］，若其白化权函数为 ｆ
（ｘ），且该灰工序在［ａ１，ａ２］的概率密度函数为ｇ（ｘ），那么存

在ｇ（ｘ）＝ ｆ（ｘ）

∫
ａ２

ａ１
ｆ（ｘ）ｄｘ

２．２　灰色网络计划模型
在灰色网络计划图中，各工序的持续时间参数为服从一

定取值分布的区间数，为了计算各节点时间参数，必须建立

一套合理的运算规则。尽管灰色系统理论中关于区间灰数

运算规则的研究长期以来备受关注，但至今尚未取得满意的

结果。近年来，刘思峰［９］以灰数的核和灰度为基础，提出了

基于核和灰度的区间灰数运算规则，并成功推广到以区间灰

数为基本元素的灰色代数方程、灰色微分方程、灰色矩阵运

算等众多情形，其中相关的运算法则和理论可以扩展到灰色

网络计划模型。困难在于计算灰工序持续时间的自由时差

时将面临区间灰数的排序问题，尤其当某灰工序存在两个以

上紧前或紧后工序时，就需要根据取大或取小规则进行必要

的取舍。目前，关于区间灰数的排序问题同样存在争

议［１０１３］：徐泽水将区间数排序问题转化为求解可能度矩阵的

排序向量，并给出了区间数排序的可能度法。刘思峰在考虑

区间灰数概率分布的基础上，提出了基于相关面积的灰数排

序新方法。综合上述研究成果，本文构建了以下灰色网络计

划模型的区间灰数运算规则和排序规则，为全面引入灰色系

统理论奠定了理论基础。

２．２．１　灰数的运算规则

若以
＾
１（ｇ°１）和

＾
２（ｇ°２）分别表示两个灰工序的持续时间，

根据灰度不减原理可得到下面四个运算规则：

（１）
＾
１（ｇ°１）＝

＾
２（ｇ°２）

＾
１＝
＾
２且ｇ°１＝ｇ°２

（２）
＾
１（ｇ°１）＋

＾
２（ｇ°２）＝（

＾
１＋
＾
２）（ｇ°１∨ｇ°２）

（３）－
＾
（ｇ°）＝（－

＾
）（ｇ°）

（４）
＾
１（ｇ°１）－

＾
２（ｇ°２）＝（

＾
１－
＾
２）（ｇ°１∨ｇ°２）

２．２．２　灰数的排序规则
若存在两灰工序１∈［ａ１，ｂ１］和２∈［ａ２，ｂ２］分别服从

概率密度为ｇ（ｘ）和ｇ（ｙ）的分布且１和２相互独立，如图

２所示，那么：

Ｐ（１ ＞２）＝

Ｄ１

ｇ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ


（Ｄ１＋Ｄ２）

ｇ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

规定：当Ｐ（１＞２）≥０５０时，有１≥２；反之则有

１＜２。显然，该排序规则并不反映两个灰数的绝对大

小，但它表达了概率意义下两个灰工序持续时间覆盖集合的

大小。

图２　灰数排序
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｒａｎｋｉｎｇｏｆｉｎｔｅｒｖａｌｇｒｅｙｎｕｍｂｅｒ

２．２．３　模型各节点时间参数的计算方法
以灰数的简化形式表达各工序的持续时间，灰色网络计

划模型中各节点时间参数的计算规则与确定性网络计划方

法相同。

１）灰工序网络计划模型的节点最早开始时间：
（ＴＥＳｉ－ｊ）＝ｍａｘ｛（Ｔ

ＥＳ
ｈ－ｉ）＋（Ｄｈ－ｉ）｝

其中，（Ｄｈ－ｉ）为紧前灰工序ｈ－ｉ持续时间的灰数，（Ｔ
ＥＳ
ｈ－ｉ）为

紧前灰工序ｈ－ｉ的最早开始时间的灰数，（ＴＥＳｉ－ｊ）为灰工序 ｉ
－ｊ的最早开始时间的灰数。
２）灰工序网络计划模型的节点最早完成时间：
（ＴＥＦｉ－ｊ）＝｛（Ｔ

ＥＳ
ｉ－ｊ）＋（Ｄｉ－ｊ）｝



２０１３年４月 世界科技研究与发展　　 管理学

ｗｗｗ．ｇｌｏｂｅｓｃｉ．ｃｏｍ 第２８１　　 页

３）灰工序网络计划模型的节点最迟开始时间：
（ＴＬＳｉ－ｊ）＝｛（Ｔ

ＬＦ
ｉ－ｊ）－（Ｄｉ－ｊ）｝

４）灰工序网络计划模型的节点最迟完成时间：
（ＴＬＦｈ－ｉ）＝ｍｉｎ｛（Ｔ

ＬＦ
ｉ－ｊ）－（Ｄｉ－ｊ）｝

其中，（Ｄｉ－ｊ）为紧后灰工序 ｉ－ｊ持续时间的灰数，（Ｔ
ＬＳ
ｉ－ｊ）为

紧后灰工序ｉ－ｊ的最迟完成时间的灰数，（ＴＬＳｈ－ｉ）为灰工序ｈ
－ｉ的最迟完成时间的灰数。
５）灰色网络计划模型的节点总时差：
（ＦＴｉ－ｊ）＝｛（Ｔ

ＬＳ
ｉ－ｊ）－（Ｔ

ＥＳ
ｉ－ｊ）｝

２．２．４　关键工序与关键线路的判定
在灰色网络计划模型中，灰工序的自由时差和总时差均

为区间数，这将使得关键工序呈现出易变性，给关键路径的

选取带来困难。传统 ＰＥＲＴ算法根据中心极限定理定义了
具有最大期望值的线路为关键线路，一般不会出现多条关键

线路，但它不能反映灰工序持续时间的时变性造成的关键线

路的多变性［１４１６］。ＳｔｅｆａｎＣｈａｎａｓ［１７］深入研究了区间网络计
划的关键线路并给出了区间关键路的定义和求解方法，然而

按照该方法常常得到多条关键路径，难以实现对项目的重点

控制。Ｗｉｌｌｉａｍｓ［１８，１９］等在研究 ＣＰＭ时曾提出了工作关键度
（ＡＣＰ）这一指标，它从概率的角度定义了不同工序的相对关
键程度，降低了次关键工作位于关键路线上的可能性，更具

合理性。受文献［１８］的启发，本文给出灰色网络计划中关键
路径新的定义：以Ｃｒ和Ｃｔ分别表示某条线路持续时间和除
该条线路之外的其他线路的持续时间，若存在 Ｐ（Ｃｒ≥Ｃｔ）＞
Ｐ（Ｃｔ≥Ｃｒ），则称该线路为关键线路。不难理解，灰工序排序
过程类似于对工序进行关键度排序，都是从持续时间和概率

两个方面表达了不确定性条件下关键工序的特征，这就保证

了所选出来的所谓“关键工序”位于关键线路上的概率是最

大的。确定关键线路的具体步骤如下：

步骤１：根据灰工序持续时间的白化权函数将工序作持
续时间用灰数的简化形式来表达。

步骤２：以灰数的核作为灰工序持续时间的代表值，并按
照确定型网络计划中计算时间节点的方法对各参数节点时

间进行计算，加减运算过程中灰度按取大原则进行。

步骤３：当某节点存在多个紧前工序或者紧后工序时，根
据灰工序大小的排序进行取舍，总时差灰数的核为最小的灰

工序即为关键工序。

步骤４：鉴于步骤３已经考虑了灰工序的排序，这就保证
了每个节点处选出的关键工序的持续时间在概率意义上是

最大的，连接这些关键工序所形成的线路符合关键线路的定

义。故顺次连接选出的关键工序即可找到关键路径。

步骤５：将项目总工期的灰数简化形式代入由定义３、定
义５和定义８组成的三个表达式，运用数值求解可得到项目
总工期的白化权函数。

３　案例分析

某新建项目共有Ａ—Ｊ十项工序，由于信息量不足，项目
管理人员只能估计出各工序的持续时间区间。该工程的灰

色网络计划图如图３所示。

图３　灰工作网络图
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｇｒｅｙｎｅｔｗｏｒｋｓ

根据类似项目的施工经验，可得到各工序在所估计区间

内的取值分布情况，采用三角白化权函数可表示为如下所示

的形式。（其中：工序Ｆ为虚工序，不再考虑其白化权函数）
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　　步骤１：将以上各工序持续时间用灰数的简化形式来表
达，汇总如表１所示。

表１　各工序持续时间的灰数简化形式
Ｔａｂｌｅ１　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｏｆｇｒｅｙｎｕｍｂｅｒａｂｏｕｔｗｏｒｋｓｄｕｒａｔｉｏｎ

工序
白化
均值

区间
长度

灰度 核
白化
方差

简化形式

Ａ ５．６７ ６．００ １．０６ ５．６７ １．５６ 
＾
１（ｇ°）＝５．６７（１．０６）

Ｂ ６．６７ ５．００ ０．７５ ６．６７ １．０６ 
＾
２（ｇ°）＝６．６７（１．０６

Ｃ ５．３３ ７．００ １．３１ ５．３３ ２．０６ 
＾
３（ｇ°）＝５．３３（２．０６）

Ｄ ６．３３ ７．００ １．１１ ６．３３ ２．０６ 
＾
４（ｇ°）＝６．３３（２．０６）

Ｅ ４．６７ ５．００ １．０７ ４．６７ １．０６ 
＾
５（ｇ°）＝４６７（１．０６）

Ｆ － － － － － －

Ｇ ６．００ ５．００ ０．８３ ６．００ １．１７ 
＾
７（ｇ°）＝６．００（１．１７）

Ｈ ５．６７ ５．００ ０．８８ ５．６７ １．０６ 
＾
８（ｇ°）＝５．６７（１．０６）

Ｉ ４．６７ ６．００ １．２９ ４．６７ １．５６ 
＾
９（ｇ°）＝４．６７（１．５６）

Ｊ ７．３３ ６．００ ０．８２ ７．３３ １．５６ 
＾
１０（ｇ°）＝７．３３（１．５６）

步骤２：计算各节点时间的时间参数，整理如表２所示。
表２　项目各工序时间参数

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｉｍｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｎｅｔｗｏｒｋｓ

工序
最早开始
时间ＥＳ

最迟开始
时间ＬＳ

总时差
ＴＦ

自由时差
ＦＦ

是否为
关键工序

Ａ ０．００ ２．００（１．３１） ２．００（１．３１） ０．００（１．０６） 否

Ｂ ０．００ ０．００（１．２９） ０．００（１．２９） ０．００（０．７５） 是

Ｃ ５．６７（１．０６） ７．６７（１．３１） ２．００（１．３１） ２．００（１．３１） 否

Ｄ ６．６７（０．７５） ６．６７（１．２９） ０．００（１．２９） ０．００（１．１１） 是

Ｅ ６．６７（０．７５） １３．３３（１．２９） ６．６６（１．２９） １．６６（１．２９） 否

Ｆ １３．００（１．１１） １８．００（１．２９） ５．００（１．２９） ０．００（１．２９） 否

Ｇ １３．００（１．１１） １３．００（１．２９） ０．００（１．２９） ０．００（１．２９） 是

Ｈ １３．００（１．１１） １８．００（１．２９） ５．００（１．２９） ０．００（１．２９） 否

Ｉ １９．００（１．１１） １９．００（１．２９） ０．００（１．２９） ０．００（１．２９） 是

Ｊ ２３．６７（１．２９） ２３．６７（１．２９） ０．００（１．２９） ０．００（１．２９） 是

步骤３：在某个灰工序出现多个紧前或紧后节点时，需要
对灰工序排序。以本例中 Ｆ工序的最早开始时间为例，
ＥＳ４－５ ＝ｍａｘ｛ＥＳ２－４ ＋３，ＥＳ３－４ ＋４｝＝ｍａｘ｛１１００（１３１），
１３００（１１１）｝。和确定性网络计划模型不同的是，灰工序是一
个区间数，不能直接进行比较大小。根据２．２中描述的灰工
序排序规则，不难得出 Ｐ｛１１００（１３１）＞１３００（１１１）｝＝０１５＜
０５０，这说明１３００（１１１）在概率意义上大于１１００（１１３）。

步骤４：总时差灰数的核最小的灰工序分别是Ｂ、Ｄ、Ｇ、Ｉ、
Ｊ，由它们组成的线路即为关键线路。很容易得到该项目总
工期为

Ｔ ＝
＾
２（ｇ°） ＋

＾
４（ｇ°） ＋

＾
７（ｇ°） ＋

＾
９（ｇ°） ＋

＾
１０（ｇ°） ＝

３１００（１．２９） （１）
步骤５：设项目总工期的三角白化权函数的相关参数分

别为ａ、ｂ、ｃ，则有：

ｆ（ｘ）＝

ｘ－ａ
ｂ－ａ，（ａ≤ｘ≤ｂ）

ｘ－ｃ
ｂ－ｃ，（ｂ≤ｘ≤ｃ

{ ）

由于各灰工序相互独立，故方差

Ｄ（Ｔ）＝Ｄ（２）＋Ｄ（４）＋Ｄ（７）＋Ｄ（９）＋
　　Ｄ（１０）＝１０６＋２０６＋１１７＋１５６＋１５６＝７４１ （２）
即：

Ｄ（Ｔ）＝
∫
ｃ

ａ
（ｘ－Ｅ（ｘ））２ｆ（ｘ）ｄｘ

∫
ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝７４１ （３）

根据灰工序的白化均值及灰度的定义，可得出

Ｅ（）＝
∫
ｃ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｄｘ

∫
ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝３１．００（１．２９） （４）

ｃ－ａ＝３１００×１２９； （５）
联立式（１～５），并采用 ＭＡＴＬＡＢ工具箱进行数值求解

可得到：ａ＝１１１７，ｂ＝３０６１，ｃ＝４９９７，画出总工期的三角白
化权函数如图４所示。通过该白化权函数可以较为直观的
了解项目总工期的分布情况，也很容易得到计划工期内的完

工概率。尤其值得注意的是，实际工程建设项目中关键路径

上的工序个数不一定能达到用中心极限定理对随机变量

∑Ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ（Ｎ≥３０）有关事件进行近似概率计算的要求，采用

传统ＰＥＲＴ算法将难以得出项目完工概率。而本文介绍的
模型具有一般性，能够为项目管理者提供较为客观的决策依

据。

图４　项目总工期的三角白化权函数
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｗｈｉｔｅｎｉｚａｔｉｏｎｗｅｉｇｈｔｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｏｔａｌｄｕｒａｔｉｏｎ

４　结论

合理的项目进度计划有助于提高项目的可控性，而以往

的研究无法准确描述项目工序持续时间的不确定性特征。

本文结合灰色系统理论，采用带三角白化权函数的区间灰数

来刻画各工序持续时间的不确定性，并以灰数的简化形式构

建了灰色网络计划模型。针对灰色网络计划图的特点，确定

了基于核与灰度的区间灰数运算法则，并给出了灰工序的排

序规则。经过实例验证，该模型具有较强的直观性，决策者

可以通过总工期的白化权函数清晰的了解项目工期的分布

情况。该模型同样适用于任意形式的白化权函数（如正态分

布、梯形分布等）且不受工序个数的限制，具有广泛的适应

性。本次研究是建立在各工序相互独立这一基础上的，通常

各工序相互独立的假定并不能保证，因此如何弱化这一假定

以更准确地反映项目的实际情况将是需要继续深入研究的

问题。
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