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考虑失效相关的圆柱蜗杆传动四阶矩可靠性分析

王智明，张亚飞
*，宋亚龙

(兰州理工大学 机电工程学院，甘肃 兰州 730050)

摘　要:为了评估圆柱蜗杆传动机构的可靠性，利用Taylor级数将蜗杆传动机构功能函数进行展开并得到其前四

阶中心矩，以此作为约束条件，结合最大熵原理分别得到蜗轮齿面接触强度和齿根弯曲强度结构功能函数的概

率密度函数，在此基础上，分析了蜗轮齿面接触和齿根弯曲两种失效模式的可靠性。另一方面，考虑蜗轮齿面接

触和齿根弯曲两种失效模式之间的相关性，建立了其失效相关条件下的可靠性模型，给出了两种失效模式之间

的相关系数和蜗轮总体可靠度。以某减速器蜗轮为例对所提方法通过蒙特卡洛仿真进行了验证。结果表明，基于

四阶矩和最大熵原理的可靠性方法具有较高的精度，蜗轮两种失效模式之间存在一定的相关性。因此，考虑失效

相关的蜗轮可靠性评估方法对于蜗杆传动的综合可靠性评估具有重要的意义。
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Reliability Analysis of Cylindrical Worm Drive Using Fourth-moment
Method Considering Failure Correlation

WANG Zhiming，ZHANG Yafei*，SONG Yalong
(School of Mechanical and Electronic Eng., Lanzhou Univ. of Technol., Lanzhou 730050, China)

Abstract:  In  order  to  evaluate  the reliability  of  the cylindrical  worm drive mechanism, the Taylor  series  expansion is  used to  expand the state

function of the worm gear mechanism and the first  four-order center moments of the structural  state function are obtained.  Regarding this as a

constraint condition, the probability density functions of the worm gear tooth surface contact strength and tooth root bending strength structural

state function are obtained by combining the maximum entropy principle. On the basis of the probability density functions, the reliability of the

two failure modes of the worm gear is analyzed. On the other hand, considering the correlation between the two failure modes of worm gear tooth

surface contact and tooth root bending, the reliability model under failure-related conditions is established, and the correlation coefficient between

the two failure modes and the overall reliability of worm gear are given. Taking the worm gear of a reducer as an example, the proposed method is

verified by Monte Carlo simulation. The results show that the reliability method based on the fourth moment and the maximum entropy principle

has  higher  precision,  and  there  is  a  certain  correlation  between  the  two  failure  modes  of  the  worm wheel.  Therefore,  the  failure-related  worm

wheel reliability assessment method is of great significance for the comprehensive reliability assessment of worm drive.
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蜗杆传动具有传动比大、传动平稳、自锁性好等

优点，广泛应用于冶金、矿山、起重等机械设备的减

速机构中。在服役过程中，蜗杆传动机构由于受环

境、载荷以及所用材料等因素的影响往往产生齿面

接触疲劳破坏、齿根弯曲断裂、齿面胶合和齿面磨损

等失效形式。然而，由于对磨损和胶合尚无成熟的定

收稿日期:2019 – 01 – 02

基金项目:国家自然科学基金项目（51565032）

作者简介:王智明（1969—），男，副教授，博士. 研究方向：数控机床的可靠性评估及其预防维修. E-mail：wangzhiming301@sohu.com

* 通信联系人 E-mail：zhang_yf1992@sohu.com

网络出版时间:2020 – 04 – 17 08 : 55 : 02        网络出版地址: http://kns.cnki.net/kcms/detail/51.1773.TB.20200416.1138.002.html

————————— http://jsuese.ijournals.cn　　http://jsuese.scu.edu.cn —————————

第 52 卷 第 3 期 工 程 科 学 与 技 术 Vol. 52 No. 3

2020 年 5 月 ADVANCED ENGINEERING SCIENCES May 2020

http://dx.doi.org/10.15961/j.jsuese.201900005
http://dx.doi.org/10.15961/j.jsuese.201900005
mailto:wangzhiming301@sohu.com
mailto:zhang_yf1992@sohu.com
http://jsuese.ijournals.cn
http://jsuese.scu.edu.cn


量计算方法，因此，在蜗杆传动设计过程中通常按齿

面接触强度和齿根弯曲强度计算。由于材料和结构

等原因，蜗杆的强度总是高于蜗轮的强度。因此，在

蜗杆传动机构可靠性设计中，对蜗轮进行可靠性设

计对于保证机械设备的正常运行具有重要的意义。

在传统蜗轮的设计过程中通常将许用应力、材

料影响系数、载荷系数、蜗轮转矩等设计参数视为定

值。然而，由于加工误差、材料的分散性以及偶然因

素等的影响，蜗轮的尺寸参数、材料参数和载荷等设

计参数均存在一定的随机性，该随机性使得传统

的定值设计方法难以满足蜗轮的设计要求。因此，考

虑设计参数随机性的可靠性设计方法更符合工程实

际[1–3]。在可靠性方法中，应力强度干涉模型广泛用

于机械结构和机械设备的可靠性分析，其中基于应

力强度干涉模型的一次二阶矩方法是最常用的可靠

性方法之一[4–5]。然而，由于其仅适用于结构功能函

数非线性程度不高的情况而限制了其应用范围。当

结构功能函数的非线性程度较高时，该方法会产生

较大误差甚至得出错误的结果。针对功能函数非线

性程度高的问题，文献[6–8]提出了可靠性高阶矩方

法，这些方法明显减小了设计误差。其中，四阶矩方

法因考虑了结构功能函数的均值、方差、偏度系数和

峰度系数等高阶矩信息而具有较高的精度，广泛应

用于汽车零件的可靠性设计[9–10]。信息熵也叫Shan-
non熵，是事件不确定性的度量。在给定的约束条件

下，所有可能的概率分布存在一个使信息熵取极大

值的分布，这就是最大熵原理。由于该概率分布是最

小偏见的最佳概率分布，其对于未知的概率分布具

有很好的估计效果，因此，其在机械可靠性的分析和

可靠度的计算中具有重要的作用[11–13]。在蜗轮传动

可靠性研究方面，周娜等[14]将可靠性设计理论与灵

敏度分析方法相结合，为蜗杆传动的可靠性设计提

供了理论依据。Zhao等[15]提出了一种新的数学方法

评估圆柱蜗轮传动的可靠性和灵敏度。因此，针对蜗

轮结构功能函数非线性程度较高的特点，采用基于

Taylor级数展开的四阶矩方法得到功能函数的前四

阶中心矩，以此作为约束条件，结合最大熵原理得到

蜗轮结构功能函数的概率密度函数，进而得到蜗轮

的可靠度。该方法由于采用了四阶矩方法可显著提

高蜗轮的可靠度分析精度。然而，由于蜗轮具有齿面

接触疲劳破坏和齿根弯曲断裂两种失效模式，且两

种失效模式的功能函数具有某些相同的设计变量，

所以两种失效模式间具有一定的相关性，不能简单

的把两种失效模式视为相互独立的失效形式。因此，

在考虑两种失效模式相关性的基础上对蜗轮进行可

靠性分析十分必要。

作者以圆柱蜗杆传动机构为研究对象，考虑其

设计参数的随机性，建立了蜗轮齿面接触疲劳和齿

根弯曲断裂两种失效模式的可靠性模型。针对其结

构功能函数非线性程度较高的特点，结合基于Taylor
级数展开的四阶矩方法和最大熵原理分析了蜗轮的

可靠性并用蒙特卡洛仿真进行了验证。在此基础上，

考虑两种失效模式之间的相关性，建立了蜗轮考虑

失效相关的可靠性模型，给出了相关系数和可靠度

的计算方法。

1   蜗杆传动失效相关的可靠性分析

1.1   蜗杆传动可靠性模型的建立

在圆柱蜗杆传动机构的设计中，由于材料和结

构等原因，蜗杆的强度总是高于蜗轮的强度。因此，

为了保证圆柱蜗杆传动的可靠性只需保证蜗轮的可

靠性。

蜗轮的齿面接触应力可按式（1）计算：

σH = ZEZρ

√
KT2

l3
（1）

ZE Zρ式中， 为材料弹性影响系数， 为接触系数，K为载

荷系数，T2为蜗轮转矩，l为蜗轮蜗杆中心距。

σH

σH ZE Zρ

设蜗轮的许用接触应力为[ ]，为了便于计算，

将[ ]、 、 、K、T2和l依次记为X1、X2、X3、X4、X5和

X6。根据应力强度干涉理论，当蜗轮的许用接触应力

大于齿面接触应力时蜗轮处于安全状态，可建立蜗

轮的齿面接触强度结构功能函数为：

Z1 =g1(X1,X2, · · · ,X6)=

[σH]−σH = [σH]−ZEZρ

√
KT2

l3
（2）

蜗轮的齿根弯曲强度可按式（3）计算：

σF =
1.53KT2

d1d2m
YFa2Yβ （3）

σF

Yβ

式中， 为齿根弯曲应力，d1为蜗杆分度圆直径，d2为

蜗轮分度圆直径，YFa2为蜗轮齿形系数， 为螺旋角

影响系数，m为蜗杆模数。

σF σF

Yβ

设蜗轮的许用齿根弯曲应力为[ ]，将[ ]、K、

T2、d1、d2、YFa2和 依次记为X1、X2、X3、X4、X5、X6和

X7。同理，蜗轮的齿根弯曲强度结构功能函数为：

Z2 =g2(X1,X2, · · · ,X7)=

[σF]−σF = [σF]− 1.53KT2

d1d2m
YFa2Yβ （4）

1.2   基于四阶矩和最大熵原理的可靠性方法

在可靠性矩方法中，通常把结构功能函数进行

Taylor级数展开，通过求解结构功能函数的各阶中心

矩对结构进行可靠性评估。改进一次二矩方法是最
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常用的可靠性方法，但是其仅适用于非线性程度不

高的结构功能函数。而四阶矩方法可以有效地解决

结构功能函数非线性程度较高的问题，通过将结构

功能函数展开为Taylor级数并保留2次项，利用各随

机变量的前四阶矩估计结构功能函数的前四阶矩，

在此基础上可对结构进行可靠性分析[16]。

设含有n个随机变量的结构功能函数为：

Z = g(X) = g(X1,X2, · · · ,Xn) （5）

· · ·，式中：X为n维随机向量；Xi（i=1，2，  n）为服从正态

分布的第i个随机变量。
µXi1、µXi2、µXi3、µXi4

Z µ

设Xi的前四阶中心矩分别为 ，

将 在均值 处做Taylor级数展开并保留2次项可得：

Z = g(µ)+ (X−µ)T ∂g
∂X
+

1
2

(X−µ)T ∂
2g
∂X2

(X−µ) （6）

Z
µZ µZ2 µZ3 µZ4

由式（6）可近似得到结构功能函数 的前四阶中

心距 、 、 、 ，其分别为：

µZ = E(Z) = g(µX)+
1
2

n∑
i=1

(
∂2g (µX)
∂X2

i

µXi2

)
（7）

µZ2=σ
2
Z = E

[
(Z−µz)2

]
=

n∑
i=1

[
∂2g (µX)
∂X2

i

]2

µXi2+

n∑
i=1

∂g (µX)
∂Xi

∂2g (µX)
∂X2

i

uXi3+
1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

[
∂2g (µX)
∂Xi∂X j

]2

×

µXi2µX j2+
1
4

n∑
i=1

[
∂2g (µX)
∂X2

i

]2 (
µXi4−3µ2

Xi2

)
（8）

µZ3 =E
[
(Z−µz)3

]
=

n∑
i=1

[
∂2g (µX)
∂X2

i

]3

µXi3+

3
2

n∑
i=1

[
∂g (µX)
∂Xi

]2
∂2g (µX)
∂X2

i

(
µXi4−3µ2

Xi2

)
+

3
n∑

i=1

n∑
j=1

∂g (µX)
∂Xi

∂g (µX)
∂X j

∂2g (µX)
∂Xi∂X j

µXi2µX j2 （9）

µZ4=E
[
(Z−µz)4

]
=

n∑
i=1

[
∂g (µX)
∂Xi

]4 (
µXi4−3µ2

Xi2

)
+

3
n∑

i=1

n∑
j=1

[
∂g (µX)
∂Xi

]2[
∂g (µX)
∂X j

]2

µXi2µX j2 （10）

根据Jaynes最大熵原理，最大熵的概率密度函数

可表示为：

fX(x) = exp(−
m∑

i=0

aixi) （11）

· · ·，式中，a0，a1，  am为待定参数。

根据概率论相关理论，对于给定的随机变量X，

其前i阶中心矩可以表示为：

µXi = E
[
(X−µX)i

]
=

w +∞
−∞

(x−µX)i fX(x)dx （12）

µX0设 为X的第0阶矩，则由式（12）可得到X的前

四阶矩的表达式为：

µX0 = 1,µX1 = 0,µX2 = σ
2
X,µX3 =CSσ

3
X,µX4 =CKσ

4
X

（13）
σX式中， 为标准差，CS为偏态系数，CK为峰度系数。

µX σX

为了便于计算，把随机变量X转换为标准随机变

量，令Y=（X– ）/ ，由式（12）知，Y的前四阶矩分别为：
µY0 = 1,µY1 = 0,µY2 = 1,µY3 =CS ,µY4 =CK （14）

根据式（12）和式（14），将随机变量Y的前四阶矩

作为约束条件可得到积分方程组：

µY i=E(Y i) =
w +∞
−∞

yi fY (y)dy=
w +∞
−∞

yiexp(−
m∑

i=0

aiyi)dy, i = 0,1,2,3,4 （15）

式中，fY（y）为随机变量Y的概率密度函数。

根据式（15）中得到的参数a0、a1、a2、a3、a4，则结

构的失效概率为：
Pf = P(Y ≤ 0)=w − uZ

σZ

−∞
exp(−

m∑
i=0

aiyi)dy, i = 0,1,2,3,4 （16）

结构的可靠度为：
R = 1−Pf （17）

1.3   考虑蜗轮两种失效模式失效相关的可靠性分析

蜗轮具有齿面接触疲劳和齿根弯曲断裂两种失

效模式，对于这类两种失效模式或者多种失效模式

的机械零件来说，其通常将各种失效模式视为是相

互独立的，其可靠度可表示为：
R = R1R2 · · ·Rn （18）

由于各失效模式之间的内在联系，具有两种或多

种失效模式的机械零件往往具有一定的相关性[17–18]。

考虑到蜗轮两种失效模式的结构功能函数含有相同

的设计参数K和T2，因此，其具有一定的相关性。若仅

认为蜗轮的两种失效模式是相互独立的，显然不符

合工程实际情况。因此，考虑失效相关条件下的蜗轮

可靠性评估十分必要。

根据式（5）可得其两种失效模式之间的相关系

数为：

ρZ1Z2 =
cov(Z1,Z2)
σZ1σZ2

=

n∑
i=1

∂g1
(
µXi

)
∂Xi

∂g2
(
µXi

)
∂Xi

σ2
Xi√

n∑
i=1

(
∂g1

(
µXi

)
∂Xi

σXi

)2
√

n∑
i=1

(
∂g2

(
µXi

)
∂Xi

σXi

)2
（19）

Z1 Z2 Z1 Z2式中，cov（ ， ）为随机变量 和 的协方差。
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Z1 Z2

根据概率论相关理论，具有相关性的两正态随

机变量 和 其概率密度为：

f (Z1,Z2) =
1

2π(det (C))1/2×

exp
[
−1

2
(Z−u)TC−1 (Z−u)

]
（20）

各参数分别为：
Z = [z1 z2]T,

µ = [µ1 µ2]T,

C =
[
σ2

1 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

] （21）

z1 z2 Z1 Z2

σ1 σ2 ρ Z1 Z2

式中， 、 为函数变量，μ1、μ2为分别为随机变量 和 的

均值， 、 为为标准差， 为随机变量 和 的相关系数。

因此，蜗轮的总体可靠度为：

R =
w +∞

0

w +∞
0

f (z1,z2)dz1dz1 （22）

2   工程实例分析

某减速器闭式圆柱蜗杆传动机构，输入功率

P=7.5 kW，传动比i=30，蜗杆的转速n=1 450 r/min，传
动效率为η=0.8，要求寿命为12 000 h。考虑传动功率

不大，蜗杆采用45钢，为了得到较好的耐磨性，齿面

需淬火使其硬度达到45～55 HRC。蜗轮采用铸锡磷

青铜ZCuSn10P1，轮芯采用HT100制造。由于蜗轮蜗

杆中心距l、蜗杆分度圆直径d1、蜗轮分度圆直径d2等

尺寸仅在公差范围内变动，变动范围较小，故取其变

差系数为0.015。由于蜗杆模数都是标准化的，故将其

视为常数且有m = 8。蜗轮其它设计参数的均值、标准

差和变差系数如表1和2所示。

设表1和2中各随机变量均服从正态分布，故可

得各随机变量的偏度系数为0和峰度系数为3。根据

式（2）和（4），蜗轮齿面接触强度功能函数的1阶偏导

数和2阶偏导数分别为：

∂g1 (µX)
∂X

=

[
∂g1 (µX)
∂ [σH]

,
∂g1 (µX)
∂ZE

,
∂g1 (µX)
∂Zρ

,
∂g1 (µX)
∂K

,

∂g1 (µX)
∂T2

,
∂g1 (µX)
∂l

]
= [1.000 0,−1.160 3,−67.751 9,

−76.710 8,−0.000 1,1.392 3];

∂g2
1 (µX)
∂X2

i

=

0 0 0 0 0 0
0 0 −0.423 4 −0.479 4 0 0.008 7
0 −0.423 4 0 −27.996 7 0 0.508 1
0 −0.479 4 −27.996 7 31.698 7 0 0.575 3
0 0 0 0 0 0
0 0.008 7 0.508 1 0.575 3 0 −0.017 4


。

同理，蜗轮齿面弯曲强度功能函数的1阶偏导数

和2阶偏导数分别为：

∂g2 (µX)
∂X

=

[
∂g2 (µX)
∂ [σF]

,
∂g2 (µX)
∂K

,
∂g2 (µX)
∂T2

,
∂g2 (µX)
∂d1

,

∂g2 (µX)
∂d2

,
∂g2 (µX)
∂YFa2

,
∂g2 (µX)
∂Yβ

]
= [1.000 0,−22.789 9,

0,0.344 7,0.084 1,−9.608 3,−30.006 3];

∂g2
2 (µX)
∂X2

i

=

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.2849 0.0695 −7.9407 −24.7986
0 0 0 0 0 0 0
0 0.2849 0 −0.0086 −0.0011 0.1201 0.3751
0 0.0695 0 −0.0011 −0.0005 0.0293 0.0915
0 −7.9407 0 0.1201 0.0293 0 −10.4552
0 −24.7986 0 0.3751 0.0915 −10.4552 0


。

µZ11= 32.364 8, µZ12= 242.109 2,µZ13= −185.251 5,

µZ14= 1.755 8×105

把蜗轮齿面接触强度和齿根弯曲强度功能函数

的1阶偏导数和2阶偏导数分别代入式（7）、（8）、（9）和
（10），则蜗轮齿面接触强度功能函数的前四阶中心

矩为：

。

µZ11= 32.364 8, µZ12= 242.109 2,µZ23= −6.923 8,

µZ24=619.928 7

同理，蜗轮齿根弯曲强度功能函数的前四阶中

心矩为：

。

CSZ1 = −0.049 2,CKZ1 =

2.995 4

由式（13）可得到蜗轮齿面接触强度功能函数的

峰度系数和偏度系数分别为：

。

蜗轮齿面弯曲强度功能函数的峰度系数和偏度

 

表 1　蜗轮齿面接触强度各随机变量的均值、标准差和变

差系数

Tab. 1　 Mean，standard deviation  and  coefficient  of  vari-
ation of random variables of worm gear contact
strength

 

参数 σF[ ] ZE Zρ K T2 l

均值 218 160 2.740 1.210 1 185 517 200

标准差 10.900 5.280 0.090 0.040 59 276 3.000

变差系数 0.050 0.033 0.033 0.033 0.050 0.015
  

表 2　蜗轮齿根弯曲强度各随机变量的均值、标准差和变

差系数

Tab. 2　 Mean，standard deviation  and  coefficient  of  vari-
ation of random variables of worm gear root
bending strength

 

参数 σF[ ] K T2 d1 d2 YFa2 Yβ

均值 36 1.21 1 185 517 80 328 2.87 0.919

标准差 1.900 0.040 59 276 1.200 4.920 0.273 0.030

变差系数 0.050 0.033 0.050 0.015 0.015 0.033 0.033
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CSZ2 = −0.126 5,CKZ2 = 2.982 6系数分别为： 。

根据式（14）和（15），蜗轮两种功能函数概率密

度函数的参数值ai（i=0，1，2，3，4）如表3和4所示。

根据式（16）和（17）可得到蜗轮齿面接触强度和

齿根弯曲强度的可靠度分别为RH = 0.98和RF = 0.986 7。
为了验证本文方法的精度，利用蒙特卡洛方法分别

仿真1 000 000次视为精确值，其值分别为0.979 8和
0.995 4。对比结果可知，蜗轮齿面接触强度可靠度的

误差仅为0.02%，非常接近精确值，而蜗轮齿根弯曲

强度可靠度的误差为0.87%。常用的改进一次二阶矩

方法（设计验算点法）计算的齿面接触强度和齿根弯

曲强度可靠度分别为0.979 5和0.983 0，其相对误差

分别为0.03%和1.25%，为了得到精确的结果其需要

迭代的次数分别为4和6。因此，所提方法具有较高的

求解精度且不需要迭代计算。

R = R1×R2 = 0.975 3

若将蜗轮齿面接触和齿根弯曲失效两种失效模

式视为相互独立的失效形式，根据式（18）可知，蜗轮

总体的可靠度为： 。

ρZ1Z2 =0.155 9

考虑蜗轮两种失效模式之间的相关性，由式（2）
（4）和（19）可得其相关系数为 。

显然，由于蜗轮齿面接触和齿根弯曲两种功能

函数存在相同的随机变量，导致两种失效模式存在

一定的相关性，这会对蜗轮的总体可靠性产生一定

的影响。

z1

z2

根据式（20）、（21）可得到考虑蜗轮失效相关的

概率密度函数。自变量 在区间[–50，100]和自变量

在区间 [ – 5 0，50]的概率密度函数的图像如图1
所示。

RZ

由式（22）可得到考虑蜗轮失效相关的总体可靠

度为  = 0.968 2。由前面的计算结果可知，未考虑蜗

轮两种失效模式相关性时的可靠性计算结果为0.975 3，
可见，和考虑相关性的计算结果相比，两者相对误差

为0.73%。

在本实例中，蜗轮的齿面接触强度的可靠度相

对于齿面弯曲强度的可靠度较低。根据齿面接触结

构功能函数的设计参数可知：一方面，可选用较好的

材料以提高齿面接触许用应力值；另一方面，考虑各

设计参数均为随机变量，也可通过减小控制各设计

参数的分散性提高蜗轮的可靠性。此外，保持良好的

润滑状态、良好的散热方式、采用变位蜗轮等都可在

一定程度上提高蜗轮的可靠性。

3   结　论

考虑蜗轮设计参数的随机性，结合基于Taylor级
数展开的四阶矩方法和最大熵原理分析了蜗轮齿面

接触和齿根弯曲两种失效模式，考虑两种失效模式

之间的相关性，给出了其失效相关的相关系数和考

虑失效相关的可靠度计算方法，得出的结论如下：

1） 蜗轮齿面接触和齿根弯曲两种失效模式之间

存在一定的相关性，其相关性对于蜗轮的总体可靠

度有一定的影响。传统可靠性方法把两种失效模式

视为相互独立，其可靠性估计相对乐观。

2） 结合基于Taylor级数展开的四阶矩方法和最

大熵原理的可靠性方法具有较高的精度。另一方面，

蜗轮齿根弯曲强度的可靠度高于齿面接触强度的可

靠度，在设计过程中，要注重齿面接触强度的可靠性

设计。
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