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平面隐式曲线的 Hermite 插值逼近 

魏  利， 赵晶洁， 黄慧敏 

(南京师范大学教育信息工程研究所，江苏 南京 210097) 

摘 要：隐式曲线在医学图像处理、地理信息系统、数值场可视化等领域中有着重要应用。

在分析点采样和曲线逼近理论的基础上，提出一种运用 Hermite 插值方法逼近平面隐式曲线的

算法。首先将曲线绘制区域网格化，在网格单元各边中通过线性插值计算曲线采样点；其次通

过计算采样点精简前后构成的曲线段之间产生的误差优化采样点；最后通过 Hermite 插值法逼

近隐函数曲线。实验表明，通过该算法绘制出的曲线在采样点数量较少的情况下，其光滑度和

准确度仍较高。 
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Approximating Planar Implicit Curves with Hermite Interpolation 

WEI Li,  ZHAO Jingjie,  HUANG Huimin 

(Institute of Educational Information Engineering, Nanjing Normal University, Nanjing Jiangsu 210097, China) 

Abstract: Implicit curves play an important role in medical image processing, geographic information 

system, and numerical field visualization. On the basis of sampling point analysis and curve 

approximation method, we introduce an algorithm for approximating planar implicit curves by means 

of Hermite interpolation. The sampling points were firstly obtained by linearly interpolating each 

edge of the grid cells distributed uniformly in the grid region. Then, we calculated the error between 

curve segments before and after optimizing. Once the error meets the optimizing requirements, the 

sampling points are consequently optimized. Finally, the algorithm approximated the implicit curves 

by the Hermite interpolation method. Experiments have shown that even when the number of 

sampling points is small, the curves drawn by the algorithm still have relatively higher smoothness 

and accuracy. 
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隐式曲线是计算机辅助几何设计和计算机图

形学的重要研究内容[1-2]，因其可描述平面上任意不

规则的形状，且在离散采样曲线重建过程中，具有

自动过滤数据噪声的优点，在生物学[3-4]、气象学[5]、

地理学[6]、石油勘探及物探[7]等领域有着广泛且重

要的应用。 

目前，国内外学者主要采用连续跟踪法[2]和细

分法[8]绘制隐式曲线。连续跟踪法是从曲线上某一

点开始借助一定的规则连续跟踪绘制曲线，如 TN

法[9]、正负法[10-11]和短线截交法[12]等。这类方法原

理简单，容易实现，但其难点在于很难选择一个优

化的起始点。细分法是一种常用的隐式曲线绘制方

法[13]，该方法首先需要估计其绘制区域，然后排除

无关区域，并对有关区域不断细分，直到该区域达
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到一个像素大小为止，再将其绘制出来。该方法虽

能绘制出曲线，但是由于该方法无法优化采样点的

分布[14]，因此会生成“胖”曲线[15]。文献[15]对细分

法进行了改进，并将自动微分技术与泰勒方法引入

其中，该方法可绘制任意复杂的隐式曲线，但其效

率(CPU 占用时间)有待提升。 

绘制平面隐式曲线的方法虽各有不同，但其包

含了相同的过程，即获取采样点和曲线折线化。本

文参照上述过程并结合已有研究，提出一种新的隐

式曲线绘制方法，借鉴移动立方体(marching cubes, 

MC)方法[16]对绘制区域网格化获取采样点；为减少

数据量，提高曲线绘制质量和逼近精度，对采样点

数量进行了优化处理；曲线折线化则通过分段

Hermite 插值实现。实验表明，相比其他隐式曲线

绘制方法，本文方法既能减少数据量，同时还可保

证曲线准确性和光滑度。 

1  Hermite 插值 

分段三次 Hermite 插值是函数拟合和插值的基

本方法[17]。对于给定 n+1 个插值点 x0<x1…<xn 和这

些插值点上关于函数 f(x)的函数值 y0，y1，y2，…，

yn 及导数值 m0，m1，…，mn，对任意 i=0，1，2，…

n，在区间[xi，xi+1]构造次数不大于 3 的多项式的分

段插值，且有 H(xi)=yi和 H′(xi)=mi，那么函数 H(x)

即为插值点(x0, y0)，(x1, y1)，…，(xn, yn)的分段三次

Hermite 插值函数。 

若已知两点 P0、P1 及其切向矢量 P0′、P1′，即

可根据两点构成的三次 Hermite 参数方程求出插值

点进而描述点 P0、P1 间的曲线。 

为推导出三次 Hermite 参数方程[18]，首先假设

平面上一条三次参数曲线表达式为 
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根据式(1)，设该曲线的矢量表达式为 

 2 3( )t t t t      P a b c d  (2) 

其一阶求导式为 

 2
0 ( ) 2 3t t t      'P b c d  (3) 

其中，0≤t≤1，P、a、b、c、d 均为矢量，根据几

何定义可知，当 t=0 时，曲线表达式的值即为端点

P0；当 t=1 时，曲线表达式的值即为另一端点 P1。

然后结合式(2)和式(3)即可求得 P0、P1、 0
'P 、 1

'P 的

关系式，从而解得 
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最后将式(4)中的各系数值带入式(2)中即可得三

次 Hermite 插值参数函数一般式 

P(t)=P0(2t3–3t2+1)+P1(3t2–2t3)+ 

0
'P (t3–2t2+t)+ 1

'P (t3–t2)               (5) 

本算法中即采用三次 Hermite 插值参数函数即

式(5)计算采样点间的插值点进而逼近隐式曲线。 

2  算法梗概 

本文平面隐式曲线 Hermite 插值逼近算法的处

理过程分为 3 步：网格化获取采样点、优化采样点

和曲线折线化。 

(1) 网格化获取采样点。首先将曲线绘制区域

网格化，再在网格单元各边中通过线性插值计算曲

线采样点。 

(2) 优化采样点。为减少数据量，提高绘制质

量和逼近精度，本算法对采样点进行了优化处理，

优化前判断采样点能否被精简，即计算采样点精简

前后构成的曲线之间产生的误差是否符合优化要

求，若符合优化要求则其可被精简。 

(3) 曲线折线化。对于优化后的采样点通过

Hermite 插值逼近隐函数曲线。 

3  算法步骤 

3.1  网格化获取采样点 
本算法借鉴 MC 方法，通过网格离散化后获取

曲线采样点。MC 算法是一种经典的基于体元构造

等值面的算法，其主要思想是将三维构造空间划分

为一定数量的体元，再将体元的每个顶点进行分类

标记，然后对顶点标记互异的边通过插值法求出采

样点，最后用三角面片逼近等值面。该方法也可降

维应用于二维等值线的绘制(称其为二维 MC 算

法)，具体内容为将绘制区域网格离散化，并对每个

网格单元顶点分类标记，然后对顶点标记互异的边

通过插值法求出采样点，最后在对采样点不做任何

处理的情况下将其连接起来，从而绘制出曲线。虽

然 MC 算法中采样点连接存在复杂的二义性问题，

但是该算法原理简单、容易实现，因此得到了广泛

的应用。 
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获取采样点的思路为：设隐函数 F(x, y)=0，在

平面上均匀地构造 N×N 个网格单元，并获取每个网

格单元顶点的坐标及函数值，若函数值大于或等于

0 的顶点标记为“+”，小于 0 则标记为“–”。假设采

样点在网格单元内是线性变化，那么可推断，网格

中存在两端点标记分别为“+”和“–”的边上存在采样

点，便可通过线性插值确定该点。但是算法中可能

出现二义性，图 1 中的网格单元边存在采样点 A、
B、C、D，其连接顺序即会出现图 1 中(a)和(b)两种

情况。为解决此问题，本算法首先计算出每个网格

单元中心点坐标、函数值和标记，进而在每个网格

单元中构造 4 个三角形如图 2(a)所示，以 ΔV0V1V2

为例，采样点的情况将会有图 2(b)~(e) 4 种情况(图

中的点 P1、P2 为获取的采样点)，如此便可避开图

1 中可能出现的二义性。 

 

            
 

(a) 连接顺序 1            (b) 连接顺序 2 

图 1  二义性情况 

 

   
 

(a) 网格单元      (b) 采样三角形     (c) 采样情况 1   

 

     
(d) 采样情况 2              (e) 采样情况 3 

 
图 2  网格单元及采样情况 

 
3.2  优化采样点 

为减少数据量，本算法对采样点进行了优化。

判断采样点能否被精简的要求是：采样点精简前后

构成的曲线之间产生的误差大小。如图 3 所示，设

待精简采样点 N、D、B、A、M 5 点连接而成的原

始折线段 Line，由 Hermit 插值法计算出 N、M 之

间的插值点 N、a、b、M 构成的折线段来逼近 Line。

不难发现采样点精简前后产生的误差可由图中阴

影部分的面积 S 表示。假设允许误差不能超过，
若 S≤，满足优化要求，即可精简 D、B、A 3 点，

反之则不能精简。那么计算出阴影面积 S 即成为采

样点优化的关键。本算法通过求两条折线段的交点

和计算多边形面积两步完成阴影面积 S 的计算。 
 

 
 

图 3  误差示例图 
 

交点计算方法以图 3 中 DB 与 Na 两折线段为

例，设其交点为 P。设线段 DB、Na 的矢量方程分

别为 

    0 0 (0 1)t t    P D B D ，  (6) 

  1 1( ) (0,1)t t    P N a N  (7) 

其中，t0、t1为定比参数。假设两折线段有交点，联

立式(6)、(7)可得 

    0 1t t      D B D N a N  (8) 

计算可得 t0、t1 的解。若 t0、t1 有无穷解，则两

线段关系为平行或重合；若 t0、t1 有唯一解，且 t0、

t1 的值均在(0, 1)，即可判定两线段有且只有一个交

点，将其代入式(6)或式(7)可求出交点 P。 

误差面积计算方法以图 3 中多边形 NDP 面积

为例。其计算方法为在平面内任取一点 O，如图 4

所示，通过三角形向量面积公式计算出 ΔNOP、
ΔDOP、ΔDON 的面积，其和的绝对值为 ΔNDP 面

积，即 SNDP=|SNOP+SDOP+SDON|。依次类推，计算出

图 3 中所有多边形面积之和为 S=|SNDP+SPaP1B+ 

SAP1bM|，S 即为折线段 Line 精简前后的误差。判断

S 与的大小关系，即可判断采样点能否优化。 
 

 
 

图 4  多边形 NDP 
 

3.3  曲线折线化 

对于精简后的采样点集，分别计算出各点切

向，通过三次 Hermite 参数函数式(5)按点序分段插

值逼近隐式曲线，其中插值点数量根据实际曲线光

滑度要求进行设置。 
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4  实验与数据 

利用本算法在 PC 机上基于 Windows 平台和

OpenGL 图形设备接口及 Visual C++6.0实现了如下

隐式函数曲线的绘制 

 2 2 0.5 0x y    (9) 

 6 610 0.5 0x y    (10) 
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(13) 

为方便说明和比较，本文中的曲线均在 30×30

的网格中获取采样点绘制曲线，表 1 为各曲线在不

同允许误差的情况下采样点优化情况，从表 1 可

知，允许误差越大，优化率越大，优化后采样点

个数越少；反之允许误差越小，其优化率越小，

优化后采样点个数越多。同时结合曲线绘制结果可

知同一隐函数曲线随着允许误差逐渐增大，曲线

光滑度也随之变化，其中106 和105 情况下，

曲线光滑度较为乐观，而在103情况下，曲线光

滑度较低(图 5)。表 1 中，可简单得出结论曲线优

化率与其形状复杂度存在关系；从图 6 中可看到，

四角星中存在切向矢量值变化较大的 4 个角的采

样点，即使经过优化处理之后，本算法也能保留

切向矢量值变化较大的点，从而确保了曲线特征

的完整性。 

因本算法借鉴了 MC 算法思路获取采样点，并

与二维 MC 算法绘制的隐式曲线情况作了对比，显

示有一定的可比性，能说明本算法中采样点优化情

况。通过实验可发现，在同等网格数量 30×30 条件

下，二维 MC 算法绘制的隐式曲线光滑度和准确度

与本算法允许误差106的情况相似，对比这两种

情况下绘制隐式曲线的采样点数量更有说服力。从

图 7 中可看出，本算法若要达到与 MC 算法同等

的光滑度，对于较简单的曲线(如圆、圆角矩形等)

本算法可通过约其采样点数量的 1/4 即可实现，对

于特征较多的曲线(如心形曲线、四角星曲线、花

形曲线等)，本算法可通过约其采样点数量的 1/2

即可实现。 

 
表 1  不同允许误差情况下采样点个数及压缩率比较 

公式 优化前数据(点个数) 
106 105 104 103 

A(个) B(%) A(个) B(%) A(个) B(%) A(个) B(%) 

式(9) (圆) 390 98 74.8 81 79.3 45 88.5 22 94.3 

式(10) (圆角矩形) 464 133 63.8 72 80.4 40 89.1 18 95.1 

式(11) (心形曲线) 376 174 59.6 116 69.1 79 79.0 51 86.4 

式(12) (四角星曲线) 496 238 52.0 215 56.6 149 70.0 84 83.1 

式(13) (花形曲线) 240 91 62.1 53 77.9 32 86.7 20 91.2 

注：A 表示优化后数据点个数，B 表示优化率 

 
 

 
(a) 106 

 
(b) 105 

 
(c) 104 

 
(d) 103 

 
图 5  圆角矩形(式(10))曲线在不同允许误差下的绘制情况 
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(a) 圆 
 
(b) 圆角矩形 

 
(c) 心形曲线 

 
 

(d) 四角星曲线 
 
(e) 花形曲线 

 
图 6  允许误差为105 情况下各隐式曲线绘制情况 

 

 
 

图 7  二维 MC 算法与本文算法允许误差为106 情况下

采样点数量对比图 
 

5  结 束 语 

本文给出的平面隐式曲线的 Hermite 插值逼近

算法，成功地实现了隐式曲线的绘制。从实验结果

可看出，采样点优化率可观，有效地节省了存储空

间，还可根据不同误差要求控制采样点优化数量和

曲线光滑度。虽然此算法能较好地处理切向矢量值

变化较大的采样点，但是其绘制类似四角星 4 个角

尖点时光滑度不理想，这将在后续工作中有待进一

步探讨与改进。 
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