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摘要 本文首先介绍直到 21世纪初有关退化椭圆方程的一些重要的微局部分析研究成果以及相关成

果近年来在非线性动理学方程上的应用. 本文关注这些方程的微局部退化椭圆性结构, 尤其是 Boltz-

mann 方程和 Landau 方程的各向异性的超抛物结构以及相应的亚椭圆特性等性质. 最后介绍本文作

者对几个相关问题的展望和思考.
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1 引言

退化椭圆方程作为偏微分方程理论的一个专门研究分支开始于 20 世纪 60 年代初, 苏联数学家

Oleinik和 Radkevic的专著《具非负特征形式的二阶微分方程》[38] 对这个方向早期的工作和问题背景

有比较详细的介绍. 二阶线性退化椭圆方程的基本形式为

Lu = −
n∑

j,k=1

ajk(x)∂
2
jku+

n∑
j=1

bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x), (1.1)

这里 ajk、bj 和 c 都是定义在 Rd 的一个开区域 Ω 上的实值光滑函数, 其中二阶系数组成的矩阵

(ajk(x)) 对于所有的 x ∈ Ω 是 d × d 非负定矩阵. 这类方程包括椭圆型方程、抛物型方程和超抛物型

方程等. 本文介绍作者熟悉的关于这类退化椭圆型方程的微局部分析理论, 包括退化椭圆估计、弱解

的光滑性和相应非线性问题的微局部结构等. 由于篇幅的原因, 其他一些相关的重要问题, 如退化椭

圆算子的谱理论和退化椭圆边值问题, 都需要专门的文章来介绍.

2 线性算子的亚椭圆性

本节介绍 20 世纪 70 年代至 21 世纪初关于退化椭圆算子的几个经典结果, 这也是微局部分析理

论的主要成果之一.
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2.1 二阶次椭圆算子

首先介绍 Hörmander 型的向量场平方和算子:

H = −
m∑
j=1

X2
j +X0, (2.1)

这里 X0, X1, . . . , Xm 是定义在开区域 Ω ⊂ Rd 上的光滑向量场, 满足下面的 Hörmander 条件:

(H)

X0, X1, . . . , Xm 和它们的所有交换子 Xα = [Xα1 , . . . , [Xαs−1 , Xαs ] · · · ]

在 Ω 的每一点生成切空间.

这里交换子 Xα, α = (α1, . . . , αs) ∈ {0, 1, . . . ,m}s 被称为 p 阶交换子, 如果 p = 2j + (s− j), 其中向量

场 X0 出现 j 次. Hörmander 条件的一个精细版本是: X0, X1, . . . , Xm 和它们所有阶数小于等于 r 的

交换子 Xα 在 Ω 的每一点生成切空间, 这时候称为 r 阶 Hörmander 条件.

下面是几个典型的例子:

(1) Rd
x 上的 Laplace 算子

−∆x = −
d∑

j=1

∂2
xj
, Xj = ∂xj , j = 1, . . . , d, X0 = 0;

(2) R3
x 上的退化椭圆算子

D = −∂2
x1

− x2k
1 ∂2

x2
− x2m

2 ∂2
x3
, X1 = ∂x1 , X2 = xk

1∂x2 , X3 = xm
2 ∂x3 , X0 = 0;

(3) R+
t × Rd

x 上的热传导算子

T = ∂t −
d∑

j=1

∂2
xj
, Xj = ∂xj , j = 1, . . . , d, X0 = ∂t;

(4) R+
t × Rd

x × Rd
v 上的 Kolmogorov 算子

K = ∂t + v · ∇x −
d∑

j=1

∂2
vj
, Xj = ∂xj , j = 1, . . . , d, X0 = ∂t + v · ∇x.

Hörmander 算子的主要特征是下面的次椭圆估计:

定理 2.1 假设向量场 X0, X1, . . . , Xm 满足 r 阶 Hörmander 条件, 则存在 ϵ > 0 和 C > 0 使得

∥φ∥2H2ϵ 6 C{∥Hφ∥2L2 + ∥φ∥2L2}, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), (2.2)

这里 Hs 是指标为 s ∈ R 的 Sobolev 空间.

特别地, 如果向量场 X1, . . . , Xm 满足 r 阶 Hörmander 条件, 则

∥φ∥2Hϵ 6 C

{ m∑
j=1

∥Xjφ∥2L2 + ∥φ∥2L2

}
, ∀φ ∈ C∞

0 (Ω). (2.3)

由 Hörmander 条件导出次椭圆估计有很多表述形式和证明方法, 在 Hörmander 的开创性工作 [30] 以

后,有很多非常重要的工作,例如,次椭圆估计 (2.2)和 (2.3)中的最优正则指标是 ϵ = 1
r ,由 Rothschild
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和 Stein [39] 及 Nagel 等 [37] 给出, 但是其证明使用到非常精细的调和分析方法; Kohn [32] 使用比较简

单的拟微分算子交换子方法给出了不是最优指标的次椭圆估计.后面在研究非线性方程时一般使用这

个方法.

对于一般形式的由 (1.1) 定义的退化椭圆算子 L, 如果它满足下面的次椭圆估计:

∥φ∥2H2ϵ 6 C{∥Lφ∥2L2 + ∥φ∥2L2}, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), (2.4)

则称其为 “次椭圆算子”. Fefferman 和 Phong [26] 给出了 L 是次椭圆算子的一个几何性条件.

定义 2.1 假设 Ω 内的一个 Lipschitz 路径 γ : [0, ρ] 7→ Ω, 满足

γ̇(t) =
d∑

j=1

γj(t)∂xj 以及作为矩阵有 (γj(t)γk(t)) 6 (ajk(γ(t)))

对几乎所有 t ∈ [0, ρ] 成立, 则称 γ 为 “L- 次单位路径”. 对于 x ∈ Ω, 0 < ρ ≪ 1, 定义与算子 L 相关的

各向异性球 BL(x, ρ) = {y ∈ Ω :存在链接 x 到 y 的 Ω 内 Lipschitz “L- 次单位路径”}.
称 BL(x, ρ)为 “L- 次单位球”, 注意 L-次单位路径的定义仅涉及算子 L的二阶项. BE(x, ρ)表示

通常的 Euclid 球, 则有下面的 Fefferman-Phong 定理 [26].

定理 2.2 假设 0 < ϵ 6 1, 次椭圆估计 (2.4) 成立当且仅当存在 C > 0 使得

BE(x, ρ) ⊂ BL(x,Cρϵ), ∀x ∈ Ω, 0 < ρ ≪ 1. (2.5)

Fefferman 和 Phong [25] 给出了一个充分必要条件, 其证明使用到微局部版本的测不准原理, 因此

是研究退化型椭圆算子的最精细的工具. 另外, Oleinik 和 Radkevic [38] 给出了一个拟微分交换子版本

的充分条件: 令 

gj(x, ξ) =

d∑
k=1

akj(x)(iξk), j = 1, . . . , d,

gd+ℓ(x, ξ) = |ξ|−1

d∑
k,j=1

∂akj(x)

∂xℓ
(iξk)(iξj), ℓ = 1, . . . , d,

g0(x, ξ) =

d∑
j=1

bj(x)(iξj)−
d∑

k,j=1

∂akj(x)

∂xj
(iξk)

以及对于多重指标 α = (α1, . . . , αs) ∈ {0, 1, . . . , 2d}s, |α| = s, gα(x, ξ) = {gα1 , . . . , {gαs−1 , gαs} · · · } 表
示相应的 Poisson 括号. 下面的条件称为 r 阶 Oleinik-Radkevic 条件:

(O-R) |ξ|2 6 C
∑
|α|6r

|gα(x, ξ)|2, ∀ (x, ξ) ∈ Ω× Rd, |ξ| > R > 0.

定理 2.3 假设算子 L 满足条件 (O-R), 则存在 ϵ > 0 使得次椭圆估计 (2.4) 成立.

这个定理的证明相对简单一些, 因为仅需要使用拟微分的交换子计算, 是 Kohn 定理 [32] 的推广

形式, 但是在这里不需要算子是向量场的平方和形式, 而且还可以推广到一般的拟微分算子.

2.2 次椭圆算子的亚椭圆性

由一致椭圆算子的光滑理论延伸到下面的亚椭圆概念.
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定义 2.2 称微分算子 L 是 C∞ 亚椭圆算子, 如果它满足: 假设 u ∈ D′, 使得 Lu ∈ C∞, 则

u ∈ C∞. 进一步地, 如果 Lu 是 Gevrey 光滑或者解析光滑, 则 u 是 Gevrey 光滑或者解析光滑, 则称

L 是 Gevrey 亚椭圆算子或者解析亚椭圆算子.

对于 1 6 σ < +∞, 称 f ∈ Gσ(Ω)指标为 σ 的 Gevrey函数,如果 f ∈ C∞(Ω),以及存在 C > 0, 使

得 ∥∂αf∥
L∞ 6 C |α|+1(α!)σ, ∀α ∈ Nd. G1(Ω) 就是解析函数空间. 次椭圆估计 (2.4) 的一个重要应用是

下面的亚椭圆正则性定理.

定理 2.4 假设算子 L满足次椭圆估计 (2.4),则 L是 Gevrey亚椭圆算子,其 Gevrey指标是 [ 1ϵ ].

这个定理的证明是好几个数学家努力的结果, 可参见文献 [22, 30, 32] 及其参考文献. 我们知道具

有解析系数的一致椭圆方程的解是解析的, 这就是著名的 Hilbert 第 19 问题, 上述亚椭圆性结果则是

其延伸问题. 一个自然的问题是, 退化椭圆方程的解是否也是解析的? Baouendi 和 Goulaouic [12] 给出

了著名的反例如下: Pu = (∂2
x1

+ ∂2
x2

+ x2
2∂

2
x3
)u = f,则 P 是 Hörmander型平方和算子,因此 P 是 C∞

亚椭圆算子和 2-Gevrey亚椭圆算子,但是不是解析亚椭圆算子. 事实上,对于某些解析函数 f ,可以构

造上述方程的解属于 Gs, s > 2, 但是不属于 Gs, s < 2, 因此算子 P 不是解析亚椭圆的. 另外, Derridj

和 Zuily [21] 给出了一些例子表示真正的退化椭圆算子也可以是解析亚椭圆的 (也可参见文献 [11]),后

面将研究部分解析亚椭圆问题, 特别是退化抛物型方程 Cauchy 问题的解析光滑效应.

3 非线性退化椭圆方程

现在介绍非线性退化椭圆方程有限阶光滑解的高阶光滑性, 包括 C∞ 光滑性和 Gevery 光滑性.

3.1 二阶非线性次椭圆方程的亚椭圆性

考虑下列二阶非线性方程:

F (x, u,∇u,∇2u) = 0, (3.1)

这里 F 是所有变量的 C∞ 函数 (或者解析函数), 对于给定实值函数 u ∈ Cρ
loc(Ω), ρ > 4, 定义其相应

的线性化算子:

Lu =
n∑

j,k=1

ajk(x)∂
2
jk +

n∑
j=1

bj(x)∂j + c(x), (3.2)

其中 

akj(x) =
∂F

∂ukj
(x, u(x),∇u(x),∇2u(x)), k, j = 1, . . . , d,

bℓ(x) =
∂F

∂uℓ
(x, u(x),∇u(x),∇2u(x)), ℓ = 1, . . . , d,

c(x) =
∂F

∂u
(x, u(x),∇u(x),∇2u(x)).

在文献 [40–42] 中, 本文作者证明了下面的定理:

定理 3.1 假设 u ∈ Cρ
loc(Ω), ρ > 4是非线性方程 (3.1)的一个实值解,以及 (akj(x))是非负定的,

如果 Lu 满足次椭圆估计 (2.4), 则 u ∈ C∞(Ω).

这里的次椭圆估计 (2.4) 需要使用第 2 节中条件的非线性版本, 其中几何条件 (2.5) 对系数的正

则性要求最低, 仅要求其 “Lu- 次单位路径” 是 Lipschitz 的. 因此 u ∈ C4 是足够的. 而 (O-R) 条件则
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需要 r 阶交换子, 因此需要假设 u ∈ Cρ
loc(Ω), ρ > max{4, r + 3}. 另外一个版本是非线性 Hörmander

平方和算子:

m∑
k,j=1

Akj(x, u,Xu)XkXju+B(x, u,Xu) = 0, (3.3)

这里 X = (X1, . . . , Xm) 是满足 Hörmander 条件的光滑向量场, (Akj(x, η, ξ)) 是 m ×m 正定矩阵, 则

上述方程的解 u 如果属于 Cρ
loc(Ω), ρ > 2, 则 u ∈ C∞(Ω), 或者形如

m∑
j=1

X2
j u+X0u+ f(x, u) = 0, (3.4)

这里 u ∈ Cρ
loc(Ω), ρ > max{2, r} 是非线性方程 (3.4) 的一个实值解, 以及 Xj =

∑d
k=1 akj(x, u(x))∂k,

j = 0, 1, . . . ,m 满足 r 阶 Hörmander 条件, 则 u ∈ C∞(Ω).

这里的基本方法是使用 Bony [13] 的仿线性化技巧和仿微分运算. 因此其微局部退化结构由线性

化算子的微局部结构确定.

3.2 二阶完全非线性次椭圆方程

现在研究下列退化椭圆型 Monge-Ampère 方程 [28, 29], 为简化记号, 仅介绍定义在 R2 原点的一个

开邻域 Ω 上的方程

uxxuyy − u2
xy = k(x, y), (3.5)

这里

c−1(x2ℓ +Ay2n) 6 k(x, y) 6 c(x2ℓ +Ay2n), c > 0, A > 0, ℓ 6 n. (3.6)

定理 3.2 假设 u ∈ C1,1(Ω) 是方程 (3.5) 的一个弱凸解, uyy > c0 > 0, 以及 k(x, y) 满足条件

(3.6). 如果 k ∈ Gℓ+1(Ω), 则 u ∈ Gℓ+1(Ω).

首先, Guan [27] 使用部分 Legendre 变换将完全非线性方程转换为形如 (3.4) 的拟线性方程

Lww = ∂2
ssw(s, t) + ∂t{k(s, w(s, t))∂tw(s, t)} = 0;

然后, 证明了弱解是 C∞ 光滑, 这里的关键点是线性化算子满足次椭圆估计

∥φ∥2
H

2
ℓ+1

6 C{∥Lwφ∥2L2 + ∥φ∥2L2}, ∀φ ∈ C∞
0 ,

文献 [18] 使用这个次椭圆估计证明了 Gevrey 光滑.

4 动理学方程的微局部分析

现在研究 Boltzmann 方程和 Landau 方程, 这两类方程都有非常复杂的各向异性结构, 因此其微

局部结构非常丰富.
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4.1 Boltzmann 算子和 Landau 算子的微局部结构和 Cauchy 问题的适定性

考虑 Boltzmann 方程 ft + v · ∇xf = QB(f, f),

f |t=0 = f0,
(4.1)

这里 f = f(t, x, v) 是在位置 x ∈ R3、速度 v ∈ R3 和时刻 t 的质点的密度函数. Boltzmann 双线性碰

撞算子为

QB(g, f) =

∫
R3

∫
S2
B(v − v∗, σ){g′∗f ′ − g∗f}dσdv∗ ,

这里 f ′
∗ = f(t, x, v′∗), f

′ = f(t, x, v′), f∗ = f(t, x, v∗), f = f(t, x, v), 以及对于 σ ∈ S2, 有

v′ =
v + v∗

2
+

|v − v∗|
2

σ, v′∗ =
v + v∗

2
− |v − v∗|

2
σ

是质点碰撞前后的相对速度. 动量守恒和动能守恒的形式分别为 v + v∗ = v′ + v′∗ 和 |v|2 + |v∗|2 =

|v′|2 + |v′∗|2. 碰撞核 B 则反映各种不同的物理背景, 一般情况不可以精确表示出来, 考虑 B(z, σ)仅依

赖 |z| 和 ⟨ z
|z| , σ⟩, 其主要数学形式为

B(|v − v∗|, cos θ) = Φ(|v − v∗|)b(cos θ), cos θ =

⟨
v − v∗
|v − v∗|

, σ

⟩
, 0 6 θ 6 π

2
.

一个重要的例子是反作用势 ρ−r, 其中 r > 1, ρ 是两个质点之间的距离, 这时候动理学因子为

Φ(|v − v∗|) ≈ |v − v∗|γ , −3 < γ = 1− 4

r
6 1, (4.2)

以及碰撞角包含下面的奇异性:

b(cos θ) ≈ Kθ−2−2s, 当 θ → 0 + 时,

这里 K > 0 和 0 < s = 1
r < 1. Cauchy 问题 (4.1) 对于一般的初值还是一个挑战性的公开问题, 但是

Maxwell 分布 µ(v) = (2π)−
3
2 e−

|v|2
2 是一个稳态的特解, 因为 QB(µ, µ) = 0, 因此考虑这个特解的小扰

动. 令 f = µ +
√
µg, 则有 QB(µ +

√
µg, µ +

√
µg) = QB(µ,

√
µ g) + QB(

√
µg, µ) + QB(

√
µg,

√
µ g). 记

ΓB(g, h) = µ−1/2QB(
√
µg,

√
µh). 相应的线性化 Boltzmann 算子为

LBg = L1g + L2g = −ΓB(
√
µ , g)− ΓB(g,

√
µ ).

原来的 Cauchy 问题 (4.1) 转换成下列关于扰动 g 的 Cauchy 问题:gt + v · ∇xg + LBg = ΓB(g, g), t > 0,

g|t=0 = g0.
(4.3)

同样地, 也考虑 Landau 方程的 Cauchy 问题∂tf + v · ∇xf = QL(f, f),

f |t=0 = f0,
(4.4)
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这里 QL(f, f) 是相应的 Landau 双线性碰撞算子

QL(g, f) = ∇v ·
(∫

R3

a(v − v∗)(g(v∗)(∇vf)(v)− (∇vg)(v∗)f(v))dv∗

)
,

其中 a = (ai,j)16i,j63 是非负对称矩阵

a(v) = |v|γ(|v|2I3 − v ⊗ v) = |v|γ+2Pv⊥ ∈ M3(R), −3 6 γ 6 1, (4.5)

这里 Pv⊥ 是关于 v⊥ 的正交投影子. 其线性化算子是

LLg = LL,1g + LL,2g = −µ−1/2QL(µ, µ
1/2g)− µ−1/2QL(µ

1/2g, µ).

则 Cauchy 问题 (4.4) 转换成 ∂tg + v · ∇xg + LLg = ΓL(g, g),

g|t=0 = g0,
(4.6)

其中 ΓL(g, f) = µ−1/2QL(
√
µg,

√
µf). 定义带权 Sobolev 空间

Hm
ℓ = {f ∈ S ′; ⟨v⟩ℓf ∈ Hm(R3

x × R3
v)}, m, ℓ ∈ R,

Hm
0 = Hm(R3

x × R3
v) 表示经典的 Sobolev 空间. 在一系列工作中 (参见文献 [3, 4, 6, 7, 24] 及其参考文

献), 证明了下面的定理:

定理 4.1 假设 f0(x, v) = µ +
√
µ g0(x, v) > 0, 以及 g0 在某个带权 Sobolev 空间具有充分小的

范数, 则 Cauchy 问题 (4.3) 和 (4.6) 在相应的函数空间存在唯一整体解. 这里带权 Sobolev 空间的指

标与 (4.2) 和 (4.5) 中的 γ 的取值范围以及 0 < s 6 1 有关.

定理 4.1 中的带权 Sobolev 空间的指标 m 和 ℓ 根据 γ 的取值范围 γ > 0、γ = 0 和 γ < 0 有不同

的选取. 本文不着重介绍这两个方程的物理背景和详细的数学结果, 因此我们不全面地介绍这些相应

的带权 Sobolev 空间, 而是注重介绍这两个方程的微局部结构.

首先当 γ = 0 时 (参见文献 [33, 34]), 这种情形被称为 Maxwell 情形, 这时候有

LL,1 = 2

(
H− 3

2

)
−∆S2 , LL,2 =

[
∆S2 − 2

(
H− 3

2

)]
P1 +

[
−∆S2 − 2

(
H− 3

2

)]
P2,

这里 H = −∆v +
|v|2
4 和

∆S2 =
1

2

∑
16j,k63

j ̸=k

(vj∂vk − vk∂vj )
2

分别是谐振子和单位球面 S2 上的 Laplace-Beltrami 算子, Pk 表示到 Hermite 基 Ek = Span{Φα;α ∈
N3, |α| = k} 的正交投影. 这里

Φ0(v) = µ1/2(v),

Φα =
1√
α!

aα1
+,1a

α2
+,2a

α3
+,3Φ0, α = (α1, α2, α3) ∈ N3,
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其中 a±,j =
vj

2 ∓ ∂
∂vj

, 1 6 j 6 3. 对于线性化 Boltzmann 算子, 有 LB = a(H,∆S2)Ls
L, 这里 0 < s < 1

是 Boltzmann 碰触核的非角截断指标, a(H,∆S2) 是 L2(R3
v) 上的非负有界同胚, 即

∃ c > 0, ∀ f ∈ L2(R3), c∥f∥2L2(R3) 6 (a(H,∆S2)f, f)L2(R3) 6
1

c
∥f∥2L2(R3).

对于一般的非 Maxwell 情形, 分别研究线性算子 L、P = v · ∇x + L 和 P̃ = ∂t + P 的微局部结构和
亚椭圆结构, 我们统一使用上面的记号表示线性 Boltzmann 算子 (非角切断指标 0 < s < 1) 和线性

Landau 算子 (s = 1). 需要特别强调的是, 上述算子关于速度变量 v 是定义在全空间的, 因此需要研

究关于 v 在全空间的整体性质. 文献 [1] 证明了下面的整体次椭圆估计, 这是线性动理学算子非常精

细的微局部分析结果.

定理 4.2 假设 0 < s 6 1, −3 < γ < +∞, 则对于所有 ℓ ∈ R, 存在 Cℓ 使得

(1) 对于 f ∈ S(R3
v), 算子 L 有各向异性的椭圆性,

C−1(∥⟨v⟩γ/2⟨Dv⟩sf∥2 + ∥⟨v⟩γ/2⟨v ∧Dv⟩sf∥2 + ∥⟨v⟩γ/+sf∥2)

6 (Lf, f) + ∥⟨v⟩ℓf∥2

6 Cℓ(∥⟨v⟩γ/2⟨Dv⟩sf∥2 + ∥⟨v⟩γ/2⟨v ∧Dv⟩sf∥2 + ∥⟨v⟩γ/+s2f∥2),

这里的范数 ∥ · ∥ 和内积是定义在 L2(R3
v) 上的;

(2) 对于 f ∈ S(R3
x × R3

v), 算子 P 是整体次椭圆算子,

∥⟨v⟩γ⟨Dv⟩2sf∥+ ∥⟨v⟩γ⟨v ∧Dv⟩2sf∥+ ∥⟨v⟩γ+2sf∥

+ ∥⟨v⟩γ/(2s+1)⟨Dx⟩2s/(2s+1)f∥+ ∥⟨v⟩γ/(2s+1)⟨v ∧Dx⟩2s/(2s+1)f∥

6 Cℓ(∥Pf∥+ ∥⟨v⟩ℓf∥),

这里的范数 ∥ · ∥ 表示 ∥ · ∥L2(R3
x×R3

v)
;

(3) 对于 f ∈ S(Rt × R3
x × R3

v), 带时间变量的算子 P̃ 也是整体次椭圆算子:

∥⟨v⟩(γ−2s)/(2s+1)⟨Dt⟩2s/(2s+1)f∥+ ∥⟨v⟩γ⟨Dv⟩2sf∥+ ∥⟨v⟩γ⟨v ∧Dv⟩2sf∥+ ∥⟨v⟩γ+2sf∥

+ ∥⟨v⟩γ/(2s+1)⟨Dx⟩2s/(2s+1)f∥+ ∥⟨v⟩γ/(2s+1)⟨v ∧Dx⟩2s/(2s+1)f∥

6 Cℓ(∥P̃f∥+ ∥⟨v⟩ℓf∥),

这里的范数 ∥ · ∥ 表示 ∥ · ∥L2(Rt×R3
x×R3

v)
.

这个工作的关键点是有分解 L = aw +K,这里 aw 是Weyl-象征为 a(v, η) = ⟨v⟩γ(1+ |η|2+ |η∧v|2

+ |v|2)s 的拟微分算子, K 是可以由 aw 控制的算子. 因此 aw 是各向异性的椭圆型可逆算子, 这里的

各向异性是关于权函数 ⟨v⟩ 的, 其中 |η ∧ v|2 是关键所在. 退化椭圆算子 P 和 P̃ 的亚椭圆估计则类似
于广义 Kolmogorov 算子 ∂t + v · ∇x + c(t, x, v)(−△v)

s. 这里需要特别强调的是, 除了上面已经解释了

的算子 L 的复杂特性外, 由 v · ∇x 带来的关于 x 变量的退化性是这一类动理学方程的另外一个特点,

上述定理 4.2 给出了一个非常精细的各向异性带权整体次椭圆估计.

文献 [3] 定义了下列与 Boltzmann 算子相关的各向异性的范数:

∥|g∥|2 =

∫∫∫
B(|v − v∗|, cos θ)µ∗(g

′ − g)2dvdv∗dθ

+

∫∫∫
B(|v − v∗|, cos θ)g2∗(

√
µ′ −√

µ)2dvdv∗dθ.
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这个范数非常精细地描述了线性 Boltzmann 算子的数学分析特性, 特别地, 有

∥|g∥|2 ≈ ∥(a1/2)wg∥2L2 ≈ (Lg, g)L2(R3
v)

+ C∥⟨v⟩γ/2g∥2L2(R3
v)

以及

|(Γ(f, g), h)L2
v
| 6 C∥f∥L2∥|g∥| ∥|h∥|.

使用上述两个估计就可以证明定理 4.1, 即 Cauchy 问题 (4.3) 和 (4.6) 在相应带权 Sobolev 空间存在

关于时间变量的整体解.

4.2 Boltzmann 方程和 Landau 方程的光滑效应

现在回到非线性动理学方程 (4.1)和 (4.4),与它们的线性化算子相同,它们也有亚椭圆性,首先在

非小扰动的情形有下面的 C∞ 光滑性.

定理 4.3 假设对于所有的 ℓ ∈ N, f ∈ C5((0, T );H5
ℓ ) 是方程 (4.1) 或者 (4.4) 的一个非负解, 以

及对于所有的 (t, x) ∈ (0, T )× R3
x 有 ∥f(t, x, ·)∥L1(R3

v)
> 0, 则 f ∈ C∞((0, T )× R3

v;S(R3
v)).

文献 [3]研究了 Boltzmann方程,但是完全同样的方法可以研究 Landau方程. 这里在带权 Sobolev

空间中 ∥Q(f, g)∥Hm
ℓ
的上界估计和下界强制性估计

−(Q(f, g), g)L2(R3
v)

> Cf∥g∥2Hs
γ/2

(R3
v)

+ (低阶项)

是非常重要的, 但是要得到关于 (t, x) 变量的光滑性则需要使用文献 [2] 中的测不准原理推导出的次

椭圆估计, 因此需要使用更加精细的微局部分析理论.

关于这个光滑性定理, 有一个基本的问题是相应的 Cauchy 问题经典解的存在性. 这还是一个挑

战性的公开问题. 文献 [3, 定理 1.2] 对于一些特殊情形证明了关于时间局部解的存在性定理, 至于一

般情形, 则仅有非常弱的重整化解 (参见文献 [8]).

但是在小扰动 f = µ +
√
µg > 0 的情形, 有非常好的经典解的存在性, 这时候有一系列的亚椭圆

性的工作, 特别地有下面的 Gevery 光滑性的定理.

定理 4.4 假设 f = µ+
√
µg > 0 是定理 4.1 中的弱解 (或者有限阶光滑), g 在相应的函数空间

的范数充分小, 则 g ∈ G1+ 1
2s ((t0, T )× R3

x × R3
v), ∀ 0 < t0 < T. 这里对于 Boltzmann 方程是 0 < s < 1,

对于 Landau 方程是 s = 1.

对于各种不同的情形的详细定理参见文献 [5, 17, 23], 这里线性化算子的次椭圆性非常重要. 研究

结果的每一次改进都是由于有新的微局部结构的发现.

4.3 动理学方程的 Cauchy 问题的解析光滑效应

受热传导方程的 Cauchy 问题的解析光滑效应的启发, 本文研究 Boltzmann 方程和 Landau 方程

的 Cauchy 问题的光滑效应.

定义 4.1 称一个发展方程的 Cauchy 问题有光滑效应, 如果对于在 t = t0 给定一个有限阶光滑

的初始值, 当 t > t0 时其 Cauchy 问题的解有更加高阶的光滑性, 分别有 C∞ 光滑效应、Gevery 光滑

效应和解析光滑效应.

如热传导方程, 对于任何初始值都有解析光滑效应. 对于动理学方程有下面的光滑性效应:
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定理 4.5 [14, 19,35,36] 假设 γ > 0, f 是定理 4.1 中的解, 则

(1) 1
2 6 s 6 1, f(t) ∈ G1(R3

x × R3
v), ∀ t > 0;

(2) 0 < s < 1
2 , f(t) ∈ G

1
2s (R3

x × R3
v), ∀ t > 0.

因此, 对于非线性 Cauchy 问题 (4.3) 和 (4.6), 当 γ > 0 时, 本文证明了最优的光滑效应, 特别是

关于退化变量 x, 证明了它与非退化变量 v 一样有最优光滑效应. 因此动理学方程的微局部结构是非

常奇妙的.

另外需要强调的是, 光滑性效应中在 0 < t− t0 ≪ 1的解析半径和 Gevrey半径是 (t− t0)
σ, σ > 0,

在 Maxwell 情形证明了关于变量 v 是 σ = 1
2 , 关于变量 x 是 σ = 3

2 , 因此这些指标是最优的 (最小的).

5 相关问题的展望和思考

20 世纪 70 年代是微局部分析理论的黄金年代, Hörmander [31] 的四卷著作是这个理论的经典总

结. 随后这一理论在偏微分方程的各个领域都有广泛的应用, 包括大量的非线性数学物理方程的理论

研究. 下面介绍本文作者对几个相关问题的展望和思考.

5.1 二阶次椭圆算子

众所周知, 二阶椭圆算子与 Riemann 几何理论密切相关, 二阶次椭圆算子则与相应的退化 Rie-

mann 几何理论相关, 称为次 Riemann 几何.

定义 5.1 假设 Ω ⊂ Rd 是连通开区域, L 是由 (1.1) 定义的二阶退化椭圆算子, x, y ∈ Ω, 定义

“L- 次单位距离” 如下:

dL(x, y) = inf{ρ;存在 Lipschitz “L- 次单位路径” γ : [0, ρ] → Ω, γ(0) = x, γ(ρ) = y}.

由定义, 对于 x ∈ Ω, ρ > 0, 立即有 BL(x, ρ) = {y ∈ Ω; dL(x, y) < ρ}. 如果 L 满足 (2.5), 则称

(Ω, dL) 为次 Riemann 流形.

下面将主要关注 L 是 Hörmander 齐次平方和算子 H0 的情形, 即 X0 = 0, X = (X1, . . . , Xm),

Xℓ =
d∑

p=1

αℓp(x)∂xp , ℓ = 1, . . . ,m

是定义在 Ω 上的光滑向量场组, 满足 r- 阶 Hörmander 条件, 现在 L 的二阶项为

L0 = −
d∑

j,k=1

ajk(x)∂
2
jk, aj,k(x) =

m∑
ℓ=1

αℓj(x)αℓk(x).

因此向量场 Xj , j = 1, . . . ,m 的积分曲线都是 “L0- 次单位路径”, 由这些向量场的积分曲线组成的

Lipschitz 折线也是 “L0- 次单位路径”. 这时候可以定义 dL0(x, y) = dX(x, y) = inf{ρ;存在由向量场
Xj , j = 1, . . . ,m 的积分曲线组成的 Lipschitz 折线 γ : [0, ρ] → Ω, γ(0) = x, γ(ρ) = y}. 还有与向量场
组 X 相关的 “带权 Sobolev 空间”:

Hp
X(Ω) = {f ∈ L2(Ω);XJf ∈ L2(Ω), |J | 6 p}, ∥f∥Hp

X
=

( ∑
|J|6p

∥XJf∥2L2

)1/2

, p ∈ N,
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这里 J = (j1, . . . , jℓ) ∈ {1, . . . ,m}ℓ, XJ = Xj1 · · ·Xjℓ , |J | = ℓ. 则 Hp
X(Ω) 是 Hilbert 空间, 记 Hp

X,0(Ω)

为 C∞
0 (Ω) 在 Hp

X(Ω) 的闭包.

假设向量场组 X = (X1, . . . , Xm) 满足 Hörmander 条件, 现在有如下密切相关的 3 个研究对象.

5.1.1 次椭圆型偏微分方程

这里主要关注由 (2.1) 定义的 Hörmander 平方和算子, 这方面已经有非常多的类似于二阶椭圆方

程的工作, 本文在前面已经介绍了很多工作, 如亚椭圆性等. 这里特别强调一个退化方程特有的工作,

假设 Ω′ 是一个具有光滑边界 ∂Ω′ 的开区域, Ω′ ⊂ Ω, 考虑下列带特征边界点的 Dirichlet 问题:H0u = f 在 Ω′ 上,

u|∂Ω′ = ϕ,
(5.1)

这里 H0 = −
∑m

j=1 X
2
j ,称 x0 ∈ ∂Ω′ 为特征边界点,如果 X1, . . . , Xm 在 x0 都与 ∂Ω′ 相切.这种情形对

椭圆方程不会有, 因此 “带特征边界点的边值问题” 是退化方程特有的问题, 情况非常复杂, 现在成系

统的研究工作还非常少. 如果考虑由 (2.1) 定义的完整的 Hörmander 算子 H 或者发展型算子 ∂t +H,

则情况更加复杂. 这里除了 Dirichlet 问题 (5.1) 的 (也可以考虑其他类型的边值问题) 存在唯一性问

题外, 解的光滑到特征边界点是一个非常复杂和困难的问题.

5.1.2 次 Riemann 流形

首先, “次 Riemann 流形” (Ω, dX) 作为距离空间是由 L0 − ϵ∆x 导出的 Riemann 流形的极限

(ϵ → 0), 因此 “次 Riemann 流形” 有很多类似 Riemann 流形的性质, 这方面有很多工作, 这里同样

特别强调一个退化方程特有的工作: “次 Riemann流形”的 “测地曲线”问题.我们知道 Hörmander条

件保证 Ω 是一个 “L- 次单位路径” 连通区域 (参见文献 [20]), 但是实现两点之间的 “L- 次单位距离”

dX(x, y) 的 “L- 次单位路径” 问题是一个非常复杂的问题, 这也是研究退化方程的控制理论或者退化

情形下最优路径问题特别关心的问题.

另外,特征值问题是数学研究领域中的一个重要的研究课题,与 Ω′、∂Ω′ 和由 dX 导出的几何结构

密切相关, 作为经典椭圆算子的一种自然推广, 对退化椭圆算子的特征值问题的研究具有重要的意义.

这方面的工作可参见文献 [16], 除了研究 Dirichlet 特征值上下界估计和渐近估计外 (参见文献 [26]),

在带特征边界点的有界区域上渐近展开的前几项的系数的精确估计也是非常有意义的研究课题,因为

这些问题涉及 Ω′ 和 ∂Ω′ 在度量 dX 下的 Hausdorff维数的计算,同时还需要给出第一和第二 Poincaré

不等式的最佳系数. 因此 “次 Riemann 流形” (Ω, dX) 是一个非常重要的研究课题.

5.1.3 与 Hörmander 向量场相关的函数空间

函数空间 Hs
X(Ω) 是各向异性的 Sobolev 空间, 或者是带权的 Sobolev 空间, 与经典的 Sobolev 空

间和椭圆算子的关系相同, 函数空间 Hs
X(Ω) 与退化算子 H 密切相关. 这里有相应的 Sobolev 嵌入定

理, 应用 Hörmander 条件, 或者亚椭圆估计 (2.3), 立即有下列的到经典 Sobolev 空间的包含关系:

Hs
X,0(Ω) ⊂ Hsϵ(Ω).

由此可以推导出到 Lp 空间或者到经典的 Hölder 空间的嵌入关系, 但是这样的嵌入关系损失太多, 为

此, 定义与 Hörmander 向量场相应的 Hölder 函数空间:

Cs,α
X (Ω) = {f ∈ L∞(Ω); [f ]s,α < ∞}, s ∈ N, 0 < α < 1,
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这里

[f ]s,α =
∑
|J|6s

∥XJf∥L∞ +
∑
|J|=s

sup
x,y∈Ω

|XJf(x)−XJf(y)|
dX(x, y)α

,

J = (j1, . . . , jℓ) ∈ {1, . . . ,m}ℓ, |J | = ℓ, XJ = Xj1 · · ·Xjℓ .

则 Cs,α
X (Ω)是 Banach空间,也可以定义与 Hörmander向量场相应的 BMO (bounded mean oscillation)

空间和 VMO (vanishing mean oscillation)空间. 在二阶 Hörmander条件假设下,文献 [15]研究了精确

的 Hs
X(Ω) 到 Cs′,α

X (Ω) 的 Sobolev 嵌入. 该文献使用了非常强的微局部分析方法, 本文作者认为在高

阶 Hörmander 条件假设下, 相应的精确的 Hs
X(Ω) 到 Cs′,α

X (Ω) 的 Sobolev 嵌入是一个具有挑战性的微

局部分析问题.

另外一个非常重要的课题是研究 Hs
X(Ω) 的函数在 Ω 的一个光滑曲面 Σ 上的 “迹”, 这个问题与

非齐次 Dirichlet 问题 (5.1) 密切相关. 在二阶 Hörmander 条件假设下, 文献 [10] 研究了在非特征曲面

和带非退化特征点的曲面上的 “迹定理”. 同样具有挑战性的问题是带一般特征点的曲面上的 “迹定

理”, 或者在高阶 Hörmander 条件假设下的 “迹定理”.

这 3 个方向的研究课题各有侧重点, 分别是偏微分方程、几何分析与调和分析的研究课题, 但是

又是密切相关的, 这里各向异性的微局部结构是这 3 个问题的中心点.

5.2 动理学方程 Cauchy 问题的最优光滑效应

动理学方程的微局部分析也还有很多问题要研究, 因为动理学方程的微局部分析结构非常丰富,

特别是与速度变量权函数的各向异性结构交叉混合. 这里仅提出几个与解的光滑性有关的问题, 当然,

其中得到的 “先验估计” 也可能有助于研究解的存在性.

5.2.1 软势 Boltzmann 方程和 Landau 方程 Cauchy 问题的最优光滑效应

对于 Boltzmann 方程的 Cauchy 问题 (4.3) 和 Landau 方程的 Cauchy 问题 (4.6), 类似于定理 4.5

的解析光滑效应当 γ < 0 时也是一个非常有意思的问题. 这时候从定理 4.2 可以观察到线性化算子 L
关于 v 在无穷远处是退化的, 因此问题更加复杂. 特别是 −3 6 γ 6 −2s < 0 的时候, 例如 Landau 方

程的 γ = −3 时的 Coulomb 势尤其重要.

5.2.2 非指数衰减扰动的动理学方程 Cauchy 问题的最优光滑效应

回到 Boltzmann 方程 (4.1) 和 Landau 方程 (4.4), 考虑形如 f = µ+ g 扰动, 则有

Q(µ+ g, µ+ g) = Q(µ, g) +Q(g, µ) +Q(g, g),

相应的线性化算子为 Lg = −Q(µ, g)−Q(g, µ). 原来的 Cauchy 问题 (4.1) 和 (4.4) 转换成下列关于扰

动 g 的 Cauchy 问题: gt + v · ∇xg + Lg = Q(g, g), t > 0,

g|t=0 = g0.
(5.2)

这时候线性化算子 L关于变量 v 也是 (分数阶)椭圆型的,当然关于权函数 ⟨v⟩同样是各向异性的,线

性算子 ∂t + v · ∇x +L 也与 ∂t + v · ∇x +L 有类似的特性. 因此, 应用强有力的微局部分析方法, 相信

可以得到类似于定理 4.5 的 Cauchy 问题的最优光滑性效应.
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综上所述, 微局部分析方法是研究线性或者非线性退化椭圆型和退化抛物型方程的非常好且非

常有效的工具, 因此相信可以研究其他一些退化型数学物理方程 Cauchy 问题的最优光滑效应, 如

Prandtl 边界层方程 [9]、线性或者非线性超抛物型方程等.

致谢 作者感谢审稿人和《中国科学: 数学》编委的修改建议, 特别是提醒关于退化椭圆算子的解析亚椭圆性的问题.
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