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摘要 设Ω是Rn (n > 2)中的一个有界区域. Korn不等式是指向量场 u ∈ W 1,p(Ω,Rn (1 < p < ∞)

的梯度矩阵范数会被线性应变张量的范数控制, 然而在端点 p = 1 和 p = ∞ 处的情形未知. 借助奇

异积分理论, 本文首次给出了在上述端点处关于零边值 Sobolev 向量的 Korn 不等式.

关键词 Korn 不等式 奇异积分 Hardy 空间 BMO 空间

MSC (2020) 主题分类 35A23

1 引言

设Ω是Rn (n > 2)中的一个有界区域.令 1 6 p 6 ∞,对于任意的向量场 u := (u1, u2, . . . , un) ∈
W 1,p(Ω,Rn), 记 Du 和 ε(u) 分别为 u 的梯度矩阵和 Du 的对称部分, 即

Du :=

(
∂ui

∂xj

)
16i,j6n

, ε(u) := (εij(u))16i,j6n :=

(
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

))
16i,j6n

.

Korn 不等式是指如果向量场 u 满足第一种条件

u(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω, (1.1)

或者第二种条件 ∫
Ω

(
∂ui

∂xj

− ∂uj

∂xi

)
dx = 0, 1 6 i, j 6 n, (1.2)

则对 1 < p < ∞, 存在正常数 C, 使得

∥Du∥Lp(Ω) 6 C∥ε(u)∥Lp(Ω). (1.3)
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注意到为了避免 Korn 不等式 (1.3) 中右端为 0、而左端不为 0 的情形, 条件 (1.1) 或 (1.2) 是不可或

缺的, 参见文献 [1, 2]. 该不等式是研究线性弹力方程和流体力学的基本工具, 在偏微分方程等领域中

有许多重要应用, 参见文献 [3–7].

在条件 (1.1) 下, Friedrichs 和 Horgan 分别在文献 [8] 和文献 [9] 中证明了 (1.3) 在任意区域上

都成立. 同时, Kikuchi 和 Oden 在文献 [10] 中说明了常数 C 6
√
2 (最佳常数目前仍是未知的).

在条件 (1.2) 下, Korn 不等式在什么区域上成立引起了广泛关注, 研究取得了显著的进展, 例如:

Friedrichs 在文献 [8] 中证明了对 p = 2, Korn 不等式 (1.3) 在边界只有有限数量的边或角的区域上

成立; Kondratiev 等在文献 [11] 中证明了对 p = 2, Korn 不等式 (1.3) 在星形域上成立; Ting 在文献

[12] 中证明了对任意 1 6 p 6 ∞, Korn 不等式 (1.3) 在有界 Lipschitz 区域上成立; 最近, Acosta 等

在 John 区域上建立了 Korn 不等式, Jiang 等进一步证明了在一定条件下 Korn 不等式成立当且仅

当区域是 John 区域, 参见文献 [3, 13]. 近年来, 关于 Korn 不等式在一些不规则区域上的研究, 例如

Hölder 区域, s-John 区域 (s > 1), 见文献 [14–16].

注意到以上所有对 Korn 不等式的研究都限制在 u ∈ W 1,p(Ω,Rn) (1 < p < ∞) 这个函数空间.

而当 p = 1 时, Korn 不等式即使是在一个方体上也不成立, 见 Conti 等在文献 [17] 中给出的反例;

当 p = ∞ 时, 通过向量 (y log(x2 + y2)ϕ(x, y),−x log(x2 + y2)ϕ(x, y)), 其中 ϕ 是 Rn 上的光滑函数,

满足 suppϕ ⊂ B(0, 2), 并且当 x2 + y2 6 1 时 ϕ(x, y) = 1, 可以看出 Korn 不等式 (1.3) 在 p = ∞ 时
不成立. 自然地, 我们提出如下问题:

向量函数 u 属于哪一类函数空间使得 Korn 不等式在端点 p = 1 或 p = ∞ 处成立?

众所周知, 由 Fefferman-Stein 所引入的 Hardy 空间 H1(Rn) 和 John-Nirenberg 所引入的有界

平均振动空间 BMO(Rn) 分别是 Lebesgue 空间 L1(Rn)和L∞(Rn)的一个恰当的替代. 例如, Riesz

变换分别在 L1(Rn) 和 L∞(Rn) 上无界, 但是它在 H1(Rn) 和 BMO(Rn) 上均有界. 受此启发, 在条

件 (1.1) 下, 我们考虑将 Hardy-Sobolev 空间 H1,1
z,0 (Ω,Rn) (见如下定义 2.5) 和 BMO-Sobolev 空间

BMO1
z,0(Ω,Rn) (见如下定义 2.6) 作为研究空间, 借助奇异积分理论, 用区域上的 Hardy 空间H1

z (Ω)

(见如下定义 2.3) 和有界平均振动空间 BMOz(Ω) (见如下定义 2.4) 分别代替 Korn 不等式 (1.3) 中

的 L1(Ω) 和 L∞(Ω), 得到了上面问题的肯定回答. 本文的主要结果可叙述如下:

定定定理理理1.1 设 Ω 是 Rn 中的一个有界区域, 则存在正常数 C, 使得对于任意的向量场 u ∈
H1,1

z,0 (Ω,Rn), 有

∥Du∥H1
z (Ω) 6 C∥ε(u)∥H1

z (Ω).

定定定理理理1.2 设 Ω 是 Rn 中的一个有界区域, 则存在正常数 C, 使得对于任意的向量场 u ∈
BMO1

z,0(Ω,Rn), 有

∥Du∥BMOz(Ω) 6 C∥ε(u)∥BMOz(Ω).

事实上, 上述 Korn 不等式将是以下更强结果的推论. 令 1 6 p 6 ∞, 对于任意的向量场

u := (u1, u2, . . . , un) ∈ W 1,p(Ω,Rn), 记

S(u) := ε(u)− div(u)

n
In×n.

称 S(u) 为 Du 的反保形部分, 参见文献 [18].
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定定定理理理1.3 设 Ω 是 Rn 中的一个有界区域, 则存在正常数 C, 使得对于任意的向量场 u ∈
H1,1

z,0 (Ω,Rn), 有

∥Du∥H1
z (Ω) 6 C∥S(u)∥H1

z (Ω).

定定定理理理1.4 设 Ω 是 Rn 中的一个有界区域, 则存在正常数 C, 使得对于任意的向量场 u ∈
BMO1

z,0(Ω,Rn), 有

∥Du∥BMOz(Ω) 6 C∥S(u)∥BMOz(Ω).

上述不等式 1 < p < ∞ 的情形可以参考文献 [19–21]. 称定理 1.3 及 1.4 中出现的 Korn 不等式

为共形的 Korn 不等式. 根据文献 [20], 共形的 Korn 不等式在广义相对论中有着重要的应用. 不难

发现, 定理 1.1 及 1.2 的结论可直接由定理 1.3 及 1.4 蕴含, 只需注意到

∥S(u)∥H1
z (Ω) 6 C∥ε(u)∥H1

z (Ω),

以及

∥S(u)∥BMOz(Ω) 6 C∥ε(u)∥BMOz(Ω).

本文余下内容的结构如下. 第 2 节回顾了一些文中用到的函数空间的定义和记号. 第 3 节借助

奇异积分理论证明了定理 1.3 和 1.4.

为行文方便, 对全文做如下约定. 用 C 表示与主要变量无关的正常数, 但它在不同行可表示不

同的值, 而带有下标的正常数则表示固定的常数, 如 C1. 记 S(Rn) 为 Rn 上的 Schwarz 函数的集合,

D(Ω) 为在 Ω 中有紧支集的光滑函数的集合, D′(Ω) 为 D(Ω) 上的分布. 用 ωn 表示 Rn 中单位球的

表面积.

2 预备知识

本节首先回顾一些函数空间的定义和表示.

定定定义义义2.1 ([22,23]) 设 ϕ ∈ D(Rn)且满足
∫
Rn ϕ(x)dx ̸= 0,对任意的 t > 0,记 ϕt(·) := t−nϕ(·/t).

Hardy 空间 H1(Rn) 定义为

H1(Rn) := {f ∈ D′(Rn) : Mϕf ∈ L1(Rn)},

其中

Mϕf(x) := sup
t>0

|ϕt ∗ f(x)| := sup
t>0

∣∣∣∣ ∫
Rn

ϕt(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣
称为 f 关于 ϕ 的径向极大函数. 定义范数

∥f∥H1(Rn) := ∥Mϕf∥L1(Rn).
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定定定义义义2.2 ([24,25]) 有界平均振动空间 BMO(Rn) 定义为

BMO(Rn) := {f ∈ L1
loc(Rn) : ∥f∥BMO(Rn) < ∞},

其中

∥f∥BMO(Rn) := sup
Q⊂Rn

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|dx.

这里 Q 为 Rn 中边与坐标轴平行的方体, |Q| 表示 Q 的 Lebesgue 测度, fQ := 1
|Q|

∫
Q
f(x)dx 称为 f

在 Q 上的积分平均.

不难证明, H1(Rn) ⊂ L1(Rn) 且 L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn), 参见文献 [24, 25].

区域 Ω 上的 Hardy 空间有两种定义方式. 粗略而言, 一种是支集在 Ω 上的 H1(Rn) 中的元素的

集合, 另一种是把 H1(Rn) 中的元素限制到区域 Ω 上. 本文讨论的是第一种类型的区域上的 Hardy

空间, 现回顾其定义.

定定定义义义2.3 ([22,23]) 对任意开集 Ω ⊂ Rn, 区域 Ω 上的 Hardy 空间 H1
z (Ω) 定义为

H1
z (Ω) := {f ∈ D′(Rn) : f ∈ H1(Rn), suppf ⊂ Ω},

定义范数

∥f∥H1
z (Ω) := ∥f∥H1(Rn).

需要指出的是, 设 f := (f1, f2, . . . , fn) 是定义在区域 Ω 上的 n 维向量, 如果对所有的 1 6 i 6 n

都有 fi ∈ H1
z (Ω), 那么称 f ∈ H1

z (Ω) 且

∥f∥H1
z (Ω) :=

n∑
i=1

∥fi∥H1
z (Ω).

与区域上的 Hardy 空间类似, 区域 Ω 上的 BMO 空间也有两种定义方式. 现回顾其中一种.

定定定义义义2.4 ([22]) 对任意开集 Ω ⊂ Rn, 区域 Ω 上的有界平均振动空间 BMOz(Ω) 定义为

BMOz(Ω) := {f ∈ L1
loc(Rn) : f ∈ BMO(Rn), suppf ⊂ Ω},

定义范数

∥f∥BMOz(Ω) := ∥f∥BMO(Rn).

类似于 Sobolev 空间, Hardy-Sobolev 和 BMO-Sobolev 空间可分别定义如下.

定定定义义义2.5 ([23]) 对任意开集 Ω ⊂ Rn, 区域 Ω 上的 Hardy-Sobolev 空间 H1,1
z,0 (Ω) 定义为

BMO1
z,0(Ω) := {f ∈ L1

loc(Rn) : suppf ⊂ Ω,∇f ∈ H1
z (Ω)}.

定定定义义义2.6 ([22,23]) 对任意开集 Ω ⊂ Rn, 区域 Ω 上的 BMO-Sobolev 空间 BMO1
z,0(Ω) 定义为

BMO1
z,0(Ω) := {f ∈ L1

loc(Rn) : suppf ⊂ Ω,∇f ∈ BMOz(Ω)}.
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3 定理 1.3 和 1.4 的证明

本节证明定理 1.3 和 1.4. 为此需要如下的概念和引理.

定定定义义义3.1 ([24, 142页]) 设K ∈ L1(Rn), 记 K̂ 为其 Fourier 变换, 如果

(i) |K̂(x)| 6 C1, ∀x ∈ Rn;

(ii) 对一切 y ̸= 0, 有 ∫
|x|>2|y|

|K(x− y)−K(x)|dx 6 C1,

则称K 是一个 Calderón-Zygmund 奇异积分核, 简称 C-Z 核, 其中 C1 称为K 的 C-Z 常数.

引引引理理理3.1 ([24]) 对如上定义的C-Z核K,令Tf := K ∗ f ,则以下三个结论等价:

(i) ∥Tf∥BMO(Rn) 6 C∥f∥L∞(Rn);

(ii) ∥Tf∥H1(Rn) 6 C∥f∥H1(Rn);

(iii) ∥Tf∥BMO(Rn) 6 C∥f∥BMO(Rn).

其中正常数 C 只与 n 和 C1 有关.

引理 3.1 中定义的积分算子 T 称为 Calderón-Zygmund 奇异积分算子, 简称 C-Z 算子.

引引引理理理3.2 设 ϕ ∈ D(Rn) 是非负递减的径向函数且满足
∫
Rn ϕ(x)dx = 1. 对任意的 f ∈

W 1,p(Rn) (1 6 p 6 ∞), 令 ft(·) := ϕt ∗ f(·), 其中, 对任意的 t > 0, ϕt(·) := t−nϕ(·/t), 则有如下结论
成立:

(i) 对 1 6 p < ∞, 有 ft ∈ S(Rn), 若进一步, f 有紧支集, 则有 ft ∈ D(Rn);

(ii) 对几乎处处的 x ∈ Rn, 有

lim
t→0

ft(x) = f(x)

以及

lim
t→0

∂ft(x)

∂xj

=
∂f(x)

∂xj

;

(iii) 对 1 6 p < ∞, 有

lim
t→0

∥ft − f∥Lp(Rn) = 0;

(iv) 对 1 6 p < ∞ 以及任意的 1 6 j 6 n, 有

lim
t→0

∥∥∥∥ ∂ft∂xj

− ∂f

∂xj

∥∥∥∥
Lp(Rn)

= 0.

证明 (i)–(iii) 的证明参见文献 [25]. 现证 (iv). 由 (iii) 可知, 为证 (iv), 只需证对任意的

1 6 j 6 n, 下述等式成立

∂ft(x)

∂xj

= ϕt ∗
∂f

∂xj

(x).

由

ft(x) = ϕt ∗ f(x) =
∫
Rn

ϕt(x− y)f(y)dy,

5
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等式两边同时对 x 的第 j 个变量求偏导, 则

∂ft(x)

∂xj

=
∂

∂xj

∫
Rn

ϕt(x− y)f(y)dy

=

∫
Rn

∂

∂xj

ϕt(x− y)f(y)dy

= −
∫
Rn

∂

∂yj
ϕt(x− y)f(y)dy

=

∫
Rn

ϕt(x− y)
∂

∂yj
f(y)dy

= ϕt ∗
∂

∂xj

f(x).

引理 3.2 证毕.

以下结论为文献 [18, 命题 9和 10] 的进一步推广, 也是论文结果证明的主要工具. 对于任意的向

量场 f ∈ W 1,1
loc (Rn,Rn), 令

S(f) := (Sij(f))16i,j6n := ε(f)− div(f)

n
In×n. (3.1)

值得注意的是, 上述 (3.1) 式中定义的 S(f) 是一个迹零的对称函数矩阵.

命命命题题题3.1 对任意向量场 f ∈ W 1,p(Rn,Rn) (1 < p < ∞), 下述等式

Dhf(x) = CnDhES(f)(x)

对 a.e. x ∈ Rn 成立并在 Lp(Rn) 中成立, 其中Dh 表示沿单位向量 eh 方向的弱导数, Cn = n
2(n−1)ωn

,

且

DhES(f) = (Dh(ES(f))1, Dh(ES(f))2, . . . , Dh(ES(f))n),

Dh(ES(f))k(x) =
4ωn

n+ 2
Shk(f)(x)

+
n∑

i,j=1

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(f)(y)dy, 1 6 h, k 6 n,

γk
ij(x) = |x|−n(δikxj + δjkxi − δijxk) + |x|−n−2(n− 2)xixjxk, (3.2)

Dhγ
k
ij 是一个 C-Z 核, δij 为 Kronecker delta 函数.

证明 对任意向量场 f ∈ W 1,∞(Rn,Rn), 文献 [18, 命题 9和 10] 中分别表明

f = CnES(f), ES(f) = ((ES(f))1, (ES(f))2, . . . , (ES(f))n)

在点态意义下成立, 其中

(ES(f))k(x) = −
n∑

i, j=1

∫
Rn

γk
ij(x− y)Sij(f)(y)dy, 1 6 k 6 n,

6
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并且

Dhf = CnDhES(f)

在分布意义下成立. 由 Sobolev 函数的定义可知, CnDhES(f) 即为 f 沿 h 方向的弱导数, 见文

献 [26].

取光滑函数 ϕ, suppϕ ⊂ B(0, 1), 当 |x| 6 1/2 时 ϕ(x) = 1 且满足
∫
Rn ϕ(x)dx = 1. 对任意向量

场 f ∈ W 1,p(Rn,Rn) (1 < p < ∞), 令 ft(·) := ϕt ∗ f(·), 其中, 对任意的 t > 0, ϕt(·) := t−nϕ(·/t). 由
引理 3.2(i) 知 ft ∈ S(Rn,Rn) ⊂ W 1,∞(Rn,Rn). 记 S(ft) := (Sij(ft))16i,j6n, 那么对 ft 有

ft(x) = CnES(ft)(x),

并且下述等式在分布意义下成立,

Dhft = CnDhES(ft). (3.3)

由

Dh(ES(ft))k(x) =
4ωn

n+ 2
Shk(ft)(x)

+

n∑
i,j=1

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(ft)(y)dy, 1 6 h, k 6 n,

以及 Dhγ
k
ij 是一个 C-Z 核 (参见文献 [18, 命题 10]), 可知

∥Dh(ES(ft))k∥Lp(Rn) 6 C∥Shk(ft)∥Lp(Rn) + C
n∑

i,j=1

∥Sij(ft)∥Lp(Rn)

6 C
n∑

i,j=1

∥Sij(ft)∥Lp(Rn)

6 C
n∑

i,j=1

∥Sij(f)∥Lp(Rn).

其中最后一步由引理 3.2 推出.

由上述估计以及 (3.3) 式推知 ft ∈ W 1,p(Rn,Rn) 且 Dhft ∈ Lp(Rn).

根据奇异积分在 Lp(Rn) 上的有界性, ft = ϕt ∗ f , 以及引理 3.2 进一步可知, 存在正常数 C, 使得

lim
t→0

∥Dh(ES(ft))k −Dh(ES(f))k∥Lp(Rn)

6 lim
t→0

{
C∥Shk(ft)− Shk(f)∥Lp(Rn) + C

n∑
i,j=1

∥Sij(ft)− Sij(f)∥Lp(Rn)

}
= 0. (3.4)

由引理 3.2 可知, Dhft 几乎处处收敛于 Dhf , 并且在 Lp(Rn) 中收敛于 Dhf . 进一步, 由此以及

(3.3) 和 (3.4) 式, 推出

Dhf(x) = CnDhES(f)(x), a.e. x ∈ Rn

且在 Lp(Rn) 中成立. 命题 3.1 证毕.

7
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下面我们给出定理 1.3 的证明.

证明 首先, 对任意向量场 u ∈ H1,1
z,0 (Ω,Rn), 由 D(Ω) 在 H1,1

z,0 (Ω) 中稠密 (参见文献 [22]), 可知

存在向量场 ut ∈ D(Ω,Rn), 使得

lim
t→0

∥ut − u∥H1,1
z,0(Ω) = 0.

为应用命题 3.1, 我们令

ũ :=

u, x ∈ Ω;

0, x ∈ Ω{.
(3.5)

记为 ũ := (ũ1, ũ2, . . . , ũn). 类似地, 令

ũt :=

ut, x ∈ Ω;

0, x ∈ Ω{.

记为 ũt := (ũ1
t , ũ

2
t , . . . , ũ

n
t ). 由 Du 的表示以及定义 2.3 和 2.5, 可知

lim
t→0

∥Dũt −Dũ∥H1(Rn) = 0. (3.6)

结合 (3.1) 式, 这进一步暗示了

lim
t→0

∥S(ũt)− S(ũ)∥H1(Rn) = 0. (3.7)

其次, 记 S(ũt) := (Sij(ũt))16i,j6n, 应用命题 3.1 可知, 下述等式

Dh(ũ
k
t )(x) =

4ωnCn

n+ 2
Shk(ũt)(x) + Cn

n∑
i,j=1

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(ũt)(y)dy, 1 6 h, k 6 n

在几乎处处意义下以及 Lp(Rn) 中成立, 其中 1 < p < ∞, 因为这里 ũt ∈ D(Rn,Rn) ⊂ W 1,p(Rn,Rn).

因此, 我们有

Dh(ũ
k
t )(x) = CnDh(ES(ũt))k(x)

=
2n

(n− 1)(n+ 2)
Shk(ũt)(x)

+
n

2(n− 1)ωn

n∑
i,j=1

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(ũt)(y)dy

= C2Shk(ũt)(x) + C3

n∑
i,j=1

T kSij(ũt)(x), (3.8)

这里

C2 =
2n

(n− 1)(n+ 2)
, C3 =

n

2(n− 1)ωn

,
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并且

T kSij(ũt)(x) :=

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(ũt)(y)dy, (3.9)

其中 T k 是与 ũt 的第 k 个分量有关的 C-Z 算子.

此外, 由 (3.9) 式和引理 3.1(ii) 即得∥∥T kSij(ũt)
∥∥
H1(Rn)

6 C ∥Sij(ũt)∥H1(Rn) . (3.10)

联立 (3.8) 和 (3.10) 式, 从而知

∥Dũt∥H1(Rn) =
n∑

h,k=1

∥Dh(ũ
k
t )∥H1(Rn)

6
n∑

h,k=1

(
C2∥Shk(ũt)∥H1(Rn) + C3

n∑
i,j=1

∥T kSij(ũt)∥H1(Rn)

)

6
n∑

h,k=1

(
C2∥Shk(ũt)∥H1(Rn) + CC3

n∑
i,j=1

∥Sij(ũt)∥H1(Rn)

)
6 C∥S(ũt)∥H1(Rn).

由此可得

∥Dũ∥H1(Rn) 6 ∥Dũ−Dũt∥H1(Rn) + ∥Dũt∥H1(Rn)

6 ∥Dũ−Dũt∥H1(Rn) + C∥S(ũt)∥H1(Rn)

6 ∥Dũ−Dũt∥H1(Rn) + C(∥S(ũt)− S(ũ)∥H1(Rn) + ∥S(ũ)∥H1(Rn)).

最后, 上式两端令 t → 0, 再结合 (3.6) 和 (3.7) 式推出

∥Du∥H1
z (Ω) = ∥Dũ∥H1(Rn)

6 C∥S(ũ)∥H1(Rn)

= C∥S(u)∥H1
z (Ω).

定理 1.3 得证.

在定理 1.4 的证明之前, 首先回顾 BMO 空间中的一个重要性质, 即著名的 John-Nirenberg 不

等式.

引引引理理理3.3 ([24,27]) 对每一个 f ∈ BMO(Rn), 有

sup
Q⊂Rn

1

|Q|

∫
Q

eλ|f(x)−fQ|/∥f∥∗dx 6 C, (3.11)

其中正常数 λ 和 C 只与 n 有关.

值得注意的是, 在 (3.11) 式中, 不妨设 fQ = 0 及 ∥f∥∗ = 1, 从而易知

f ∈ BMO(Rn) ⊂ Lp
loc(R

n),

其中 0 < p < ∞.

下面给出定理 1.4 的证明.
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证明 首先, 对任意向量场

u ∈ BMO1
z,0(Ω,Rn),

类似于定理 1.3 的讨论, 得到 ũ 如 (3.5) 式. 由上述引理以及 ũ 有紧支集 suppũ ⊂ Ω, 易知

ũ ∈ W 1,p(Rn,Rn) (1 < p < ∞).

其次, 记

S(ũ) := (Sij(ũ))16i,j6n,

应用命题 3.1 即知, 对 ũ 有

Dh(ũk)(x) =
4ωnCn

n+ 2
Shk(ũ)(x)

+ Cn

n∑
i,j=1

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(ũ)(y)dy, 1 6 h, k 6 n,

在几乎处处意义下以及 Lp(Rn) 中成立.

故有

Dh(ũk)(x) = C2Shk(ũ)(x) + C3

n∑
i, j=1

T kSij(ũ)(x), (3.12)

其中

T kSij(ũ)(x) =

∫
Rn

Dhγ
k
ij(x− y)Sij(ũ)(y)dy.

由此及引理 3.1(iii) 即知

∥T kSij(ũ)∥BMO(Rn) 6 C ∥Sij(ũ)∥BMO(Rn) . (3.13)

最后, 联立 (3.12) 和 (3.13) 式, 则有

∥Du∥BMOz(Ω) = ∥Dũ∥BMO(Rn)

=

n∑
h,k=1

∥Dh(ũk)∥BMO(Rn)

6
n∑

h,k=1

(
C2∥Shk(ũ)∥BMO(Rn) + C3

n∑
i,j=1

∥T kSij(ũ)∥BMO(Rn)

)

6
n∑

h,k=1

(
C2∥Shk(ũ)∥BMO(Rn) + CC3

n∑
i,j=1

∥Sij(ũ)∥BMO(Rn)

)
6 C∥S(ũ)∥BMO(Rn)

= C∥S(u)∥BMOz(Ω).

定理 1.4 得证.
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Appl Sci, 2006, 29: 387–400
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On Korn’s inequality at endpoints

Renjin Jiang & Xiaorong Yang

Abstract Let Ω be a bounded domain in Rn (n > 2). The Korn inequality states that the norm of the derivatives

of a vector field u ∈ W 1,p(Ω,Rn) (1 < p < ∞) is bounded by the norm of the linearized strain tensor, and yet the

endpoint cases p = 1 and p = ∞ were left open. In this paper, by using the singular integral theory, we derive

the Korn inequality for the Sobolev vector fields with vanishing boundary values at endpoints mentioned above

for the first time.
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