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摘要 给定正整数 r、e 和 v, 如果某个 r- 一致超图的任意 e 条不同边的并都包含至少 v + 1 个顶点,

则称其是 (v, e)- 自由 (free) 或者 (v, e)- 稀疏的. 稀疏超图的概念由 Brown、Erdős 和 Sós 在 20 世纪

70 年代提出. 目前, 研究给定顶点数的稀疏超图所能包含最大边数的上下界已成为极值组合学研究领

域内的核心问题之一. 该问题的研究方法丰富多变, 涉及组合、概率、代数和数论等多个领域. 本文介

绍 Brown、Erdős和 Sós关于稀疏超图的两个重要猜想的最新研究进展以及稀疏超图在极值组合与信

息科学中的若干应用, 包括朱烈曾作出突出贡献的完美哈希 (Hash) 矩阵、可分哈希矩阵等几类信息

安全中的研究问题.此外,本文在某些参数下给出完美哈希矩阵与求并 -自由 (union-free)超图的新构

造. 本文的构造改进了相应问题的已知最优下界.
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1 稀疏超图的起源、历史与发展

1.1 简介

稀疏超图 (sparse hypergraphs) 问题是 Brown 等 [12] 和 Sós 等 [71] 在 20 世纪 70 年代提出的一类

经典的 Turán 型问题 (Turán-type problem). 该问题受到了多位著名领袖组合学家的重视, 目前已成

为极值组合学研究领域内的核心问题之一. 与之相关的研究方法丰富多变, 涉及组合、概率、代数和

数论等多个领域. 特别地, 人们对稀疏超图的研究极大地推动了正则性方法 (regularity method) 的发
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展.这一强有力的方法已成为离散数学的重要研究工具,其创始人 Szemerédi也获得了 2012年的 Abel

奖 (Abel prize). 除此之外, 作为一种拥有优美性质的组合构型, 稀疏超图有着众多令人意想不到的应

用. 多种不同参数的稀疏超图被广泛应用于极值组合、编码理论、信息安全与理论计算机科学等诸多

领域, 为相关研究带来了新的思想和工具. 本文回顾稀疏超图研究的理论成果以及丰富应用, 着重介

绍其主要研究方法. 在该领域内依然有众多困难的未解之谜, 吸引着人们不断尝试.

1.2 Turán 型问题

超图 (hypergraph) H = (V (H), E(H)) 由点集 V (H) 和边集 E(H) 所构成, 其中, V (H) 是一个给

定的有限集, E(H) 是 V (H) 的幂集的一个子集. 为了叙述方便, 通常认为 H = E(H). 如果存在正整

数 r, 使得对于任意 A ∈ H 都有 |A| = r, 则称超图 H 为 r- 一致的 (r-uniform). 也简称 r- 一致超图为

r- 超图.

设 F 和 H均为 r-超图,如果 H的任何子超图 (subhypergraph)都不同构于 F ,则称 H为 F-自由

的;反之, H总是包含 F 的至少一个拷贝 (copy). 设 F 为一族 r-超图构成的非空有限集合,如果对于

任意 F ∈ F , H都是 F-自由的,则称 H是F -自由的. F 的 Turán数 exr(n,F )被定义为具有 n个顶

点的 F - 自由 r- 超图所能含有的最大边数. 当 |F | = 1 即 F = {F} 时, 简记 exr(n, {F}) = exr(n, F ).

人们将研究函数 exr(n,F ) 上下界的问题称为 Turán 型问题 (Turán-type problems), 这是因为这类问

题源于匈牙利数学家 Turán [81] 在 20 世纪 40 年代的开创性工作. 本文所涉及的超图都是 r- 超图, 且

有如下约定: (1) r 总是给定的正整数, 而 n 可以趋于无穷大; (2) 在本文研究的 F - 自由 Turán 型问

题中, F 总是给定的, 其定义不依赖于 n.

显然, 对于任意 F 都有 0 6 exr(n,F ) 6
(
n
r

)
. Katona 等 [43] 证明了, 对于任意给定的 F , 极限

lim
n→∞

exr(n,F )(
n
r

)
总是存在的. 称该极限为 F 的 Turán密度 (Turán density). 如果存在实数 0 6 α 6 r,使得当 n趋于无

穷大时有 exr(n,F ) = Θ(nα),则称 α为 F 的 Turán指数 (Turán exponent). 如果 F 的 Turán指数小

于 r (即其 Turán密度为 0),则称对应的 Turán型问题是退化的 (degenerate). 对于退化型 Turán问题,

如果极限 limn→∞
exr(n,F)

nα 存在, 则称该极限为 F 的退化型 Turán 密度 (degenerate Turán density).

Katona等 [43]实际上证明了任意给定的F 都存在 Turán密度,那么,任意给定的F 是否都存在 Turán

指数? 实际上, 稀疏超图与该问题密切相关.

当 r = 2 时, 人们通常称 2- 超图也为图 (graph). 对于图的 Turán 数, 人们已有丰富的研究成果.

1907年, Mantel [49] 证明了对有 3个顶点的完全图 (complete graph) K3 有 ex2(n,K3) = ⌊n2

4 ⌋. 1941年,

Turán [81] 将 Mantel的结果推广到一般的完全图 Kt (t > 3),并对于任意正整数 n都确定了 ex2(n,Kt)

的精确值. 我们一般认为 Turán 的这篇文献开创了极值图论这个研究领域. 随后, Erdős 和 Stone [25]

及 Erdős 和 Simonovits [24] 证明了极值图论的奠基性定理, 即 Erdős-Stone-Simonovits 定理:

定理 1.1 [24, 25] 设 F 为一族图构成的有限集, 则当 n 充分大时,

ex2(n,F ) =
χ(F )− 2

χ(F )− 1
· n

2

2
+ o(n2),

其中, χ(F ) = min{χ(F ) : F ∈ F}, 这里 χ(F ) 为图 F 的染色数 (chromatic number), 即所需最少的颜

色数, 使得 F 存在任意相邻顶点都不同色的点染色.
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当 r = 2 时, 定理 1.1 给出了所有有限集 F 的 Turán 密度. 如果 χ(F ) > 3, 则定理 1.1 还给出

了 ex2(n,F ) 的近似值. 例如, ex2(n,Kt) =
t−2
t−1

n2

2 + o(n2). 然而, 如果 χ(F ) = 2, 则由定理 1.1 仅可知

ex2(n,F ) = o(n2)—人们并不能得出 F 确切的 Turán指数. 对此情形, Erdős [19] 有如下著名的有理指

数存在性猜想 (rational exponents conjecture):

猜想 1.1 (参见文献 [19, 公式 (1)]) 设 F 为一族图构成的有限集, 若 χ(F ) = 2, 则存在有理数

α ∈ [0, 1) 和实数 c > 0, 使得

lim
n→∞

ex2(n,F )

n1+α
= c.

要对所有的 χ(F ) = 2 完全解决上述猜想是一个非常困难的问题, 感兴趣的读者可参见文献 [31]

的综述. 接下来, 会看到人们对稀疏超图的研究说明猜想 1.1 对超图来说 (r > 3) 是不成立的.

1.3 稀疏超图的 Turán 型问题

给定正整数 r、e 和 v, 称 r- 超图 H 是 (v, e)- 自由的, 如果它的任意 e 条不同边的并都包含至少

v + 1 个顶点, 即对于任意 A1, . . . , Ae ∈ H, 都有∣∣∣∣ e∪
i=1

Ai

∣∣∣∣ > v + 1.

用函数 fr(n, v, e) 表示 n 个顶点的 (v, e)- 自由 r- 超图所能包含的最大边数. 记

Gr(v, e) =

{
F ⊆

(
[v]

r

)
: |F| = e, |V (F)| 6 v

}
,

则根据定义有 fr(n, v, e) = exr(n,Gr(v, e)). 因此关于 fr(n, v, e) 的研究是典型的超图 Turán 型问题.

由于其所含边数的稀疏性, 人们也称 (v, e)- 自由的 r- 超图为稀疏超图 [30].

不难看出, 当 v 6 r 时, fr(n, v, e) =
(
n
r

)
; 当 v > er 时, fr(n, v, e) = 0; 当 v = er − 1 时,

fr(n, v, e) = ⌊n
r ⌋. 此外, 当 e = 2时, r-超图 H 是 (v, 2)-自由的当且仅当对于任意不同的 A,B ∈ H 都

有 |A ∩B| 6 2r − v − 1. 此时 Rödl [56] 利用巧妙的 “Rödl 针法” 证明了

lim
n→∞

fr(n, v, 2) ·
((

n

2r − v

)/(
r

2r − v

))−1

= 1.

事实上, fr(n, v, 2) 的研究也是组合设计的重要课题 (参见文献 [13]). 近期, Keevash [45] 在相关问题的

研究中取得了重大突破, 他证明了对于任意满足某些必要整除性条件的参数都有

fr(n, v, 2) =

(
n

2r − v

)/(
r

2r − v

)
.

由于上述结果, 在下面的讨论中总是假设 r > 2, e > 3, r + 1 6 v 6 er − 2. 在这个参数范围内,

Brown 等 [12] 得到了 fr(n, v, e) 的一般上下界:

C1n
er−v
e−1 6 fr(n, v, e) 6 C2n

⌈ er−v
e−1 ⌉, (1.1)

其中 C1 和 C2 是与 n无关且仅依赖于 r、e和 v 的两个常数. 由 (1.1)不难看出,当 er−v
e−1 为正整数时,

fr(n, v, e) = Θ(n
er−v
e−1 ). 人们由此知道了函数 fr(n, v, e) 的渐近阶, 并称 er−v

e−1 为 fr(n, v, e) 的 Turán 指

数; 而当 e − 1 - er − v 时, (1.1) 并不能给出函数 fr(n, v, e) 的渐近阶. 上述两种情形导致人们作出如

下两个猜想.
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猜想 1.2 (Brown-Erdős-Sós 第一猜想) 对于任意给定的正整数 r > k > 2 和 e > 3, 都有

nk−o(1) < fr(n, er − (e− 1)k + 1, e) = o(nk),

即对于任意给定的 ϵ > 0, 都有

lim
n→∞

fr(n, er − (e− 1)k + 1, e)

ϵnk
= 0, lim

n→∞

fr(n, er − (e− 1)k + 1, e)

nk−ϵ
= ∞.

猜想 1.3 (Brown-Erdős-Sós 第二猜想) 对于任意给定的正整数 r > k > 2 和 e > 3, 极限

lim
n→∞

fr(n, er − (e− 1)k, e)

nk

总是存在.

上述两个猜想是稀疏超图研究中的两个核心问题. 事实上, 在 Brown 等最初的文献 [12] 中, 他们

仅提到了猜想 1.2 和 1.3 的部分情形: 他们认为, 猜想 1.2 对 r = 3、k = 2 和 e = 3 成立, 猜想 1.3 对

r = 3、k = 2 和 e > 3 成立. 经过后来研究者的不断补充与发展 (如文献 [4, 22,32,63] 等), 这两个猜想

才有了如今的形式. 为了叙述方便, 又由于 Brown 等是这类问题的最早研究者, 本文还是称这两个猜

想为 “Brown-Erdős-Sós 第一猜想” 和 “Brown-Erdős-Sós 第二猜想”. 下面分别介绍猜想 1.2 和 1.3 的

研究进展.

1.3.1 Brown-Erdős-Sós 第一猜想

首先, 根据 (1.1) 有

Ω(nk−
1

e−1 ) = fr(n, er − (e− 1)k + 1, e) = O(nk). (1.2)

显然, (1.2)未能解决猜想 1.2的任何一种情形. 实际上,猜想 1.2的第一种情形 (即 r = 3, k = 2, e = 3)

由 Ruzsa 和 Szemerédi [59] 在 1976 年解决, 他们证明了著名的 (6, 3)- 定理:

n2−o(1) < f3(n, 6, 3) = o(n2). (1.3)

Ruzsa 和 Szemerédi 的上述结果是极值图论发展历史中的一个里程碑, (1.3) 上界的证明利用了 Sze-

merédi [78] 的图正则性引理 (graph regularity lemma), 这也是正则引理的最早几个应用之一, 充分显示

了其强大的威力; (1.3) 下界的证明利用了 Behrend [6] 构造的不含 3- 长等差数列的正整数集, 并搭建

了连接极值图论与加法数论这两个领域的桥梁. Ruzsa 和 Szemerédi 的结果同时也说明了猜想 1.1 对

超图来说 (r > 3) 是不正确的, 因为 f3(n, 6, 3) 显然没有 Turán 指数. 1986 年, Erdős 等 [22] 将 (1.3) 的

上下界推广到一般的 r > 3, 他们证明了

n2−o(1) < fr(n, 3r − 3, 3) = o(n2). (1.4)

2006 年, Alon 和 Shapira [4] 进一步证明了猜想 1.2 对所有的 e = 3 都成立, 他们得到对于任意给定的

正整数 r > k > 2 都有

nk−o(1) < fr(n, 3r − 2k + 1, 3) = o(nk). (1.5)
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令人遗憾的是, 到目前为止, 对于任意 e > 4, 人们都不能同时证明猜想 1.2 的上下界. 2005 年,

Sárközy 和 Selkow [61] 对于 k > 3 证明了

fr(n, 4r − 3k + 1, 4) = o(nk). (1.6)

Nagle 等 [51] 对于所有 r > k + 1 = e 证明了

fr(n, (k + 1)r − k2 + 1, k + 1) = o(nk). (1.7)

2021 年, Ge 和 Shangguan [32] 证明了猜想 1.2 的上界对于所有 r > k + 1 > e 都成立, 下界对于所有

r > 3、k = 2 和 e ∈ {4, 5, 7, 8} 都成立.

在所有其他参数下, 猜想 1.2 的上界和下界都未能被证明, 人们只知道一些弱化的结果. 例如, 对

于上界, Sárközy 和 Selkow [60] 利用图正则引理证明了, 对于所有给定的 r > k > 2 和 e > 3 都有

fr(n, er − (e− 1)k + ⌊log e⌋, e) = o(nk). (1.8)

Conlon 等 [15] 利用超图正则引理 (hypergraph regularity lemma) 将上述结果改进为

fr

(
n, er − (e− 1)k +O

(
log e

log log e

)
, e

)
= o(nk). (1.9)

对于下界, Shangguan 和 Tamo [64] 利用概率方法将 (1.2) 中的结果改进为

fr(n, er − (e− 1)k + 1, e) = Ω(nk−
1

e−1 (logn)
1

e−1 ). (1.10)

上述 fr(n, er− (e− 1)k+1, e)的新下界与猜想值仍然有很大距离, 尤其是人们不知道是否存在一个常

数 ϵ > 0, 使得对所有 r > k > 2 和 e > 3 都有

fr(n, er − (e− 1)k + 1, e) = Ω(nk−
1

e−1+ϵ).

综上所述,目前已知猜想 1.2的上界对于所有 r > k+1 > e都成立,下界对于所有 r > k > 2、e = 3

与 r > k = 2、e ∈ {4, 5, 7, 8} 都成立. 猜想 1.2 上界的第一个未解决情形是研究是否有

f3(n, 7, 4) = o(n2),

即所谓的 (7, 4) 问题. 目前, 对于猜想 1.2 上界的研究, 人们多采用正则性方法; 对于猜想 1.2 下界的

研究, 人们多采用加法数论与概率方法. 第 3 节将举例说明人们是如何利用这些方法来解决 Brown-

Erdős-Sós 第一猜想的若干子情形. 表 1 总结了 Brown-Erdős-Sós 第一猜想的研究情况.

表 1 Brown-Erdős-Sós 第一猜想的研究情况

已解决情形 部分进展

上界 r > k + 1 > e > 3 [4, 22,32,51,59,61] (1.1) [12]、(1.8) [60]、(1.9) [15]

下界 r > k + 1 > 3, e = 3 [4, 22,59]; r > 3, k = 2, e ∈ {4, 5, 7, 8} [32] (1.10) [64]
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1.3.2 Brown-Erdős-Sós 第二猜想

与猜想 1.2 不同, 直到 2019 年才由 Glock [34] 证明了猜想 1.3 的第一种情形 (即 r = 3, k = 2,

e = 3):

lim
n→∞

f3(n, 5, 3)

n2
=

1

5
. (1.11)

Glock 的证明利用了某个特殊图的图填充 (graph packing) [53]. Shangguan 和 Tamo [63] 利用诱导图填

充 (induced graph packing) [28] 和递归构造 (recursive construction) 将 Glock 的结果从 r = 3 推广到一

般的 r > 4, 得到了

lim
n→∞

fr(n, 3r − 4, 3)

n2
=

1

r2 − r − 1
. (1.12)

对于所有其他情形, 猜想 1.3 都是完全公开的. 目前, 人们只知道函数 fr(n, er − (e− 1)k, e) 的一些上

下界. 例如, Shangguan 和 Tamo [63] 利用多项式方法证明了

1

rk − r
6 lim inf

n→∞

fr(n, 3r − 2k, 3)

nk
6 lim sup

n→∞

fr(n, 3r − 2k, 3)

nk
6 1

k!
(
r
k

)
− k!

2

. (1.13)

最近, Sidorenko [69] 证明了

fr(n, r + 2, 3) >
(
1

r
− o(1)

)(
n

r − 1

)
, (1.14)

这改进了 (1.13) 在 k = r− 1 时下界的结果. 此外, Bohman 和 Warnke [10] 以及 Glock 等 [35] 分别独立

地证明了, 对于任意给定的 e > 4 都有

f3(n, e+ 2, e) >
(
1

6
− o(1)

)
n2. (1.15)

注意到猜想 1.3只要求证明极限 limn→∞
fr(n,er−(e−1)k,e)

nk 的存在性,并不要求计算出其精确值.表 2总

结了 Brown-Erdős-Sós 第二猜想的研究情况.

1.4 稀疏超图的应用

作为组合数学的重要研究对象之一, 稀疏超图被广泛应用于极值组合、编码理论、信息安全与理

论计算机科学等诸多领域. 人们将相关领域的问题转化为某类稀疏超图的存在与构造问题, 再对其加

以研究. 这些转化往往都不是直截了当的, 而是具有相当的技巧性. 对于这些应用, 本文选取 “完美与

可分哈希矩阵” “可消去与求并 -自由超图” “集中式编码缓存” “组合列表译码” “局部可修复码”等课

题展开较为详细的阐述. 我们也在前两个课题的研究中取得了一些新进展,详细内容见定理 5.4和 5.6.

表 3 总结了不同参数下稀疏超图的应用情况.

表 2 Brown-Erdős-Sós 第二猜想的研究情况

已解决情形 部分进展

r > 3, k = 2, e = 3 [34, 63] (1.13) [63]、(1.14) [69]、(1.15) [10, 35]

192



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 2 期

表 3 不同参数下稀疏超图的应用情况

应用名称 对应稀疏超图参数 参考文献

完美哈希矩阵 (er − r, e)- 自由 r- 超图 [62, 定理 7.1]

t- 可消去超图 (tr + ⌈ 2r−t−1
t+2

⌉, t+ 2)- 自由 + (2r − ⌈ 2r−t−1
t+2

⌉ − 1, 2)- 自由 r- 超图 [65, 引理 2.3]

2- 可消去超图 (2r, 3)- 自由 r- 超图, 2 - r [65, 引理 2.4]

t- 求并 - 自由超图 (tr − r, t)- 自由 + (tr, 2t)- 自由 r- 部 r- 超图 [65, 引理 2.5]

集中式编码缓存 (6, 3)- 自由 3- 部 3- 超图 [67, 定理 10]

具有 (ρ, L)- 列表译码性质的

r 长 q 元纠错码

(r + (L+ 1)ρr, L+ 1)- 自由 r- 部 r- 超图

每部都含 q 个顶点
[36, 引理 4.5]

局部可修复码 (ir − i, i)- 自由 r- 超图, 对于所有 1 6 i 6 e
[84, 定理 3.1]

[46, 定理 V.8 和 V.9]

1.5 一些记号

对于正整数 n, 记 [n] := {1, . . . , n}. 若超图 H 的顶点集大小为 n, 则不失一般性记 V (H) = [n].

如果没有特别指出, 我们一般认为 n 趋于无穷大. 对于有限集 X, 用
(
X
r

)
:= {A ⊆ X : |A| = r} 表示由

X 的所有 r- 元子集所构成的集合. 对于正整数 1 6 k 6 r, 用 Kk
r 表示具有 r 个顶点的完全 k- 超图,

即

E(Kk
r ) =

(
[r]

k

)
.

如果集合 A 满足 |A| = r, 则用 Kk
r (A) 表示顶点集为 A 的完全 k- 超图.

设 f := f(n) 和 g := g(n) 为依赖于 n 的函数, 如果 limn→∞
f
g = 0, 则记 f = o(g); 如果存在某个

不依赖于 n 的常数 C 使得 f 6 Cg, 则记 f = O(g); 如果存在 C 使得 f > Cg, 则记 f = Ω(g); 如果

f = O(g) 和 f = Ω(g) 同时成立, 则记 f = Θ(g).

将多次用到多部超图与矩阵的等价关系. 称一个 r- 超图 H 是 r- 部的 (r-partite), 如果 V (H) 可

以被划分为 r 个两两互不相交的子集, V (H) =
∪r

i=1 Vi, 使得对于任意 A ∈ H 和 1 6 i 6 r 都有

|A ∩ Vi| = 1. 如果对于任意 1 6 i 6 r 都有 |Vi| = q, 则不失一般性, 假设 Vi = {(i, a) : 1 6 a 6 q}. 此
时, 对于每一条边 A = {(i, xi) : 1 6 i 6 r, 1 6 xi 6 q} ∈ H, 定义映射

ψ : H → [q]r,

A 7→ ψ(A) = (x1, . . . , xr).

以下观察是显然的.

声明 1.1 依据映射 ψ, 以 {Vi : 1 6 i 6 r} 为顶点集划分的 r- 部 r- 超图 H = {A1, . . . , Am} 可
以被等价地表示为一个 r ×m 的 q 元矩阵 MH = (ψ(A1)

T, . . . , ψ(Am)T), 使得对于 1 6 i 6 m, 该矩阵

的第 i 列为 ψ(Ai)
T.

1.6 文章结构

第 2 节介绍一般参数下稀疏超图的理论界. 第 2.1 小节介绍 Brown-Erdős-Sós 的经典上下界 (参

见定理 2.1)及其证明,第 2.2小节叙述 Shangguan-Tamo的改进型下界 (参见定理 2.2)及其证明概要.

第 3 节介绍猜想 1.2 的研究进展. 第 3.1 小节讨论猜想 1.2 的上界与超图移除引理的关系, 并给

出猜想上界对于所有 r > k + 1 > e 都成立的证明 (参见定理 3.1); 第 3.2 小节讨论猜想 1.2 的下界与

加法数论的关系, 并给出 (1.3) 的下界的证明 (参见定理 3.2).
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第 4 节介绍猜想 1.3 的研究进展. 第 4.1 小节讨论猜想 1.3 的上界, 并给出 (1.13) 的上界的证明

(参见定理 4.1); 第 4.2 小节讨论猜想 1.2 的下界与近似最优图填充的关系, 并给出 (1.11) 的证明 (参

见定理 4.2).

第 5节介绍稀疏超图在极值组合中的两个应用. 第 5.1小节介绍如何利用稀疏超图来构造可分与

完美哈希矩阵, 第 5.2 小节介绍如何利用稀疏超图来构造可消去超图和求并 - 自由超图. 本文也在与

这两小节相关的课题上取得了一些新进展, 参见定理 5.4 和 5.6.

第 6介绍稀疏超图在信息科学中的 3个应用. 第 6.1小节讨论 (6, 3)-自由 3-超图与集中式编码缓

存方案的关系, 第 6.2小节讨论如何利用稀疏超图来构造具有优异组合列表译码性质的纠错码, 第 6.3

小节介绍如何利用稀疏超图构造在存储编码领域发挥着重要作用的局部可修复码.

第 7 节总结全文, 并给出一些值得研究的公开问题.

2 一般参数下稀疏超图的理论界

本节主要讨论一般参数下函数 fr(n, v, e) 的上下界. 第 2.1 小节给出 (1.1) 的具体证明, 第 2.2 小

节叙述 (1.10) 的证明思路. 本节的主要目的是说明 fr(n, v, e) 的值实际上等于某个超图的最大独立集

大小, 因而在研究中可以利用图论与概率方法的相关知识.

2.1 Brown-Erdős-Sós 的经典上下界

我们将利用 “算两次” (double counting) 这一组合技巧来证明 (1.1) 的上界, 并利用超图独立集的

一个简单下界来证明 (1.1) 的下界. 给定 r- 超图 H, 若点集 S ⊆ V (H) 中不包含 H 的任意一条边, 即(
S
r

)
∩ H = ∅, 则称 S 为 H 的独立集 (independent set). 称 H 的独立数 (independence number) α(H)

为 V (H) 所包含的最大独立集的大小, 即

α(H) := max{|S| : S ⊆ V (H) 是 H 的一个独立集}.

对于每个顶点 v ∈ V (H), 定义 v 在 H 中的度数 (degree) dH(v) 为 H 中包含 v 的边的数目, 即

dH(v) := |{v ∈ A : A ∈ H}|. 当不会引起混淆时, 我们将省略下标 H. 定义 H 的最大度 (maximum

degree) 和平均度 (average degree) 分别为

∆(H) := max{d(v) : v ∈ V (H)} 和 d(H) :=

∑
v∈V (H) d(v)

|V (H)|
.

显然, ∆(H) > d(H). 下面的引理给出了 r- 超图最大独立数的一个简单下界.

引理 2.1 [72] 给定正整数 r > 2, 则存在一个仅依赖于 r 的常数 C := C(r), 使得对于任意 r- 超

图 H 都有

α(H) > C
|V (H)|
d(H)

1
r−1

.

本小节的目标是证明如下定理 (即 (1.1)).

定理 2.1 (参见文献 [12, 第 4节]) 对于任意给定的正整数 r > 2, e > 2, r+1 6 v 6 er− 2, 都有

C1n
er−v
e−1 6 fr(n, v, e) 6 C2n

⌈ er−v
e−1 ⌉,

其中, C1 和 C2 是与 n 无关且仅依赖于 r、e 和 v 的数.
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证明 对于上界, 设 H 为 (v, e)- 自由的 r- 超图, V (H) = [n], 并记 ⌈ er−v
e−1 ⌉ = t. 不难看出, [n]

的任何一个 t- 元子集最多被 H 的 e − 1 条边所包含. 这是因为, 如果存在 T ∈
(
[n]
t

)
和两两不同的

A1, . . . , Ae ∈ H, 使得 T ⊆
∩e

i=1Ai, 则∣∣∣∣ e∪
i=1

Ai

∣∣∣∣ 6 |T |+
e∑

i=1

|Ai \ T | = t+ e(r − t) = er − (e− 1)

⌈
er − v

e− 1

⌉
6 v,

与 H 的 (v, e)- 自由性质相矛盾. 通过用两种方法计算 |{(T,A) : T ∈
(
[n]
t

)
, A ∈ H, T ⊆ A}| 可以得到下

面的不等式:

|H| ·
(
r

t

)
6

(
n

t

)
· (e− 1).

为了证明下界,我们构造如下的辅助 e-超图 F ,其中, V (F) =
(
[n]
r

)
, e个不同的点A1, . . . , Ae ∈

(
[n]
r

)
构成 F 的一条边当且仅当 |

∪e
i=1Ai| 6 v. 根据定义不难看出

α(F) = fr(n, v, e) 和 d(F) 6 ∆(F) 6
(
n− r

v − r

)(
v

r

)e−1

.

因此, 由引理 2.1 可知

fr(n, v, e) = α(H) > C

(
n

r

)
·
(
n− r

v − r

)− 1
e−1

·
(
v

r

)−1

= Ω(n
er−v
e−1 ).

证毕.

2.2 Shangguan-Tamo 的改进型下界

由定理 2.1 下界的证明可知, 计算 fr(n, v, e) 的值等价于计算 e- 超图 F 的独立数. 引理 2.1 给出

了任意一致超图独立数的下界, 那么对这个特殊的超图 F 而言, 其独立数是否存在一个更好的下界?

这个问题的答案是肯定的. 称一个超图为线性的 (linear),如果其任意两条不同边最多包含一个公共顶

点. 在 Ajtai 等 [1] 的工作基础上, Duke 等 [16] 证明了如下结论:

引理 2.2 (参见文献 [16, 定理 2]) 给定正整数 r > 3, 则存在一个仅依赖于 r 的常数 C := C(r),

使得对于任意线性 r- 超图 H 都有

α(H) > C|V (H)| ·
(
log d(H)

d(H)

) 1
r−1

.

利用引理 2.2, Shangguan 和 Tamo [64] 证明了如下结论:

定理 2.2 (参见文献 [64, 定理 3]) 对于任意给定的正整数 r > 2, e > 2, r + 1 6 v 6 er − 2, 若

gcd(e− 1, er − v) = 1, 则存在一个具有

Ω(n
er−v
e−1 (logn)

1
e−1 )

条边的 r- 超图, 使得其对于所有 2 6 i 6 e 都是 (ir − ⌈ (i−1)(er−v)
e−1 ⌉, i)- 自由的. 特别地, 令 i = e, 则

fr(n, v, e) = Ω(n
er−v
e−1 (log n)

1
e−1 ).

定理 2.2 有如下的推论:
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命题 2.1 (参见文献 [65, 引理 2.1]) 给定正整数 s > 1、r > 3 和 (vi, ei) (1 6 i 6 s), 使得

vi > r + 1, ei > 2.

(a) 令 h := min{ eir−vi

ei−1 : 1 6 i 6 s}, 则存在 r- 超图, 其具有 Ω(nh) 条边, 且对于任意 1 6 i 6 s 都

是 (vi, ei)- 自由的.

(b) 进一步地, 如果有 e1 > 3、gcd(e1 − 1, e1r − v1) = 1 以及对于任意 2 6 i 6 s 都有

e1r − v1
e1 − 1

<
eir − vi
ei − 1

,

则存在 r- 超图, 使得其具有 Ω(n
e1r−v1
e1−1 (log n)

1
e1−1 ) 条边, 且对于任意 1 6 i 6 s 都是 (vi, ei)- 自由的.

文献 [64] 并不是直接对 e- 超图 F 利用引理 2.2, 而是先用概率方法挑选出 F 的某个具有较好
性质的诱导子超图 (诱导子超图的独立集一定也是原超图的独立集), 再对该诱导子超图利用引理 2.2.

此外, 将 v = er − (e− 1)k + 1 代入定理 2.2 中可得 (1.10).

3 Brown-Erdős-Sós 第一猜想

本节主要介绍猜想 1.2 的研究进展. 第 3.1 小节讨论猜想 1.2 的上界, 第 3.2 小节讨论猜想 1.2 的

下界. 上述两个小节分别阐述超图移除引理和加法数论是如何在猜想 1.2的上下界的研究中发挥重要

作用的.

3.1 猜想 1.2 的上界与超图移除引理

本小节的主要任务是证明猜想 1.2 的上界对所有给定的正整数 r > k + 1 > e > 3 都成立. 注

意到 (1.3)–(1.7) 中的上界都是上述结论的特殊情形. 事实上, 这有其必然原因: 这些上界的证明分别

利用了三角形移除引理 (triangle removal lemma)、图移除引理 (graph removal lemma) 以及某个特殊

超图的移除引理, 而本节介绍的证明利用了最近才被证明的、完全版本的超图移除引理 (hypergraph

removal lemma). 图移除引理与超图移除引理分别是图正则引理 (graph regularity lemma)与超图正则

引理 (hypergraph regularity lemma)的推论,相关内容是组合数学与图论的核心研究领域之一,感兴趣

的读者可参见文献 [14].

引理 3.1 (超图移除引理, 参见文献[14, 定理 1.2]) 给定正整数 r > 2 与 r- 超图 F , 对于任意

ϵ > 0, 都存在 δ := δ(ϵ) > 0, 使得对于任意 r- 超图 H, 如果其仅包含不超过 δ|V (H)||V (F)| 个 F 的拷
贝, 则可以从 H 中删去最多 ϵ|V (H)|r 条边, 得到 H 的一个 F- 自由的子超图.

通过超图移除引理, 容易推导出如下结论:

引理 3.2 给定正整数 r > 2 与 r- 超图 F , 对于任意 ϵ > 0, 都存在 δ := δ(ϵ) > 0 使得如下结论

成立: 如果需要删去至少 ϵ|V (H)|r 条边才能使某个 r- 超图 H 成为 F- 自由的, 则 H 一定至少包含
δ|V (H)||V (F)| 个 F 的拷贝.

下面将利用引理 3.2 证明猜想 1.2 的上界对于所有给定的正整数 r > k + 1 > e > 3 都成立.

定理 3.1 (参见文献 [32, 定理 1.3]) 对于所有给定正整数 r > k + 1 > e > 3 都有

fr(n, er − (e− 1)k + 1, e) = o(nk).

证明 设 r、k 和 e 满足定理条件, H 是具有 n 个顶点的 (er − (e− 1)k + 1, e)- 自由 r- 超图. 若

存在某个常数 ϵ > 0 使得 |H| > ϵnk, 以下将利用引理 3.2 推导出矛盾.
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首先, 不难看出, 对于任意 A ∈ H, 仅存在 H \ {A} 的最多 e− 2 条边, 使得它们分别与 A 有至少

k 个交点. 否则,存在 e− 1条不同边 A1, . . . , Ae−1 使得对于任意 1 6 i 6 e− 1都有 |A∩Ai| > k,则有∣∣∣∣ e−1∪
i=1

Ai ∪A
∣∣∣∣ 6 er − (e− 1)k,

与假设矛盾. 因此, 存在 H 的子超图 H′ 满足 |H′| > ϵ
e−1n

k 以及对于任意不同的 A,B ∈ H′ 都有

|A ∩B| 6 k − 1.

接下来, 通过 H′ 构造如下的 k- 超图 H∗ 来辅助定理的证明: 顶点集 V (H∗) 满足

V (H∗) ⊆ V (H′) ⊆ V (H);

边集 E(H∗) 定义如下: 对于每条边 A ∈ H′, 都构造一个 k- 超图 Kk
r (A) :=

(
A
k

)
, 并令

H∗ =
∪

A∈H′

Kk
r (A).

容易看出, A ∈ H′ 与 Kk
r (A) ⊆ H∗ 之间是一一对应的, 而 H∗ 由所有 Kk

r (A) 的边的并形成. 此外,

对任意不同的 A,B ∈ H′, k- 超图 Kk
r (A) 与 Kk

r (B) 是边不交的, 这是因为对于不同的 A,B ∈ H′ 有

|A ∩B| 6 k − 1.

我们构造了一个 k- 超图 H∗, 它包含 Kk
r 的至少 |H′| > ϵ

e−1n
k 个边不交的拷贝. 因此, 需要删去

至少 ϵ
e−1n

k 条边才能使 H∗ 变为 Kk
r - 自由的. 由引理 3.2 可知, H∗ 包含至少 δnr 个与 Kk

r 同构的子

超图. 接下来, 估计 H∗ 中如下 Kk
r 拷贝的数量: 它至少有两条边是同一个 A ∈ H′ 的 k- 子集. 注意到

以下观察:

• A ∈ H′ 有至多 O(nk) 种选择;

• Kk
r 的两条边决定了其至少 k + 1 个顶点;

• 选定上面的 k + 1 个顶点之后, 其余的 r − k − 1 个顶点有最多 nr−k−1 种选择.

因此, 上述 Kk
r 拷贝的数量至多为

|H′| ·
((r

k

)
2

)
· nr−k−1 = O(nr−1),

在 n 充分大时远小于 δnr.

综上所述, 一定存在一个 Kk
r ⊆ H∗, 它的

(
r
k

)
条 k- 边来自于 H′ 的

(
r
k

)
条不同的 r- 边. 特别地,

对于 r > k + 1 > e, 总是存在 Kk
k+1 ⊆ Kk

r . 取任意这样一个 Kk
k+1 的 e 条不同边, 记作 B1, . . . , Be. 设

A1, . . . , Ae 为 H′ 中与它们对应的 e 条边, 满足 Bi ⊆ Ai (1 6 i 6 e). 则由 |
∪e

i=1Bi| 6 k + 1 可知,∣∣∣∣ e∪
i=1

Ai

∣∣∣∣ 6 re− (ek − (k + 1)) = e(r − k) + k + 1,

这与 H′ 的 (er − (e− 1)k + 1, e)- 自由性质矛盾. 证毕.

3.2 猜想 1.2 的下界与加法数论

本小节首先介绍加法数论中重要的 sum-free (求和 -自由)集;再介绍利用求和 -自由集构造稀疏

超图的一般思想 (实际上, 利用该方法求和 - 自由集也可以被用来构造不含其他禁止构型的超图); 最

后以 Ruzsa 和 Szemerédi [59] 的经典构造为例, 具体给出 (1.3) 下界的证明.
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设 s 为正整数, 考虑线性方程
∑s

i=1 aixi = 0, 其中系数 a1, . . . , as 与未知数 x1, . . . , xs 均为整

数. 如果
∑s

i=1 ai = 0, 则称该方程为齐次线性方程. 此时, 不难看出 x1 = · · · = xs 为方程的一组解,

称这组解为平凡解. 对于集合 M ⊆ [n], 如果对于任意满足
∑s

i=1 aimi = 0 的 m1, . . . ,ms ∈ M 都有

m1 = · · · = ms, 则称 M 不含上述方程的非平凡解. 关于非平凡解的定义实际上是 Ruzsa [58] 原始定义

的一个简化版本.

1947 年, Behrend [6] 考虑了不含方程 x1 + x2 = 2x3 非平凡解的集合, 这类集合也被称为是不含

3 长等差数列的集合 (3-term-arithmetic-progression-free), 这是由于上述方程的非平凡解实际上构成 3

长等差数列 x1、x3 和 x2. 记 rk(n) 为 [n] 的不含 k 长等差数列的最大子集的大小. Behrend [6] 证明了

r3(n) >
n

2O(
√
log n)

= n1−o(1). (3.1)

目前, rk(n) 上下界的估计是加法数论的核心问题, 相关研究利用了多种数学工具.

如何利用求和 - 自由集来构造稀疏超图? 给定正整数 r > 3 和求和 - 自由集合 M ⊆ [n], 可以按

如下方式构造一个 r- 部 r- 超图 H, 它的顶点集为 V (H) =
∪r

i=1 Vi, 每个 Vi 都是正整数集, 边集为

H = {A(y,m) : A(y,m) = (y + b1m, . . . , y + brm), y ∈ [n],m ∈M},

其中, A(y,m)是一个有序的 r-元组,使得对于每个 1 6 i 6 r 都有 y+ bim ∈ Vi, B := {b1, . . . , br} ⊆ [n]

是一个 r- 元整数集合, 它是依据集合 M ⊆ [n] 的求和 - 自由性质来设计的. 容易验证如下结论:

引理 3.3 如果对于任意 i ̸= j 都有 bi ̸= bj ,则按照上面的方式构造的超图 H 是一个有 n|M |条
边的线性超图.

证明 不难看出 |H| = n|M |, 只需证明其任意两条不同边最多有一个公共点. 如若不然, 假设对

(y,m) ̸= (y′,m′) 有 |A(y,m) ∩A(y′,m′)| > 2, 则存在 1 6 i, j 6 r (i ̸= j) 使得y + bim = y′ + bim
′,

y + bjm = y′ + bjm
′.

则 y − y′ = bi(m
′ −m) = bj(m

′ −m), 这意味着 (y,m) = (y′,m′), 与假设矛盾.

下面给出 Ruzsa 和 Szemerédi [59] 利用不含 3 长等差数列的正整数集合来构造 (6, 3)- 自由 3- 超

图的经典证明.

定理 3.2 [59] f3(n, 6, 3) = Ω(n · r3(n)) > n2−o(1).

证明 设 M ⊆ [n] 不含 3 长的等差数列. 按照如下方式构造一个 3- 部 3- 超图 H, 它的顶点集为

V (H) =
∪3

i=1 Vi, 其中对于每个 Vi = [i · n] (1 6 i 6 3), 它的边集为

H = {A(y,m) : A(y,m) = (y, y +m, y + 2m), y ∈ [n],m ∈M},

并且满足对于 1 6 i 6 3 有 y + (i − 1)m ∈ Vi. 由 (3.1) 可知, 要证明上述命题, 只需证明 H 是 (6, 3)-

自由的. 如若不然, 则存在 3 条不同边 A1 = A(y1,m1), A2 = A(y2,m2), A3 = A(y3,m3) ∈ H 使得∣∣∣∣ 3∪
i=1

Ai

∣∣∣∣ 6 6. (3.2)

由引理 3.3 可知, 对于任意 i ̸= j 有 |Ai ∩ Aj | 6 1. 因此 (3.2) 成立当且仅当对于任意 i ̸= j 有

|Ai ∩Aj | = 1. 由于 H 是 3- 部超图, 不失一般性, 假设

A1 ∩A2 ∈ V1, A2 ∩A3 ∈ V2, A1 ∩A3 ∈ V3,
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则有 
y1 = y2,

y2 +m2 = y3 +m3,

y3 + 2m3 = y1 + 2m1,

将 3 个等式左右两边分别相加再消去 y1、y2 和 y3, 可得 m2 +m3 = 2m1. 根据假设可知, M 不含 3

长等差数列, 因而有 m1 = m2 = m3, 代入上述方程组可得 (y1,m1) = (y2,m2) = (y3,m3), 与假设矛盾.

综上所述, H 确实是 (6, 3)- 自由的. 证毕.

为了利用求和 -自由集构造不含其他禁止构型的组合结构,人们从多个角度对 Behrend [6] 的构造

进行了推广. 例如, 利用 Behrend 的构造方法, 容易证明如下更为一般的结果:

引理 3.4 (参见文献 [32, 引理 3.4]) 设 s > 2, a1, . . . , as, n 全为正整数, 其中 s 是固定的, 而

a1, . . . , as 可以随 n 变动, 则存在一个集合 M ⊆ [n] 满足 |M | > n

2
O(

√
log n log

∑l
i=1

al)
, 且不含下述方程的

非平凡解:
s∑

i=1

aixi =

( s∑
i=1

ai

)
xs+1.

我们还可以证明, 存在一个充分大的集合 M ⊆ [n], 使得其不含多个方程的非平凡解.

引理 3.5 (参见文献 [32, 引理 3.7]) 令 0 < a < 1为一个给定的常数, t为一个给定的正整数. 令

s∑
i=1

aijxi = 0, 1 6 j 6 t

为 t 个齐次线性方程. 如果对于 j = 1, . . . , t, 都存在集合 Mj ⊆ [n], 使得 |Mj | > n
2O(loga n) 且其不含第

j 个方程的非平凡解,则存在一个集合 M ⊆ [n],使得 |M | > n
2O(loga n) 且其不含上述任意一个方程的非

平凡解.

更多的相关推广可参见文献 [2,4,30,32,58,62]. 正是利用各种不同的求和 -自由集及其构造, Alon

和 Shapira [4] 证明了对于所有 r > k > 2 和 e = 3 都有

fr(n, 3r − 2k + 1, 3) > nk−o(1).

Ge 和 Shangguan [32] 证明了对于所有 r > k = 2 和 e ∈ {4, 5, 7, 8} 都有

fr(n, r − 2e+ 3, e) > n2−o(1).

文献 [32] 实际上证明了如下更强的结论:

定理 3.3 (参见文献 [32, 定理 1.6, 1.7]) 对于任意给定正整数 r > 3和 n→ ∞, 存在一个线性的

r- 部 r- 超图 H, 使得 |H| > n2−o(1), 并且对于所有 e ∈ {3, 4, 5, 7, 8}, H 都是 (er − 2e+ 3, e)- 自由的.

4 Brown-Erdős-Sós 第二猜想

本节主要介绍猜想 1.3 的研究进展. 第 4.1 小节给出 (1.13) 上界的证明, 注意到, 该上界蕴含了

(1.11) 和 (1.12) 的上界; 第 4.2 小节给出 (1.11) 下界的证明, 并讨论证明 (1.12) 下界的一些主要想法.
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4.1 猜想 1.3 的上界

本小节证明 (1.13) 的上界部分, 注意到, (1.11) 和 (1.12) 的上界部分都是其简单的推论.

定理 4.1 (参见文献 [63, 定理 6]) 对于给定的正整数 r > k > 2, 有

lim sup
n→∞

fr(n, 3r − 2k, 3)

nk
6 1

k!
(
r
k

)
− k!

2

.

我们需要如下引理. 令 H ⊆
(
[n]
r

)
为一个 r- 超图, T ⊆ [n] 是一个子集, T 在 H 中的度数 dH(T )

为 H 中包含 T 的边数, 即 dH(T ) = |{A ∈ H : T ⊆ A}|.
引理 4.1 (参见文献 [63, 引理 12]) 任给一个 r- 超图 H, 我们都可以删去它的最多

(
n

k−1

)
条边,

得到一个子超图 F ⊆ H, 使得 F 不含度数为 1 的 (k − 1)- 子集.

定理 4.1 的证明 令 H 为任意 (3r − 2k, 3)- 自由的 r- 超图, F 为 H 的子超图, 并满足引理 4.1

的结论. 因此, |H| 6 |F|+
(

n
k−1

)
. 要证明定理 4.1, 只需要证明

|F| 6
2
(
r
k

)
2
(
r
k

)
− 1

(
n
k

)(
r
k

) .
由于 F 是 (3r − 2k, 3)- 自由的, 所以 [n] 的任意 k- 子集在 F 中的度数最多为 2. 对于 i ∈ {1, 2},

令 Ki ⊆
(
[n]
k

)
为 [n] 中度数为 i 的 k- 子集构成的集合, 即

Ki =

{
K ∈

(
[n]

k

)
: dF (K) = i

}
.

因此, 对于任意 A ∈ F 和 K ∈
(
A
k

)
, 都有 K ∈ K1 或者 K ∈ K2. 由上面的讨论不难证明(

r

k

)
|F| = |K1|+ 2|K2|. (4.1)

对于 K = {x1, . . . , xk} ∈ K2, 设 A 和 B 为 F 中包含 K 的两条边, 因此 |A ∩B| > k. 我们声明, 实际

上有 |A ∩ B| = k. 取 a ∈ A \ B, 考虑 (k − 1)- 子集 {x1, . . . , xk−2, a} ⊆ A. 由于 F 不含度数为 1 的

(k − 1)- 子集, dF ({x1, . . . , xk−2, a}) > 2, 所以存在一条边 C ∈ F \ {A,B} 使得 {x1, . . . , xk−2, a} ⊆ C.

若 |A ∩B| > k + 1, 则有

|A ∪B ∪ C| 6 3r − |A ∩B| − |A ∩ C| 6 3r − (k + 1)− (k − 1) = 3r − 2k, (4.2)

与假设矛盾.

对于 k- 子集 K ∈ K2 以及包含它的两条边 A,B ∈ F , 定义集合 ΦK := (
(
A
k

)
∪
(
B
k

)
) \ {K}. 由于

|A ∩B| = k, 所以有

|ΦK | = 2

(
r

k

)
− 2. (4.3)

类似 (4.2), 可以证明

ΦK ⊆ K1. (4.4)

我们声明如下结论成立.
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声明 4.1 对于任意不同的 K,K ′ ∈ K2, 都有 ΦK ∩ ΦK′ = ∅.
假设上述结论是正确的, 由 (4.3) 和 (4.4) 可知

|K2|
(
2

(
r

k

)
− 2

)
6 |K1|. (4.5)

此外, 容易看出

|K1|+ |K2| 6
(
n

k

)
. (4.6)

结合 (4.1)、(4.5) 和 (4.6) 可知(
r

k

)
|F| = |K1|+ 2|K2|

=
2
(
r
k

)
2
(
r
k

)
− 1

(|K2|+ |K1|) +
1

2
(
r
k

)
− 1

((
2

(
r

k

)
− 2

)
|K2| − |K1|

)
6

2
(
r
k

)
2
(
r
k

)
− 1

(|K2|+ |K1|)

6
2
(
r
k

)
2
(
r
k

)
− 1

(
n

k

)
.

证毕.

接下来, 用反证法证明声明 4.1. 如果存在两个不同的 k- 子集 K,K ′ ∈ K2 使得 ΦK ∩ ΦK′ ̸= ∅,
则存在 A′ ∈ F 使得 K,K ′ ⊆ A′ (否则, 与 (4.4) 矛盾). 假设 B′, C ′ ∈ F 为满足 A′ ∩ B′ = K 和

A′ ∩ C ′ = K ′ 的两条边, 则有

|A′ ∪B′ ∪ C ′| 6 3r − |A′ ∩B′| − |A′ ∩ C ′| = 3r − 2k,

与假设矛盾.

4.2 猜想 1.3 的下界与图填充

本小节的目标是证明如下结论:

定理 4.2 (参见文献 [34, 定理 2]) limn→∞
f3(n,5,3)

n2 = 1
5 .

定理 4.2 的上界是定理 4.1 在 r = 3 且 k = 2 时的推论, 下面证明其下界. 该证明是由 Glock [34]

给出的, 他巧妙地利用了图填充研究领域中的一个著名结果. 考虑两个图 H 和 G, G 的一个 H- 填充

(H-packing) 是指 G 的一族两两边不交 (edge-disjoint) 的子图 H1,H2, . . . , 其中每个 Hi 都是 H 的拷

贝. 显然, G 的任意 H- 填充最多能包含 |G|
|H| 个两两边不交的 H 的拷贝. 下面的结论说明, 该上界对

于 G = Kn 是渐近最优的.

引理 4.2 (参见文献 [53, 定理 1.1]) 任给图 H 以及常数 ϵ > 0, 存在一个常数 n0 = n0(H, ϵ), 使

得对于任意 n > n0, Kn 都有一个大小至少为 (1− ϵ) n2

2|H| 的 H- 填充.

为了利用引理 4.2 来证明定理 4.2, Glock [34] 定义了一个特殊的图 Ht. 对于 t ∈ Z+, 定义 Ht =

(V (Ht), E(Ht)) 的顶点集为 V (Ht) = {a, b, x1, . . . , xt, y1, . . . , yt}, 边集为

Ht = {ab} ∪ {axi, ayi, bxi, byi, xiyi : 1 6 i 6 t}.
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不难看出, |Ht| = 5t + 1. 为了利用 Kn 的 Ht- 填充来构造达到定理 4.2 下界的 (5, 3)- 自由 3- 超图,

Glock 在顶点集 V (Ht) 上定义了如下的 3- 超图:

Ĥt = {axiyi, bxiyi : 1 6 i 6 t}.

显然, |Ĥt| = 2t. 不难验证如下结论:

引理 4.3 Ĥt 是 (5, 3)- 自由的.

记 H
(1)
t , . . . , H

(m)
t 为满足引理 4.2 的一个 Ht- 填充, 则 m > (1− ϵ) n2

10t+2 . 相应地, 可以构造 3- 超

图 Ĥ
(1)
t , . . . , Ĥ

(m)
t . 考虑这 m 个 3- 超图的并

Ht :=

m∪
i=1

Ĥ
(i)
t .

引理 4.4 Ht 是 (5, 3)- 自由的 3- 超图, 且 |Ht| = 2tm.

证明 首先证明 |Ht| = 2tm. 根据定义可知, 对于任意 1 6 i < j 6 m, H
(i)
t 与 H

(j)
t 都是边不交

的. 由此不难看出, Ĥ
(i)
t 与 Ĥ

(j)
t 也是边不交的. 由于对于任意 1 6 i 6 m 都有 |Ĥ(i)

t | = 2t, 因此有

|Ht| =
m∑
i=1

|Ĥ(i)
t | = 2mt.

下面证明 Ht 是 (5, 3)- 自由的. 如若不然, 假设存在 3 条不同边 A1, A2, A3 ∈ Ht, 使得 |
∪3

j=1Aj |
6 5 以及对于 1 6 j 6 3 有 Aj ∈ Ĥ

(ij)
t , 其中 1 6 i1, i2, i3 6 m. 由 |

∪3
j=1Aj | 6 5 不难看出, A1、A2 和

A3 中一定有两条边恰好包含两个交点, 不妨假设 |A1 ∩A2| = 2. 因此, H
(i1)
t 与 H

(i2)
t 至少有一条公共

边. 当 i1 ̸= i2 时, H
(i1)
t 与 H

(i2)
t 是边不交的 Ht 拷贝, 所以只能有 i1 = i2.

由于 |A1 ∪ A2| = 4 且 |
∪3

j=1Aj | 6 5, 不难看出 |A3 ∩ (A1 ∪A2)| > 2, 由此可以推导得到 H
(i3)
t 与

H
(i1)
t 至少有一条公共边, 因此有 i3 = i1.

综上所述, A1, A2, A3 ∈ Ĥ
(i1)
t 且 |

∪3
j=1Aj | 6 5, 与引理 4.3 矛盾. 证毕.

定理 4.2 下界的证明 对于任意常数 ϵ > 0,对 Ht 应用引理 4.2,得到对于充分大的 n,存在大小

至少为 (1−ϵ) n2

10t+2 的Ht-填充. 由引理 4.4可知,应用该Ht-填充可以构造出边数至少为 (1−ϵ) n2

10t+2 ·2t
的 (5, 3)- 自由 3- 超图. 当 t 充分大时, 该超图边数趋近于 (1− o(1))n

2

5 . 证毕.

Shangguan 和 Tamo [63] 将定理 4.2 的结果从 r = 3, e = 3, k = 2 推广到更一般的 r > 3, e = 3,

k = 2. 对于任意 ϵ > 0, 他们都构造了边数为 (1− ϵ) n2

r2−r−1 的 (3r− 4, 3)- 自由 r- 超图. 文献 [63] 的构

造实际上是一个关于 r 的递归构造, 其初始情形是 Glock 在 r = 3 时的构造. 文献 [63] 利用了如下比

引理 4.2 更强的结论:

引理 4.5 (参见文献 [28, 定理 2.2] 和 [5, 定理 3.2]) 任给图 H 以及常数 ϵ > 0, 存在一个常数

n0 = n0(H, ϵ), 使得对于任意 n > n0, Kn 都有一个 H- 填充 H(1), . . . , H(m), 使得 m > (1− ϵ) n2

2|H| , 并

同时具有如下两个性质:

(i) 对于任意 1 6 i ̸= j 6 m, H(i) 与 H(j) 至多有两个公共顶点;

(ii) 如果对于某对 1 6 i ̸= j 6 m, H(i) 与 H(j) 恰好有两个公共顶点 {a, b}, 则 {a, b} 既不是 H(i)

的边, 也不是 H(j) 的边.

人们也称满足上述两个性质的 H- 填充为 H 的诱导图填充. 显然, 引理 4.5 是引理 4.2 的加强版

本, 能否进一步发掘引理 4.5 以构造其他参数的稀疏超图, 是一个非常值得研究的问题.
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5 稀疏超图与极值组合

本节介绍稀疏超图在极值组合中的两个应用. 第 5.1小节介绍如何利用稀疏超图来构造可分与完

美哈希矩阵, 第 5.2 小节介绍如何利用稀疏超图来构造可消去超图与求并 - 自由超图.

5.1 可分与完美哈希矩阵

设 Q 为 q- 元有限集, M 为定义在 Q 上的 r ×m q- 元矩阵. 对于 M 的任意行 f 与任意列子集

C, 用 f(C) ⊆ Q 表示 C 中的每一列在行 f 上的取值所构成的集合. 给定 t 个正整数 w1, . . . , wt, 称矩

阵 M 为 {w1, . . . , wt}-可分 (separating)的,如果对于任意 t个两两不交的、满足 |Ci| = wi (1 6 i 6 t)

的列子集 C1, . . . , Ct, 都存在 M 的某一行 g 使得 g(C1), . . . , g(Ct) 也是两两不交的 (作为 Q 的子集).

注意到, 这里 {w1, . . . , wt}可以为一个多重集. 为了叙述方便,称上述矩阵为 (r,m, q, {w1, . . . , wt})-可
分哈希矩阵 (separating Hash matrix). 在文献中, 可分哈希矩阵与所谓的可分哈希族 (separating Hash

family) [74] 是等价的, 它看作是可分哈希族的矩阵表示.

可分哈希矩阵是一种基本的组合构型, 不同参数的可分哈希矩阵蕴涵了丰富的组合结构. 下面是

部分例子.

• 当 w1 = · · · = wt = 1 时, (r,m, q, {1, . . . , 1})- 可分哈希矩阵也被称为 t- 完美哈希族 (perfect

Hash family) 或者 t- 完美哈希矩阵 (perfect Hash matrix). 完美哈希族由 Mehlhorn [50] 在 1984 年定

义, 它在密码学 [75, 82]、数据库管理 [50]、环路设计 [52] 和算法设计 [3] 中都有重要应用.

• Elias [18] 考虑了满足 t = q, w1 = · · · = wq = 1 时的完美哈希矩阵, 它可以被应用于一种零错误

列表译码信道 (即所谓的 q/(q − 1) 信道).

•当 t = 2, w1 = 1, w2 = w > 2时, (r,m, q, {1, w})-可分哈希矩阵等价于 w-防诬陷码 (frameproof

code); 当 t = 2, w1 = w2 = w > 2 时, (r,m, q, {w,w})- 可分哈希矩阵等价于 w- 安全防诬陷码 (secure

frameproof code). 防诬陷码与安全防诬陷码分别由 Boneh 和 Shaw [11] 以及 Stinson 等 [73] 定义, 这两

种码都是所谓的指纹码 (fingerprinting codes), 可以用来保护正版信息.

•同时满足 {1, 1, 1}与 {2, 2}两种可分性质的可分哈希矩阵被称为父代识别码 (parent-identifying

codes), 该码也属于指纹码, 可以被用来追踪盗版者 (参见文献 [40]).

值得一提的是,朱烈在相关问题的研究中取得了出色的成果. Stinson等[75]利用正交表 (orthogonal

array)与递归构造给出了几类完美哈希矩阵的确定性构造;利用类似的方法,他们还构造出几类新的可

分哈希矩阵, 并将其应用于可分系统 (separating systems)、密钥分发模式 (key distribution patterns)、

组合群试算法 (group testing algorithms)、覆盖 - 自由 (cover-free) 集族和安全防诬陷码等组合对象的

构造. 此外, Stinson 等 [76] 给出了 (w, r)- 覆盖 - 自由集族大小的两个新上界, (w, r)- 覆盖 - 自由集族

与完美哈希矩阵等组合结构联系紧密, 在组合群试和追踪方案中都有重要应用.

对于正整数 r, q, w1, . . . , wt,用 C(r, q, {w1, . . . , wt})表示最大的m,使得存在 (r,m, q, {w1, . . . , wt})-
可分哈希矩阵. 人们对 C(r, q, {w1, . . . , wt})上下界的研究主要有以下两个方向: (1)给定 q, t, w1, . . . , wt,

令 r 趋于无穷大; (2) 给定 r, t, w1, . . . , wt, 令 q 趋于无穷大. 本文主要关心第二种情形, 此时, 人们发

现可分哈希矩阵 (尤其是完美哈希矩阵)与稀疏超图具有紧密联系.因此研究 fr(n, v, e)上下界的重要

方法都可以被用来研究 C(r, q, {w1, . . . , wt}) 的上下界. 下面简述相关研究成果.

为了方便, 本节总是记 u =
∑t

i=1 wi, Shangguan 和 Ge [62] 证明了 C(r, q, {w1, . . . , wt}) 满足如下
的迭代不等式:
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引理 5.1 (参见文献 [62, 引理 3.1]) 对于任意正整数 1 6 ℓ 6 r 和 1 6 i 6 t, 有

C(r, q, {w1, . . . , wt}) 6 qℓ +max{u− 1, C(r − ℓ, q, {w1, . . . , wi − 1, . . . , wt})}.

利用引理 5.1 可以得出 C(r, q, {w1, . . . , wt}) 的上界:

定理 5.1 (参见文献 [62, 定理 1.5]) 设 1 6 c 6 u − 1 为满足 r ≡ c (mod u − 1) 的唯一正整数,

则有

C(r, q, {w1, . . . , wt}) 6 max{u, cq⌈r/(u−1)⌉ + (u− 1− c)q⌊r/(u−1)⌋}.

对于下界, 当 w1 = · · · = wt = 1 时, 简记 C(r, q, {1, . . . , 1}) := pt(r, q). 根据定义不难看出,

C(r, q, {w1, . . . , wt}) > pu(r, q). Blackburn
[7] 利用 Lovász 局部引理证明了存在一个仅依赖于 t 和 r 的

数 ct,r, 使得 pt(r, q) > ct,rq
r

t−1 . 结合以上讨论可知, 给定 r, t, w1, . . . , wt, 当 q 充分大时有

Ω(q
r

u−1 ) = C(r, q, {w1, . . . , wt}) = O(q⌈
r

u−1 ⌉). (5.1)

由 (1.1)与 (5.1)不难看出, C(r, q, {w1, . . . , wt})的上下界与 fr(n, v, e)的上下界具有相似的特性,即能

否利用初等方法得到渐近阶当且仅当相关参数是否满足某种整除性条件 (实际上, 这种现象会在本文

中多次出现).

利用声明 1.1 所提到的矩阵与多部超图的等价关系, Shangguan 和 Ge [62] 证明了下述结论:

定理 5.2 (参见文献 [62, 定理 5.4、6.5、7.1 和推论 7.2]) (i) p3(3, q) = f3(3q, 6, 3) +O(q), 因而对

于充分大的 q 有 q2−o(1) < p3(3, q) = o(q2);

(ii) 对于充分大的 q 有 q2−o(1) < p4(4, q) = o(q2);

(iii) 记 u =
∑t

i=1 wi, 则有 Ω(fr(rq, ur − r, u)) = pu(r, q) 6 C(r, q, {w1, . . . , wt});
(iv) 当 2 - r 且 r > 3 时有 p3(r, q) > q⌈

r
2 ⌉−o(1) (利用 (iii) 和 (1.5)).

结合引理 5.1 和定理 5.2(i) 和 5.2(ii), Ge 等 [33] 证明了下述结论:

定理 5.3 (参见文献 [33, 定理 4.1]) 给定正整数 t > 3, w1, . . . , wt > 2, 当 t > 3 或者 t = 2 且

min{w1, w2} > 2 时, 对于充分大的 q 有 C(
∑t

i=1 wi, q, {w1, . . . , wt}) = o(q2).

注意到定理 5.3 对于 t = 2 以及 {w1, w2} = {1, w} 不成立. 实际上, 当 q 为素数幂且 q > r 时, 利

用 Reed-Solomon 码容易构造出 (r, q⌈
r
w ⌉, q, {1, w})- 可分哈希矩阵 (即 w- 防诬陷码) [8], 因此可知对于

充分大的 q 有 C(r, q, {1, w}) = Ω(q⌈
r
w ⌉).

利用定理 5.2(iii), 可以得出关于可分哈希矩阵以及完美哈希矩阵最大列数的新下界:

定理 5.4 (i) 当 gcd(r, u− 1) = 1 时有 C(r, q, {w1, . . . , wt}) > pu(r, q) = Ω(q
r

u−1 (log q)
1

u−1 );

(ii) 当 u ∈ {3, 4, 5, 7, 8} 时有 pu(2u− 3, q) > q2−o(1).

证明 定理 5.4 中的两个结论分别是定理 2.2 与 3.3 的两个推论.

不难看出定理 5.4 在某些参数下改进了 (5.1) 的下界.

5.2 可消去与求并 - 自由超图

设 t 为正整数, H 为 r- 超图, 如果对于任意 t+ 2 条不同边 A1, . . . , At, B, C ∈ H, 都有( t∪
i=1

Ai

)
∪B ̸=

( t∪
i=1

Ai

)
∪ C,
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则称 H 为 t- 可消去的. 如果对于任意两个满足 1 6 |A|, |B| 6 t 的集合 A,B ⊆ H, 都有∪
A∈A

A ̸=
∪
B∈B

B,

则称 H 为 t- 求并 - 自由的. t- 可消去与 t- 求并 - 自由的 r- 超图都是极值组合与极值集合论的经典

研究对象. 本小节将介绍如何利用稀疏超图构造满足上述性质的 r- 超图.

1-可消去与 2-求并 -自由超图的研究分别始于 Katona [42] 以及 Erdős和 Moser [23] 的工作,而一

般参数下 t-可消去与 t-求并 -自由超图的研究则分别始于 Füredi [29] (关于 2-可消去超图, 也可参见

文献 [47]) 以及 Kautz 和 Singleton [44] 的工作.

当 t > 3 时, 人们关于 t- 可消去与 t- 求并 - 自由超图的知识大多源自另一种组合结构, 即覆盖 -

自由超图. 称 r- 超图 H 是 t- 覆盖 - 自由的, 如果对于任意 t+ 1 条不同边 A1, . . . , At, B ∈ H, 都有

B *
t∪

i=1

Ai.

t- 覆盖 - 自由超图由 Erdős 等 [20, 21] 引入 (关于其另一种定义, 参见文献 [44]). 不难得到覆盖 - 自由

超图与可消去超图以及求并 - 自由超图的如下关系 (以下 (a) 的证明可参见文献 [29, 定理 3.2]; (b) 可

以直接由定义推导出来):

(a) 如果超图 H 是 (t+ 1)- 覆盖 - 自由的, 则它也是 t- 可消去的; 如果 H 是 t- 可消去的, 则存在

一个 H 的子超图, 使得它有至少 |H| − (1 + ⌊ t
2⌋) 条边, 并且是 ⌊ t

2⌋- 覆盖 - 自由的.

(b) 如果 H 是 t- 覆盖 - 自由的, 则它也是 t- 求并 - 自由的; 如果 H 是 t- 求并 - 自由的, 则它也

是 (t− 1)- 覆盖 - 自由的.

以下总是假设 r 和 t 是给定的正整数, n 趋于无穷大. 分别用 Ft(n, r)、Ct(n, r) 和 Ut(n, r) 表示

定义在 n 个顶点上的 t- 覆盖 - 自由、t- 可消去以及 t- 求并 - 自由的 r- 超图能够包含的最大边数.

Frankl 和 Füredi [28] 证明了, 对于所有 r 和 t 有

Ft(n, r) = (γ(r, t) + o(1))n⌈
r
t ⌉, (5.2)

其中 γ(r, t) 是仅依赖于 r 和 t 的常数. 由上面的观察 (a)、(b) 以及 (5.2) 可知 (参见文献 [30, (10)] 和

[29, (4.2)])

Ω(n⌈
r

t+1 ⌉) = Ct(n, r) = O(n⌈
r

⌊t/2⌋ ⌉) 以及 Ω(n⌈
r
t ⌉) = Ut(n, r) = O(n⌈

r
t−1 ⌉). (5.3)

在 (5.3) 中, 关于 Ct(n, r) 和 Ut(n, r) 的 Turán 指数的上下界相去甚远. 尽管如此, 却鲜有文献能够改

进 (5.3) 中的上下界. 以下列举仅有的几个结果.

对于可消去超图, 人们已知 0.28
2r

(
n
r

)
< C1(n, r) 6 2r

(2rr )

(
n
r

)
(上下界分别参见文献 [26, 80]) 以及

Ω(n⌊
r
2 ⌋) = C2(n, r) = O(n⌈

r
2 ⌉) [29]、n2−o(1) < C2(n, 3) = O(n2) [29]. 对于求并 - 自由超图, 人们已知

U2(n, r) = Θ(n⌈4r/3⌉/2) [27] 以及 n2−o(1) < Ur(n, r) = O(n2) [30].

由以上讨论可知, 人们已在 t = 1与 t = 2且 2 | r 时决定了 Ct(n, r)的 Turán指数, 仅在 t = 2时

决定了 Ut(n, r) 的 Turán 指数. Shangguan 和 Tamo [65] 指出了稀疏超图与可消去超图以及求并 - 自

由超图的紧密关系, 并缩小了 (5.3) 中上下界的差距. 特别地, 他们证明了如下结论:

引理 5.2 (参见文献 [65, 引理 2.3–2.5]) (i) 如果某个 r- 超图既是 (tr + ⌈ 2r−t−1
t+2 ⌉, t+ 2)- 自由的,

又是 (2r − ⌈ 2r−t−1
t+2 ⌉ − 1, 2)- 自由的, 则它也是 t- 可消去的;
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(ii) 如果某个 (2k + 1)- 超图是 (4k + 2, 3)- 自由的, 则它也是 2- 可消去的;

(iii) 如果某个 r- 部 r- 超图既是 (tr− r, t)- 自由的, 又是 (tr, 2t)- 自由的, 则它也是 t- 求并 - 自由

的.

根据引理 5.2 可得如下结论:

定理 5.5 (参见文献 [65, 定理 1.1–1.3]) (i) 对于给定正整数 r > 3、t > 3 和 n→ ∞, 有

Ω(n⌊
2r
t+2 ⌋+

2r (mod t+2)
t+1 ) = Ct(n, r) = O(n⌈

r
⌊t/2⌋+1

⌉). (5.4)

此外, 如果 gcd(2r − ⌈ 2r−t−1
t+2 ⌉, t+ 1) = 1, 则有 Ct(n, r) = Ω(n⌊

2r
t+2 ⌋+

2r (mod t+2)
t+1 (logn)

1
t+1 ).

(ii) 对于任意给定的 k > 1 和 n→ ∞, 有 C2(n, 2k + 1) > nk+1−o(1).

(iii) 对于任意给定的 r > 3、t > 3 和 n→ ∞, 有

Ω(n
r

t−1 ) = Ut(n, r) = O(n⌈
r

t−1 ⌉). (5.5)

此外, 如果 gcd(r, t− 1) = 1, 则有

Ut(n, r) = Ω(n
r

t−1 (logn)
1

t−1 ).

证明 不难看出 (i)和 (iii)的下界可由引理 5.2与命题 2.1推导出来, (ii)的下界可由引理 5.2与

(1.5) 推导出来. 对于定理的上界部分, 可参见文献 [65].

注意到, 对于 2 | t 以及 ( t2 + 1) | r, (5.4) 决定了 Ct(n, r) 的 Turán 指数. Shangguan 和 Tamo [65]

认为, 当 t, r > 3 时, (5.4) 中的上界可以被进一步改进为 Ct(n, r) = O(n⌈
2r
t+2 ⌉). 特别地, 决定是否有

C3(n, 5) = O(n2) 是一个非常有趣的问题. 如果这个猜测是正确的, 则结合 (5.4) 的下界, 我们可以对

所有满足 (t+ 2) | 2r 的 r 和 t 给出 Ct(n, r) 的 Turán 指数.

然而, 当 (t+2) - 2r 时, 决定 Ct(n, r)的渐近阶是一个困难的问题.例如, Füredi [29] 猜测对于所有

给定的 k > 1 都有 (参见文献 [29, 猜想 12.1])

nk+1−o(1) < C2(n, 2k + 1) = o(nk+1). (5.6)

实际上, 他已经证明, 当 k = 1 时, C2(n, 3) = Θ(f3(n, 7, 4)) (参见文献 [29, 定理 4.1]).

Blackburn 对定理 5.5(iii) 的下界 Ut(n, r) = Ω(n
r

t−1 ) 有另一个证明 (参见文献 [9, 定理 5]). 显然,

当 (t− 1) | r 时, (5.5) 给出了 Ut(n, r) 的 Turán 指数. 然而, 当 (t− 1) - r 时, 决定 Ut(n, r) 的渐近阶也

是不容易的. 实际上, Füredi 和 Ruszinkó [30] 猜测, 对于所有给定的 r > 3 有

Ur(n, r) = o(n2).

他们证明了 Ur(n, r) = O(fr(n, r
2 − r + 1, r + 1)). 通过以上讨论, 可以进一步看出可消去超图、求并 -

自由超图与稀疏超图的相似性, 即当参数不满足某种整除性条件时, 问题变得十分困难.

下面给出求并 - 自由超图的一类新下界:

定理 5.6 当 n→ ∞ 时, 有

U5(n, 7) > n2−o(1).

证明 由定理 3.3 可知, 当 r = 7 时, 存在 7- 部的线性 7- 超图 H, 使得 |H| > n2−o(1), 并且 H 同
时是 (28, 5)- 自由与 (43, 8)- 自由的, 则 H 显然也是 (35, 10)- 自由的. 此时, 由引理 5.2(iii) 可知, H 也
是 5- 求并 - 自由的 7- 超图. 证毕.
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6 稀疏超图与信息科学

本节介绍稀疏超图在信息科学中的 3 个应用. 第 6.1 小节讨论 (6, 3)- 自由 3- 超图与集中式编码

缓存方案的关系, 第 6.2 小节讨论如何利用稀疏超图来构造具有优异组合列表译码性质的纠错码, 第

6.3 小节介绍如何利用稀疏超图构造在存储编码领域发挥着重要作用的局部可修复码.

6.1 集中式编码缓存

不断增长的视频传播需求带来了网络的拥堵. 假设一个拥有海量数据的服务器与一组用户相连,

每个用户都希望从服务器中下载所需要的文件, 同一时间的大量需求常常会令网络发生堵塞, 导致系

统的延时和超载. 对于该问题, Bell实验室的两位工程师 Maddah-Ali和 Niesen [48] 的解决方案是利用

靠近末端用户的网络存储空间预先进行数据缓存: 在空闲时段 (网络负载低), 系统将文件的某些片段

分发到每个用户的缓存中; 在繁忙时段 (网络负载高), 用户的不同需求可以从这些缓存中获益. 利用

该方法, 人们可以减轻网络负载并舒缓其拥塞.

Maddah-Ali 和 Niesen 提出的缓存方案被称为集中式缓存方案 (centralized coded caching scheme,

简记 CCC方案), “集中式”意为网络中有一个中心服务器负责调配. CCC方案有两个阶段: 文件放置

阶段 (placement phase),系统将每个文件中的部分数据按照预先设定好的方案存入用户的缓存;文件发

送阶段 (delivery phase),系统依据每个用户的需求,将相关数据包的异或和 (exclusive OR multiplexing)

用共享的链接广播出去. 近期编码缓存已成为信息科学领域的一个热门研究课题.

CCC方案的核心想法是, 统筹设计文件放置阶段与文件发送阶段, 使得每个用户都可以利用系统

广播与自身缓存来解码所需文件. 假设有 K 个用户和 N 个文件, 每个用户有大小为 M 的缓存空间.

不失一般性,假设每个文件都具有单位大小,此时整个数据库的大小也是 N . 在文件发送阶段,系统广

播的数据总量被称为这个方案的耗费, 记为 R. 在编码缓存中, 每个单位文件都被划分成 F 个数据包.

一般而言, 给定 K、M 和 N , R 和 F 这两个参数是衡量一个缓存方案优劣的主要指标. 通常假设 M
N

是固定的常数, 将 R 和 F 看作是关于 K 的函数, 以考察它们的表现. CCC 方案的结构如图 1 所示.

对于一个未经编码的缓存方案而言, 每个用户在其缓存里存储了每个文件的 M
N 部分. 根据用户

服务器

共享链路

K 用户

缓存

N 文件

容量 M

图 1 (K,M,N)-CCC 缓存方案
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的需求, 系统将其所需文件剩下的 1− M
N 部分以广播的形式分发出去. 未经编码的缓存方案的耗费是

RU = K · (1− M
N ). 容易看出, RU 是随着 K 线性增长的. 为了实现这个方案, 只需将每个文件分割成

FU = N 个数据包, FU 是与 K 无关的一个数.

Maddah-Ali-Niesen方案可以将耗费显著地降低为 RAN = K · (1− M
N ) · 1

1+KM/N . 当 K 充分大时,

RAN 的极限是
N−M
M , 这是一个与 K 无关的数.

然而, 为了实行 Maddah-Ali-Niesen方案,每个文件必须被分割成 FAN =
(

K
KM/N

)
个数据包, 其中

FAN 是随着 K 指数增长的. 当 K 很大时, 这并不适用于实际情形.

为了减小 FAN , Yan 等 [85] 提出了放置发送阵列 (placement delivery array, PDA) 的概念, 并用其

来构造 CCC 方案. PDA 利用一个矩阵, 清楚地表明了在放置阶段每个用户需要缓存什么以及在发送

阶段服务器应该广播什么.

设 K、F、Z 和 S 都为正整数, (K,F,Z, S)-PDA 实际上是规模为 F ×K 的阵列 P = [pj,k]F×K ,

其中, FM
N 是整数, P 中的元素取自集合 {∗}∪S, ∗是一个特殊符号, S = {1, 2, . . . , S}. 不失一般性,假

设每个 s ∈ S 在 P 中都至少出现了一次, 并记 F = {1, . . . , F}, N = {1, . . . , N}. (K,F,Z, S)-PDA 需

要满足如下约束条件:

(C1) 符号 ∗ 在每列中都恰好出现了 Z = FM
N 次, 因此每列都含有 F − Z 个整数元素;

(C2) 每行或者每列都不含有相同的整数;

(C3) 对于任意两个不同的位置, 若有 pj1,k1 = pj2,k2 = s ∈ S, j1 ̸= j2, k1 ̸= k2, 则一定有 pj1,k2

= pj2,k1 = ∗.
利用 PDA, Yan 等 [85] 提出了两类缓存方案, 其数据包数 FPDA 显著地小于 FAN, 其耗费 RPDA 仅略

微大于 RAN, 但是 FPDA 仍是随 K 呈指数增长的.

至此, 一个有趣且重要的问题是, 研究在 M
N 与 R 都是与 K 无关的常数时, F := F (K) 应该如

何取值, 使得存在 (K,M,N)-CCC 缓存方案 (为了叙述方便, 称其为常耗费缓存方案). Maddah-Ali 和

Niesen [48] 及 Yan 等 [85] 的结论说明 F = exp(O(K)) 是可行的, 那么, 更小的 F 是否可行? 特别地,

F = poly(K) 是否可行?

Shangguan等 [67] 发现了 PDA与稀疏超图的紧密联系.根据 (K,F,Z, S)-PDA的定义, Shangguan

等 [67] 考虑了一个 3- 部 3- 超图 H, 其顶点集分为 3 个部分 F、K 和 S, 并满足 |F| = F、|K| = K 和

|S| = S. 3 个顶点 j ∈ F、k ∈ K 和 s ∈ S 构成一条边 {j, k, s} ∈ H 当且仅当阵列 P 的第 j 行第 k 列

的元素恰好是 s ∈ S, 即 pjk = s. 此时, 称 H 为由 P 所定义的超图. 容易验证, H 的边数恰好等于 P
中整数的个数, 因此有 |H| = K(F −Z) = KF (1− M

N ). 下面的定理建立了 PDA 与 (6, 3)- 自由超图的

对应关系:

定理 6.1 (参见文献 [67, 定理 10]) 满足条件 (C1)–(C3) 的 (K,F,Z, S)-PDA 存在当且仅当由它

定义的超图 H 是一个线性的 (6, 3)- 自由 3- 部 3- 超图, 使得每个顶点 k ∈ K 恰好与 F − Z 条边相

关联.

由此出发, 文献 [67] 证明了如下结论:

命题 6.1 (参见文献 [67, 定理 12, 构造 I 和 II]) • 不存在 F = O(K), 即分包数随用户数线性增

长的常耗费编码缓存方案;

• 存在 F = exp(O(
√
K)), 即分包数随用户数呈次指数增长的常耗费编码缓存方案.

实际上, 上述第一个结论的证明利用了 f3(n, 6, 3) = o(n2), 第二个结论的证明利用了某些特殊参

数下的 (6, 3)- 自由 3- 超图. 除了与 (6, 3)- 自由 3- 超图的关系之外, 文献 [67] 还讨论了 PDA 与其他

组合结构的关系, 如二部图的强边着色 (strong edge coloring)和 Ruzsa-Szemerédi 图, 关于相关内容的
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进一步的讨论可以分别参见文献 [68, 86].

6.2 组合列表译码

设 q 和 n均为正整数, Q为 q 元集合,对于两个 q 元 n长向量 x = (x1, . . . , xn)和 y = (y1, . . . , yn)

∈ Qn, 定义 x 与 y 的 Hamming 距离 d(x, y) 为它们互不相等的分量的个数, 即

d(x, y) = |{1 6 i 6 n : xi ̸= yi}|.

对于任意 y ∈ Qn 与 1 6 t 6 n, 将所有与 y 的 Hamming 距离不超过 t 的向量的集合称为以 y 为球

心、t 为半径的 Hamming 球, 记为 Bt(y) := {x ∈ Qn : d(x, y) 6 t}. 称 q 元 n 长向量的集合 C ⊆ Qn

为一个码 (code). 码 C 的码率 (code rate) 为 R(C) :=
logq |C|

n , 码 C 的最小距离 (minimum distance)

为 d(C) := min{d(x, y) : x, y ∈ C, x ̸= y}.
码的极小距离决定了其在唯一译码 (unique decoding)模型下所能纠正的错误数目. 注意到, Ham-

ming 距离满足三角形不等式, 因此任意半径不超过 ⌊d(C)−1
2 ⌋ 的 Hamming 球最多只能包含一个码字,

即对于任意 y ∈ Qn, t 6 ⌊d(C)−1
2 ⌋ 都有

|Bt(y) ∩ C| 6 1. (6.1)

在 Hamming模型或者对抗噪声模型下 (adversarial noise model),假设传输方发送的是码字 x ∈ C,

接收方收到的是向量 y ∈ Qn, 如果传输中发生的替换错误数量 (即使得 xi ̸= yi 的 i 的数量) 不超过

⌊d(C)−1
2 ⌋, 则依据 (6.1), 接收方可以利用 y 唯一译码出 x.

人们希望码的码率与极小距离越大越好.然而, 在码长 n与字母集大小 q 给定时, 码率越大,则极

小距离越小; 极小距离越大, 则码率越小. 研究码率与极小距离之间的权衡, 是组合编码领域的根本性

问题. 由于篇幅所限, 本文对此仅介绍经典的 Singleton 界 [70], 对于其他相关内容, 感兴趣的读者可参

见文献 [38].

定理 6.2 (Singleton 界, 参见文献 [38, 定理 4.3.1]) 对于任意码 C ⊆ Qn, |Q| = q, 都有

|C| 6 qn−d(C)+1.

由定理 6.2 可知, 唯一译码的纠错数目上限不能超过 ⌊d(C)−1
2 ⌋. 为了突破这个限制, Elias [17] 和

Wozencraft [83] 分别于 1957 和 1958 年独立提出了列表译码 (list decoding, LD) 的概念. 给定实数

ρ ∈ [0, 1] 与正整数 L ∈ Z+, 称码 C ⊆ Qn 是 (ρ, L)- 列表译码的, 如果对于任意 y ∈ Qn, 都有

|Bρn(y) ∩ C| 6 L.

称 ρ 为列表译码半径 (list decoding radius), L 为列表大小 (list size). 不难看出, 当 L = 1 时, 我们得

到了 (6.1), 即码 C 是 (ρ, 1)-LD 的当且仅当 ρn 6 ⌊d(C)−1
2 ⌋.

在列表译码模型下, 如果 y 为输入, 则译码器的输出不是唯一的, 而是 Bρn(y) ∩C 中不超过 L 个

的码字. 作为唯一译码模型的补充与延拓, 列表译码以牺牲译码精度为代价, 获得了比唯一译码更强

的纠错能力. 在极限情形下,列表译码可以纠正的错误数量可以近似达到 d(C),即唯一译码的两倍 (参

见文献 [38, 定理 7.4.2]).

给定码长 n 与字母集大小 q, 组合列表译码主要关心码的 3 个参数: 码率 R、列表译码半径 ρ 和

列表大小 L. 人们希望码率与列表译码半径越大越好, 列表大小越小越好, 然而这 3 者之间也需要满

足一定的权衡.

209



上官冲等: 稀疏超图: 从理论到应用

为了方便起见, 以下总是假设 ρn 为正整数. 用 A(n, q, ρ, L) 表示 n 长 q 元 (ρ, L)- 列表译码的码

最多能含有的码字个数. Shangguan 和 Tamo [66] 证明了如下推广的 Singleton 界:

定理 6.3 (参见文献 [66, 定理 1.2]) 设 n、q 和 L 为正整数, ρ ∈ (0, L
L+1 ] 为实数, 则

A(n, q, ρ, L) 6 Lqn−⌊L+1
L ρn⌋.

在 A(n, q, ρ, L)的下界方面, Goldberg等 [36] 证明了,当 n和 L给定且 q 充分大时,稀疏超图能够

被用来构造具有 (ρ, L)- 列表译码性质的纠错码. 声明 1.1 叙述了一类超图与矩阵之间的等价关系. 不

难看出, 声明 1.1 中提到的超图 H 也可以被等价地看作 r 长 q 元、大小为 m 的纠错码: 我们只需将

纠错码中的码字看作矩阵 MH 的列. 利用这个观察, 文献 [36] 证明了如下结论:

引理 6.1 (参见文献 [36,引理 4.5]) 设 H 为一个 r-部 r-超图,且每部的大小都为 q. 如果 H 是
(r + (L+ 1)ρr, L+ 1)- 自由的, 则码 CH = {ψ(A) : A ∈ H} ⊆ [q]r 是 (ρ, L)- 列表译码的.

根据引理 6.1 以及稀疏超图的已知构造, 不难得出以下结论:

命题 6.2 (参见文献 [36, 命题 4.6]) 对于给定正整数 n 和 L, 以及满足 ρn 为正整数的实数

ρ ∈ (0, L
L+1 ], 当 q → ∞ 时,

(i) A(n, q, ρ, L) = Ω(qn−
ρ(L+1)

L );

(ii) 如果 gcd(L, rn) = 1, 则有 A(n, q, ρ, L) = Ω(qn−
ρn(L+1)

L · log
1
L q);

(iii) A(n, q, ρ, 2) > qn−
3ρn−1

2 −o(1).

证明 不难看出 (注意到, 在利用引理 6.1 时, 我们用 n 代替了 r), (i) 是引理 6.1 与定理 2.1 的

推论, (ii) 是引理 6.1 与定理 2.2 的推论, (iii) 是引理 6.1 与 (1.5) 的推论.

若 q 是一个素数幂, Q = Fq 是包含 q 个元素的有限域, 如果码 C ⊆ Fn
q 恰好为向量空间 Fn

q 的 k

维子空间, 则称其为 [n, k]q- 线性码 (linear code, LC). 文献 [36] 证明了如下比定理 6.3 稍好的结果:

命题 6.3 (参见文献 [36,命题 3.6]) 对于给定正整数 L以及满足 ρn为正整数的实数 ρ ∈ (0, L
L+1 ],

存在一个整数 n(ρ, L), 使得对于所有 n > n(ρ, L) 有

ALC(n, q, ρ, L) 6 qn−⌈L+1
L ρn⌉,

其中 ALC(n, q, ρ, L) 表示 n 长 q 元具有 (ρ, L)- 列表译码性质的线性码最多能含有的码字个数.

结合命题 6.2 和 6.3, 人们可以得到如下的有趣结果: 当 n 和 L 给定、q → ∞ 以及 L - ρn 时,

ALC(n, q, ρ, L) ≪ A(n, q, ρ, L),即在某些参数条件下, 具有相同列表译码能力的线性码的最大码字个数

远小于非线性码的最大码字个数.

最后, 再介绍稀疏超图与一类经典纠错码—Reed-Solomon 码 (简称为 RS 码) 的组合列表译码能

力的关系. RS 码由 Reed 和 Solomon [55] 在 1960 年代引入, 它在理论与实践中都非常重要, 因而也被

人们称为是 “the greatest code of them all” (参见文献 [38, 第 5 节] 标题). 设 q > n 且 q 为一个素数

幂, α1, . . . , αn 为 Fq 中的 n 个不同元素, 由 α1, . . . , αn 所定义的 RS 码为

CRS[n,k] := {(f(α1), . . . , f(αn)) : f ∈ Fq[x],deg(f) < k}, (6.2)

这里用 Fq[x] 表示由系数取自有限域 Fq 的多项式所构成的集合. 由于 Fq[x] 中次数小于 k 次的多项

式恰好有 qk 个, 因此 |CRS[n,k]| = qk. 此外不难验证 (6.2) 所定义的码是一个 [n, k]- 线性码.

列表译码研究领域中著名的 Johnson 界说明, 当 n 充分大时, 任意一个具有码率 R = k
n 的 [n, k]-

RS 码都是 (1−
√
R, qn2)- 列表译码的 (参见文献 [41] 或者 [38, 定理 7.3.3]). 人们称 1−

√
R 为 RS 码
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的 Johnson 半径. 近半个世纪以来, 是否存在列表译码半径能够超越 Johnson 半径的 RS 码, 一直是

编码理论与理论计算机科学中的难题之一, 并受到众多学者的关注 (如文献 [39, 77] 等).

直到 2014 年, 才由 Rudra 和 Wootters [57] 证明确实存在列表译码半径能够超越 Johnson 半径的

RS码,然而他们得到的 RS码的码率、列表译码半径与列表大小之间的权衡关系与命题 6.3中的界相

去甚远. 2020 年, Shangguan 和 Tamo [66] 证明了, 当 L = 2 时, 只要 q 充分大, 对于任意 2 | ρn 都存在
达到命题 6.3上界的 RS码,即存在具有 ( 23 (1−R), 2)-列表译码性质的 RS码. 文献 [66]中的关于这一

结论的证明较为复杂,但是如果从稀疏超图的观点来看,将 r = n、L = 2和 ρ = 2
3 (1−R)代入引理 6.1

可知, 只要 n- 部 n- 超图是 (3n− 2k, 3)- 自由的, 则对应的码是 ( 23 (1−R), 2)- 列表译码的. 实际上, 通

过仔细研究文献 [63] 中关于 (3n− 2k, 3)- 自由超图的构造不难看出, 文献 [66] 中的上述结论可以看作

引理 6.1 与 (1.13) 的下界的推论.

6.3 局部可修复码

为确保数据存储的可靠性, 传统方法将同一文件的多个副本存储在不同的存储单元上. 在现代数

据中心以 EB 计数 (1 EB = 109 GB) 的庞大数据量面前, 就存储开销而言, 这种复制策略显然是极其

低效的. 为了减少存储开销, 满足不同条件的存储码被引入到数据存储的编码方案中.

称一个 [n, k]q- 线性码 C 为 r- 局部可修复码 (locally recoverable code, LRC), 如果对于任意

1 6 i 6 n都存在 r个不包含 i的坐标 {i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . , n},使得对于任意码字 x = (x1, . . . , xn) ∈ C,

都可以通过 xi1 , . . . , xir 恢复出 xi. 我们将满足上述条件的码记为 (n, k, r)-LRC, {i1, . . . , ir} 也被称为
i 的修复集. Gopalan 等 [37] 证明了 (n, k, r)-LRC 的最小距离 d 满足如下的 Singleton- 型上界:

d 6 n− k −
⌈
k

r

⌉
+ 2.

码字数量达到该上界的局部可修复码也被称为是最优的. 关于最优 LRC 的进一步讨论, 感兴趣的读

者可参见文献 [79].

在实际应用中,人们总是希望在给定大小的有限域上构造尽可能长的最优局部可修复码. Xing和

Yuan [84] 发现了这一问题与稀疏超图的联系, 提出了如下的构造方案. 一个 [n, k]q- 线性码 C 的校验

矩阵 (parity check matrix) 是指, 一个 (n− k)× n 的矩阵 H, 满足 x ∈ C 当且仅当 HxT = 0. 为了方

便起见, 不妨假设 r + 1 | n. 令 m := n
r+1 , 并令 Im 为 m 阶的恒等矩阵, j 为 r + 1 长的全 1 向量. 不

难验证, 一个具有如下形式校验矩阵的线性码为 r- 局部可修复码:

H =

Im ⊗ j

A

 ,

其中, ⊗ 代表 Kronecker 乘积, A 可以是任意一个 (n− k −m)× n 的矩阵. 实际上, 若 HxT = 0, 则 x

的任意一个分量 xi 都满足一个恰好有 r + 1 个变量的线性方程.

通过挑选具有某些特殊性质的矩阵 A, Xing和 Yuan [84]在 r > d−2的情形下构造出了最优局部可

修复码. 他们的构造方法如下所述. 对一个集合 A = {α1, . . . , αr+1} ⊆ Fq,用 V (A)表示 (d−2)×(r+1)

的 Vandermonde 矩阵, 该矩阵的第 i 行第 j 列元素为 αi
j . 文献 [84] 证明了如下结论:

定理 6.4 (参见文献 [84, 定理 3.1]) 设 d > 11, r > d − 2, 令 C 为 [n, k]q 线性码, 且其校验矩
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阵为

H =

 Im ⊗ j

V (A1), . . . , V (Am)

 ,

则 C 是一个最小距离为 d 的最优 (n, k, r)-LRC 当且仅当对于每个 1 6 i 6 ⌊d−1
2 ⌋,

A := {A1, . . . , Am} ⊆
(

Fq

r + 1

)
都是 (ir, i)- 自由的 (r + 1)- 超图.

下面的结果实际上是定理 6.4 与命题 2.1 的推论.

命题 6.4 (参见文献 [84, 定理 1.1]) 如果 d > 11, r > d− 2, (r + 1) | n, 则存在最小距离为 d、码

长 n = Ω(q(q log q)
1

⌊(d−3)/2⌋ ) 的最优 (n, k, r)-LRC.

Prakash 等 [54] 引入了 (n, k, r, δ) -LRC 的概念, 将每个修复集只能修复一个错误的定义推广到可

以修复 δ− 1 个错误的情形. 在这种定义下, 前文介绍的 (n, k, r)-LRC 实际上是 δ = 2 的特殊情形. 类

似地, Prakash 等证明了 (r, δ) -LRC 的 Singleton 型界

d 6 n− k + 1−
(⌈

k

r

⌉
− 1

)
(δ − 1).

码字数量达到该上界的局部可修复码也被称为是最优 (n, k, r, δ) -LRC.

通过构造具有分块 Vandermonde 型的校验矩阵, Kong 等 [46] 建立了稀疏超图与最优 (n, k, r, δ)-

LRC 的校验矩阵间的关系. 他们证明了如下结论:

定理 6.5 (参见文献 [46, 定理 V.8]) 给定正整数 δ > 2, r > d− δ, d > 2δ + 1. 记

R = r + δ − 1, µ =

⌊
d− 1

δ

⌋
,

并设 H 为以 V = Fq 为顶点集的 R- 超图, 如果对于所有 2 6 i 6 µ, H 均是 (iR− ⌊(i− 1) δ2⌋ − 1, i)- 自

由的, 则可以利用 H 构造最优 (n, k, r, δ)-LRC, 并且其最小距离为 d, 码长为 n = R|E|.
通过一些已有的结果和概率方法, Kong 等 [46] 给出了一系列满足上述稀疏性条件的超图构造, 从

而得到了具有超线性长度的最优 (n, k, r, δ)-LRC (详细结果参见文献 [46, 表 1]).

7 结论

本文介绍了 Brown、Erdős和 Sós关于稀疏超图的两个重要猜想及其最新进展以及稀疏超图在极

值组合与信息科学中的若干有趣应用. 关于稀疏超图的研究方兴未艾, 还有很多公开问题没有得到解

决. 下面列举与本文相关的一些重要公开问题, 供读者探讨.

公开问题 7.1 (猜想 1.2 上界的第一种未解决情形) 是否有 f3(n, 7, 4) = o(n2)?

公开问题 7.2 (猜想 1.2 下界的弱化版本, 对 (1.1) 与 (1.10) 两式下界的改进) 是否存在一个常

数 ϵ > 0, 使得对于所有 r > k > 2, e > 3 都有

fr(n, er − (e− 1)k + 1, e) = Ω(nk−
1

e−1+ϵ)?
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公开问题 7.3 (猜想 1.3 在 e = 3 时的情形, 对 (1.13) 更细致的刻画) 极限 limn→∞
fr(n,3r−2k,3)

nk

是否存在?

公开问题 7.4 (猜想 1.3 在 e > 4 时的第一种情形) 极限 limn→∞
f3(n,6,4)

n2 是否存在?

公开问题 7.5 能否进一步发掘或加强引理 4.5 以构造其他参数的稀疏超图?

公开问题 7.6 (可消去 - 超图的上界的进一步改进) 当 t, r > 3 时, 是否有

Ct(n, r) = O(n⌈
2r
t+2 ⌉)?

特别地, 是否有 C3(n, 5) = O(n2)? (如果这个猜测是正确的, 则结合 (5.4) 的下界, 可以对所有满足

(t+ 2) | 2r 的 r 和 t 给出 Ct(n, r) 的 Turán 指数.)

公开问题 7.7 (线性码的列表译码能力) 是否对于任意给定的正整数 L, n, ρn ∈ Z 且 L | ρn, 当
q 充分大时, 都存在达到命题 6.3 中上界 ALC(n, q, ρ, L) 6 qn−⌈L+1

L ρn⌉ 的线性码? 特别地, 能否利用稀

疏超图来构造这类线性码?

致谢 孔祥粱博士提供了第 6.3 小节的部分内容, 两位审稿人对本文提出了宝贵的修改意见, 作者对他们表示感谢.

参考文献

1 Ajtai M, Komlós J, Pintz J, et al. Extremal uncrowded hypergraphs. J Combin Theory Ser A, 1982, 32: 321–335

2 Alon N, Fischer E, Szegedy M. Parent-identifying codes. J Combin Theory Ser A, 2001, 95: 349–359

3 Alon N, Naor M. Derandomization, witnesses for Boolean matrix multiplication and construction of perfect Hash

functions. Algorithmica, 1996, 16: 434–449

4 Alon N, Shapira A. On an extremal hypergraph problem of Brown, Erdős and Sós. Combinatorica, 2006, 26: 627–645
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Sparse hypergraphs: From theory to applications

Chong Shangguan & Gennian Ge

Abstract For fixed integers r, e and v, an r-uniform hypergraph is said to be (v, e)-free or (v, e)-sparse if the
union of any e distinct edges of it contains at least v + 1 vertices. The notion of sparse hypergraphs was initially
introduced by Brown, Erdős and Sós in the 1970s. Since then, determining the upper and lower bounds on the
maximum number of edges that can be contained in a sparse hypergraph with a given number of vertices has
become one of the central problems in extremal combinatorics. A number of powerful methods from several
disciplines, including combinatorics, probability theory, algebra, and number theory, have been applied to the
study of sparse hypergraphs. In this paper, we introduce the recent developments on two important conjectures
of Brown, Erdős and Sós on sparse hypergraphs, and discuss some of the applications of sparse hypergraphs to
extremal combinatorics and information sciences. We also provide new constructions for perfect Hash matrices
and union-free hypergraphs under certain parameters. Our constructions improve the previously best-known lower
bounds for these problems.

Keywords sparse hypergraphs, Brown-Erdős-Sós conjectures, perfect Hash matrices, cancellative hyper-

graphs, union-free hypergraphs, centralized coded caching, combinatorial list decoding, locally repairable

codes
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