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自动生成四边形网格的方法及其在数值
模拟中的应用

修荣荣1,2, 徐明海2, 黄善波2

(1. 中国石油大学 期刊社,山东 东营 257061; 2. 中国石油大学 储运与建筑工程学院,山东 青岛 266555)

摘要:采用间接方法生成四边形网格,首先利用改进的两点前沿推进法把计算区域剖分成三角形网格,然后采用插

点和细分的技术生成单元全部是四边形的网格,通过边互换、删点和局部插点技术进一步光滑平顺,得到适用于数

值计算的网格。 剖分结果表明,该方法能够在任意二维平面区域内自动生成全四边形网格,并能生成光滑过渡的局

部加密网格和贴体性较好的边界层网格。 该方法具有算法简单,计算量少的特点。 利用所生成的网格对计算传热

学中的典型算例-方腔自然对流进行求解,计算结果与基准解吻合,网格质量能够满足数值分析计算的要求。
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Automatic generation method of quadrilateral meshes
and its application to numerical simulation

XIU Rong鄄rong1,2, XU Ming鄄hai2, HUANG Shan鄄bo2

(1. Periodical Office of China University of Petroleum, Dongying 257061, China;
2. College of Storage & Transportation and Architectural Engineering in China University of Petroleum, Qingdao 266555, China)

Abstract:Quadrilateral meshes on arbitrary 2D domain were generated by using indirect method. Firstly, triangle meshes
were generated by improved two-point advancing method. Then by means of inserting nodes and subdivison technique, the
mesh elements were composed with quadrilaterals completely. The edge interconversion, node elimation and inserting node
locally were used to smooth meshes, and the meshes suitable to numerical calculation were obtained. The proposed method is
characterized by its simplicity and ease of implementation. Mesh generation results demonstrate the robustness of the method.
The method can also generate smooth graded quadrilateral mesh and body鄄fitted boundary layer meshes. The generated me鄄
shes were used to solve natural convection in a square cavity. The solution results agree well with the reference results. The
quality of the generated meshes can be satisfied with the requirements of finite element numerical simulation.
Key words: two鄄dimensional domain; all鄄quadrilateral mesh; triangle merging; graded mesh; numerical simulation

摇 摇 在二维区域生成非结构化网格的方法中,三角

形网格的自动生成算法最为成熟,但有限元计算表

明,在相同网格步长下,三角形单元的计算精度不如

四边形单元[1]。 Aziz 等[1] 研究表明,有限容积法数

值计算结果的精度与单元形状关系不大,与网格步

长关系则极为显著。 在同样网格节点分布的情况

下,三角形单元的数目是四边形单元的两倍,因此,

最终形成的线性代数方程组的阶数也是两倍。 这

样,无论是存储还是求解,都是不经济的。 因此,为
了在一定计算工作量的条件下尽量提高精度,提出

了采用非结构化四边形网格计算思想,进而导致了

四边形网格生成的技术问题。 生成四边形网格的方

法很多[2鄄8],按照单元生成方法大致分为两类:直接

法和间接法。 直接法[2鄄3, 8] 包括几何分割法和前沿
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推进法,其生成的网格质量高,不规则节点少,但在

网格生成的过程中需要进行交叉检验和局部光滑

(如 paving 方法[3] ),网格生成速度较慢。 相对而

言,间接法的操作都是局部的,且不必进行交叉检

测,因而网格生成的速度快。 间接法[4鄄5, 7] 包括插入

节点法和合并三角形法[5]。 前者能把三角形网格

完全转化为四边形网格,但插入的节点导致大量不

规则单元,网格单元质量较差;后者提高了单元的质

量,但不能保证把所有的三角形单元转换成四边形

单元。 为克服残留三角形问题,文献[6]对其作了

进一步的改进,可以把三角形网格完全转化为四边

形网格,且可实现局部加密,保证网格质量,但由于

用布点法生成三角形网格,生成的变密度网格不够

光滑。 笔者基于两点前沿推进法[9] 首先将计算区

域剖分成三角形网格,并通过函数直接给出背景网

格的信息来控制网格的疏密,然后再将三角形网格

合并成四边形网格,以改进网格质量。

1摇 网格生成算法

生成四边形网格的算法基于三角形网格生成过

程,经过拆分和局部优化,把三角形网格转化为四边

形网格。
1郾 1摇 三角形网格的生成

采用改进的两点前沿推进算法生成三角形网

格[9]。 设边界上指定点处的四边形网格划分尺寸为

h,则在三角形网格划分时离散尺寸为 2h[6]。 为克服

文献[6]由于采用布点法控制网格步长而导致变密度

网格不够光滑的缺点,引入了通过函数直接给出背景

信息的处理方法[10],先生成变密度的三角形网格,从
而得到光滑过渡的变密度网格,使人为的工作量和计

算量大大减少。 方法的基本原理是利用电荷产生的

势函数随距离衰减的规律作为网格步长变化的控制

函数,再结合电荷产生的势场可叠加的原理,通过多

个点的网格背景信息,实现网格步长的任意加密,通
过适当布置一定数量和种类的基本解作为网格步长

控制函数,替代传统的背景网格,可以节省网格步长

控制搜索时间,进而提高网格生成速度。
1郾 2摇 四边形网格的生成

四边形网格生成的步骤如下:
(1)合并三角形。 对三角形单元的集合 T 中任

一单元 ABC,与其共边的三角形最多有 3 个,分别计

算三角形 ABC 与它们合并后所得四边形的网格质

量(记为 茁),取最大值所对应的三角形为候选合并

三角形。 若 茁 值大于等于 0,则执行合并操作,将四

边形加到四边形集合 Q 中;否则不予合并, 将三角

形 ABC 加到残留三角形集合 Tr 中。 重复此过程,
直至集合 T 为空集。

(2)三角形的细分。 由于三角形合并成四边形

时总有残留三角形存在,这些三角形无法与其相邻

三角形合并成四边形。 为生成四边形,在三角形的

形心处插入一点,与其三边中点相连,形成 3 个四边

形,但这样破坏了其相邻四边形的拓扑结构,为此需

要将三角形合并而成的四边形也要细分一次,以满

足网格的拓扑要求。
(3)四边形的细分。 对集合 Q 中的每一个四边

形 ABCD,将其形心 O 与各边中点连接,形成四个小

四边形。
对于剩余的三角形处理过程如图 1 所示。 可以

看出,这种方法可以把三角形网格完全转化为四边

形网格。 因为原来步长为 2h,所以细分后步长恰好

满足要求。

图 1摇 剩余三角形的细分及网格处理过程

Fig. 1摇 Subdivision of residual triangles and
mesh proceesing procedure

2摇 网格质量的改进

2郾 1摇 四边形的质量判断准则

如图 2(a)所示,按逆时针走向的四边形 ABCD
被对角线 AC 分成两个三角形 ABC 和 ACD,其质量

用 琢 表示,分别为 琢0
1 和 琢0

2,同时,四边形又可被对

角线 BD 分成两个三角形 ABD 和 BCD,其 琢 值分别

为 琢0
3 和 琢0

4。 将 琢0
1,琢0

2,琢0
3,琢0

4 按降序重新排列成为

琢1,琢2,琢3,琢4,即 琢1 逸琢2 逸琢3 逸琢4,则四边形 ABCD
的质量判断准则[11]为

摇 茁=
琢3琢4

琢1琢2
. (1)

其中,按逆时针走向的三角形 ABC(图 2( b))
的质量按下式计算:

琢(ABC)= 2 3 (CA伊CB)·n
椰CA椰2+椰AB椰2+椰BC椰2 . (2)

式中,n 为三角形单位法向。 琢 的最大值为 1,所对
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应的三角形为等边三角形,琢 值越小,三角形质量越

差。

图 2摇 凸四边形、三角形和凹四边形示意图

Fig. 2摇 Convex quadrilateral, triangle and
concave quadrilateral

对于凸四边形(图 2 ( a)),茁 的值在 0 和 1 之

间,矩形的值最大为 1。 凹四边形(图 2(c))的 茁 值

小于 0。 因此,可认为 茁 的值越小四边形质量越差。
2郾 2摇 网格的优化光顺

最终网格质量的优劣对数值结果的精度和收敛

性至关重要,生成高质量网格的一个重要措施就是

进行网格后处理,即网格优化[12]。 网格的优化分两

步进行:局部优化[13]和整体光顺。
(1)局部优化。 由于三角形内插入一点形成的

四边形的单元质量较差,故在经过网格光顺处理后,
还需要进一步处理以提高单元质量。 四边形网格中

的每个内节点的最佳相邻单元数为 4,这样与其相

关的单元接近于矩形。 如果相邻单元数(设为 Ne)
远远大于或小于 4,即 Ne-4 逸2,那么以该内节点

为顶点的四边形必然有不规则的。 为此,对满足下

列条件的单元进行删除:一个单元的两相对节点 A、C
都是可动节点, 且相邻单元数都为 3,如图 3 所示。

图 3摇 单元删除

Fig. 3摇 Element deletion

(2)网格的整体光顺。 采用 Laplace 法进行光

顺处理可以改善网格的质量。 光顺的本质是移动内

部网格节点的位置,使其处于有共享此点的四边形

单元所组成的多边形的中心。 光顺处理是以改善局

部最差四边形为标准,即对任一内部节点 D(x,y),
与其相连的四边形最小 茁 值为 茁min,假设经光顺后

的节点为 D*(x*,y*),与其相连的四边形最小 茁 值

为 茁*
min,若 茁*

min>茁min,则用 D*(x*,y*)代替 D(x,y),
否则不做处理。

3摇 剖分算例

对单连通区域和多连通区域等不规则区域进行

了剖分,经过光滑后的剖分结果如图 4 所示。 从图

中可以看出,可以生成均匀网格、光滑过渡的局部加

密网格和贴体性较好的边界层网格。

图 4摇 剖分实例

Fig. 4摇 Mesh generation results

4摇 数值模拟算例

利用上述方法生成的网格,计算了已有比较一

致结果的方腔自然对流及半圆形空腔内的自然对流

问题,对剖分的网格进行了考核,并与三角形网格进

行了对比。
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4郾 1摇 方腔自然对流

采用网格步长相同的三角形网格与四边形网格

分别对 Ra= 103,104,105,106 进行求解。 三角形网

格的节点数为 1 598, 单元数为 3 050;四边形网格的

节点数为 1 977, 单元数为 1 896。
4. 1. 1摇 计算精度的对比

将两种网格计算所得的平均 努塞尔(Nusselt)
数及其对应的位置与文献[14] 认为最好的解进行

比较,比较结果见表 1。 其中,局部努塞尔数(Nu)

与热壁上的平均努塞尔数(Nu) 按下式进行计算:

摇 Nu = 鄣专
鄣( )X w

, Nu = 乙1
0
NudY.

表 1 中数据表明,在单元边长基本相同的情况

下,四边形网格的计算精度优于三角形网格,尤其是

最大、最小努塞尔数和对应的位置方面。

表 1摇 努塞尔数计算结果与基准解的比较

Table 1摇 Comparison of calculated results of Nusselt number and reference results

瑞利数 Ra 参数 三角形网格 四边形网格 基准解 Ra 参数 三角形网格 四边形网格 基准解

103

Nu 1郾 092(2郾 30% ) 1郾 108(0郾 89% ) 1郾 118
Numax 1郾 532 1郾 455 1郾 506

(y / D) Numax 0郾 017 0郾 083 0郾 086
Numin 0郾 626 0郾 708 0郾 691

(y / D) Numin 0郾 883 0郾 983 1

104

Nu 2郾 226(0郾 54% ) 2郾 230(0郾 36% ) 2郾 238
Numax 3郾 659 3郾 577 3郾 527

(y / D) Numax 0郾 017 0郾 15 0郾 143
Numin 0郾 515 0郾 610 0郾 586

(y / D) Numin 0郾 983 0郾 983 1

105

Nu 4郾 710(4郾 55% ) 4郾 535(0郾 57% ) 4郾 505
Numax 9郾 184 8郾 159 7郾 717

(y / D) Numax 0郾 017 0郾 117 0郾 082
Numin 0郾 837 0郾 658 0郾 729

(y / D) Numin 0郾 983 0郾 983 1

106

Nu 9郾 824(10郾 346% ) 9郾 220(3郾 56% ) 8郾 903
Numax 20郾 836 19郾 893 18郾 562

(y / D) Numax 0郾 017 0郾 050 0郾 045
Numin 1郾 906 0郾 902 1郾 002

(y / D) Numin 0郾 983 0郾 983 1

注:表中括号内数字为本文计算结果与文献[14]之解的相对偏差。

摇 摇
4. 1. 2摇 收敛特性的对比

收敛特性曲线如图 5 所示。 图 5( a)中三角形

网格的节点数为 710,单元数为 1322,四边形网格的

节点数为 753,单元数为 704;图 5(b)中三角形网格

的节点数为 1 598,单元数为 3 050,四边形网格的节

点数为 1 637,单元数为 1 564。 由图中可以看出,网
格步长相同时,四边形网格的收敛速率明显高于三

角形网格。

图 5摇 收敛速率的比较

Fig. 5摇 Comparison of convergence rate

摇 摇
4. 1. 3摇 所耗机时的对比

两种网格的网格节点数与占用机时的关系曲线

见图 6。 从图中可以看出,网格节点数相同时,四边

形网格所耗机时远小于三角形网格,而且网格节点

数越多,节省时间越明显。

4郾 2摇 半圆形空腔内的自然对流

采用四边形网格 (节点数为 811, 单元数为

758)计算出 Ra=104,105 时热边界上努塞尔数的分

布曲线(图 7),图中热壁上 X 值的范围为 0郾 15臆X
臆0郾 85。 可以看出,本文的计算结果与文献[15]是
一致的。
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图 6摇 所耗机时的对比

Fig. 6摇 Comparison of time consumption

图 7摇 半圆形空腔层流时热壁上的努塞尔数分布曲线

Fig. 7摇 Nusselt number distribution curve on hot wall of half鄄round cavity for laminar flow

5摇 结束语

本文中提出的四边形网格生成方法具有计算量

少、程序量少且易编制的特点,能够在任意二维平面

区域生成全四边形网格,可以灵活地实现网格的局

部加密,特别适合自适应网格计算的要求。 利用所

生成的四边形网格对计算传热学中的两个典型算例

的求解结果与基准解一致,说明网格质量能够适应

数值分析计算的要求。
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