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摘要 结构稀疏优化在压缩感知、信号与图像处理、机器学习和生物医学等领域应用广泛, 是优化领

域非常热门的研究课题. 本文首先介绍稀疏优化与组稀疏优化的相关模型, 并概述混合稀疏优化与联

合稀疏优化的相关模型及近年来的进展;其次从理论与算法两个方面阐述关于稀疏优化与组稀疏优化

模型的研究进展, 包括相合性理论与求解算法; 最后提出一些结构稀疏优化领域值得深入研究的方向.

总体来说, 结构稀疏优化的研究虽已取得一些成果, 但仍存在理论问题亟待解决.
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1 引言

在当今的信息爆炸时代,人们对信息的需求量暴增,所面临的数据量与数据规模越来越大,运用传

统的香农采样定理处理数据的局限性愈发明显. 为了不失真地恢复信号, 香农采样定理要求采样频率

大于或等于信号最高带宽的 2 倍 (参见文献 [132]). 随着信号带宽的增大以及采样频率的增高, 对信

号处理的要求变得愈加苛刻,因为需要针对预先收集的数据,去除其中的冗余信息,只保留和存储关键

信息.然而较高的采样频率会使得采样数据量过大,进而导致信息的冗余度增高,因此不得不消耗较高

的存储空间和计算成本.

在实际应用中, 高维数据的分量之间往往会存在一定程度的相关性, 进而可以保证数据在某些变

换下是稀疏的或是可压缩的. 稀疏性指数据的分量中只有极少数的元素不为零, 绝大部分元素为零.

Donoho [44]、Candès 和 Tao [29] 基于信号的稀疏性和可压缩性提出的压缩感知技术引起了业界学者的

关注, 在信号处理 [29, 44,58]、机器学习 [71, 169]、基因组学数据分析 [121,152]、统计建模 [51] 和磁共振成
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像 [52, 60,104] 等相关领域成为了研究热点. 压缩感知理论的诞生突破了传统采样技术的局限性, 即如果

原始信号 (图像)满足稀疏性,则可以通过极少的采样数据来精确恢复原始信号 (图像).这不仅缩小了

采样数据的规模, 而且大大降低了处理冗余信息的难度.

结构稀疏优化指决策变量具有结构稀疏性的优化问题, 旨在寻找欠定线性系统的结构稀疏解.

第 1.1–1.4 小节分别介绍稀疏优化模型、组稀疏优化模型、混合稀疏优化模型和联合稀疏优化模型.

1.1 稀疏优化模型

在很多实际问题中, 高维信号经过压缩处理通常可以表示为稀疏或近似稀疏的向量, 进而可以由

少量观测值恢复, 即可表示为求解如下线性方程组的解:

b = Ax + e, (1.1)

其中, b ∈ Rm 为观测向量, A ∈ Rm×n 是感知矩阵 (m ≪ n), x ∈ Rn 是原始信号, e ∈ Rm 是噪声向量.

由于 m ≪ n, 欠定线性方程组 (1.1) 是病态的, 存在无穷多个解. 此时, 若在解空间中加上稀疏性的先

验条件, 则 (1.1) 存在有效解. 根据测量过程是否含噪声, 可表示为下述 ℓ0 范数极小化问题:

min
x∈Rn

{∥x∥0 : Ax = b 或 ∥Ax− b∥2 6 ε}, (1.2)

其中, ε > 0 是噪声水平, ∥x∥0 表示 x中非零元素的个数, 通常被称为 ℓ0 范数 1), 它可以刻画向量的稀

疏度, 特别地, 若 ∥x∥0 6 s, 则称 x 为 s- 稀疏信号. 当解的稀疏先验信息或噪声水平未知时, 可以通过

如下 ℓ0 范数正则化问题来恢复稀疏信号:

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22 + λ∥x∥0, (1.3)

其中 λ > 0为正则化参数,用于平衡系统数据拟合的准确性与解的稀疏性. ℓ0 范数极小化问题 (1.2)与

ℓ0 范数正则化问题 (1.3) 均是 NP (non-deterministic polynomial)- 难的 (参见文献 [1, 111]), 直接求解

困难. 为求解这两类问题, 一般对 ℓ0 范数进行松弛, 将 (1.2) 和 (1.3) 转化为下述易于求解的松弛

问题:

min
x∈Rn

{Φ(x) : Ax = b 或 ∥Ax− b∥2 6 ε}, (1.4a)

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22 + λΦ(x), (1.4b)

其中稀疏诱导函数 Φ : Rn → R 是 ℓ0 范数的松弛, 也被称为罚函数.

由于 ℓ1 范数是 ℓ0 范数在单位球内的最佳凸近似, 若用 ℓ1 范数松弛 ℓ0 范数, 即 Φ(x) = ∥x∥1
:=

∑n
i=1 |xi|, 此时 (1.4a) 和 (1.4b) 分别变为凸的 ℓ1 范数极小化问题与 ℓ1 范数正则化问题, ℓ1 范数正

则化问题也被称为 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) 模型 [139]. 得益于 ℓ1 范数

的凸性, 快速求解 ℓ1 范数松弛问题变得可行. 基于 ℓ1 范数的稀疏优化研究可追溯到 20世纪 90年代,

其相关的理论性质与算法研究在近年来蓬勃发展, 已经成功应用于信号与图像处理 [8, 146]、生物信息

学 [133,166] 和计算机视觉 [160].

基于 ℓ1范数的稀疏优化研究虽然取得了很大的成功,但仍有理论和实证研究表明 ℓ1范数容易过度

惩罚稀疏向量中的元素值,使得解产生偏差,导致 ℓ1 范数的稀疏诱导性不佳 (参见文献 [31,51,57,108]),

1) ℓ0 范数与后面的 ℓp 范数实际上并非范数, 只是一种叫法.
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在现实应用中通常会导致解的次优稀疏性 [175]. 研究发现, 使用非凸松弛函数近似 ℓ0 范数可以得到

比 ℓ1 范数更稀疏的解. 例如, 若用 ℓp (0 < p < 1) 范数松弛 ℓ0 范数, 即 Φ(x) = ∥x∥pp :=
∑n

i=1 |xi|p,

直观来看, p 值越小, ℓp 范数越能刻画稀疏度, 并且 limp→0 ∥x∥pp = ∥x∥0, limp→1 ∥x∥pp = ∥x∥1. 从理论

上来看, ℓp 范数比 ℓ1 范数具有低阶惩罚的显著优点, 它在较弱的条件下也能保证精确恢复 (参见文

献 [76,103]). 从数值上来看, ℓp 范数正则化相比 ℓ1 范数正则化模型也具有更强的稀疏诱导性, 它能保

证从更少的观测值中恢复数据 (参见文献 [36, 70, 71, 94, 151, 163]). 特别地, 当 p = 1/2 时, 基于基因调

控网络的研究发现 ℓ1/2 范数正则化模型在生物学意义上能获得比 ℓ1 范数正则化模型更可靠的解 (参

见文献 [69, 71,121,122,152]).

Φ(x) 还可取对数和、变换 ℓ1 范数、分式 ℓ1 范数、光滑截断绝对偏差 (smoothly clipped absolute

deviation, SCAD) 和极小极大凹罚 (minimax concave penalty, MCP). 类似 ℓp 范数, 对数和、变换 ℓ1

范数、分式 ℓ1 范数比 ℓ1 范数具有更强的稀疏诱导性 [30, 105,113], SCAD 与 MCP 在选择重要变量时相

较于 ℓ1 范数不会产生过度偏差, 可以同时用于变量选择和参数估计, 具备更优越的统计性质 (参见文

献 [51,171]). 以上所有松弛函数均可以表示为 Φ(x) =
∑n

i=1 φ(xi), 其中 φ(t) : R → R 的具体数学形式
如表 1 所示.

除上述松弛函数外, 基于排序思想的罚函数也有广泛的研究, 基于不同松弛函数 Φ 的排序罚函

数 [19, 20,117,138] 在表 2 2) 给出. 此外, 基于截断思想的罚函数也引起了很多关注, 基于不同松弛函数 Φ

的部分罚函数和盖型罚函数详见表 2. 特别地, 当 Φ 取 ℓ1 范数时, 部分 ℓ1 罚函数也称为部分 LASSO,

它在求解压缩感知和逻辑回归时所产生的解优于 ℓ1 范数 [102], 现多被用于深度学习领域 [170]; 当 Φ 取

不同的松弛函数时, 相应的盖型罚函数被应用于字典学习 [80]、图像恢复与重建 [114,118].

表 1 常见的松弛函数

松弛函数 φ(t)

ℓ1 范数 [84, 139] |t|

ℓp 范数 [31,57,163] |t|p

对数和 [30] log(
|t|
τ

+ 1)

变换 ℓ1 范数 [113] τ |t|
1+τ |t|

分式 ℓ1 范数 [105] (τ+1)|t|
τ+|t|

SCAD [51]


λt, 当 t 6 λ 时,

2τλt−(t2+λ2)
2(τ−1)

, 当 λ < t 6 τλ 时,

λ2(τ2−1)
2(τ−1)

, 当 t > τλ 时

MCP [171]

λt− t2

2τ
, 当 t 6 τλ 时,

1
2
τλ2, 当 t > τλ 时

表 2 特殊的罚函数

罚函数 φ(t)

排序罚函数 [19,20,75,117,138] λi|φ|[i]

部分罚函数 [10,102,170]

0, 当 1 6 i 6 s 时,

|φ|[i], 当 i > s 时

盖型罚函数 [80,114,118,175] min(τ, |φ|[i])

2) 表中的 |φ|[i] 表示 {|φ(ti)| : i = 1, . . . , n} 中第 i 大的元素.
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一般而言, 表 1 和 2 中的罚函数具有可分离结构, 但要注意的是, 对于排序罚函数, 当罚参数序

列 {λi} 按升序排列时, 对应的排序罚函数不可分离. 此时最小的权重分配给最强的信号, 相应的排序

罚相比 LASSO 恢复性能更好 [75]. 而当罚参数序列 {λi} 按降序排列, 即最大的权重分配给最强的信

号时 [19, 20,117,138], 排序 ℓ1 范数罚函数的计算复杂度与 LASSO 大体相同. 此外, 近年来流行的 ℓ1 − ℓ2

罚函数 (即 ∥x∥1 − ∥x∥2) [50, 100,167] 和 ℓ1/ℓ2 罚函数 (即 ∥x∥1/∥x∥2) [68, 77,124,148] 均具有不可分离结构.

ℓ1 − ℓ2 罚最早由 Esser 等 [50] 提出, 系列研究表明, 它相比 ℓ1 范数具有更强的稀疏诱导性, 已被成功

应用于图像去噪、去模糊和磁共振成像等领域 (参见文献 [96,100,167]). ℓ1/ℓ2 罚函数最早由 Hoyer [68]

提出, 具有尺度不变性 [77], 现如今在盲反卷积 [86, 128] 和稀疏滤波 [78, 120] 等领域应用颇多.

1.2 组稀疏优化模型

稀疏优化作为一类重要的结构优化问题, 已经得到了广泛的应用. 但要注意的是, 实际问题中的

数据除了具有整体的稀疏性, 往往还存在组稀疏性. 组稀疏指向量的分量具有分组结构, 即每组的分

量要么全为零要么全部非零, 且非零分量一般集中在某些组内. 利用组稀疏结构建模可以降低数据精

确恢复所需要的样本数, 进而达到更好的恢复性能. 近年来, 组稀疏优化方法已被成功应用于统计学

习 [73, 181]、机器学习 [131,175]、图像处理 [101,154]、生物信息学 [115,189] 和神经影像学 [65] 等领域.

令 x = (xT
G1
, . . . , xT

Gi
, . . . , xT

Gr
)T ∈ Rn, 其中 {G1, . . . ,Gr} 为指标集 [n] := {1, 2, . . . , n} 的一个分割,

即 Gi ∩ Gj = ∅ 且
∪r

i=1 Gi = [n]. 当 i = 1, 2, . . . , r 时, 记 xGi ∈ Rni 为 x 对应下标在 Gi 中元素构成的

子向量. 若规定 00 = 0, 则 x 的组稀疏性可由 ℓp,q (p > 0, q > 0) 范数衡量:

∥x∥p,q :=



( r∑
i=1

∥xGi∥qp
) 1

q

, q > 0,

r∑
i=1

∥xGi∥0p, q = 0.

特别地, ∥x∥p,0 = ∥x∥2,0 表示非零组数. 当 p = q 时, ∥x∥p,p = ∥x∥p. 另外,当 r = n时,对任意的 p > 0,

q > 0, ℓp,q 范数即为 ℓq 范数. 类似第 1.1小节用 ℓ0 范数刻画稀疏性, 可以利用 ℓ2,0 范数来刻画组稀疏

性, 进而考虑下述 ℓ2,0 范数极小化问题与 ℓ2,0 范数正则化问题:

min
x∈Rn

{∥x∥2,0 : Ax = b 或 ∥Ax− b∥2 6 ε}, (1.5a)

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22 + λ∥x∥2,0, (1.5b)

受限于 ∥ · ∥2,0 的组合性质, 直接求解组稀疏优化问题 (1.5a)与 (1.5b)较为困难.类似稀疏优化的松弛

策略, 考虑下述松弛模型:

min
x∈Rn

{Φ(∥xG·∥p) : Ax = b 或 ∥Ax− b∥2 6 ε}, (1.6a)

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22 + λΦ(∥xG·∥p), (1.6b)

其中 Φ(∥xG·∥p) 为组稀疏诱导函数, 它用 ℓp 范数刻画组内结构信息, 是组稀疏性 ∥x∥p,0 的松弛. 当 Φ

取 ℓ1 范数且 p = 2 时, 相应的凸 ℓ2,1 范数正则化模型由 Yuan 和 Lin [168] 在研究统计学中的分组变量

选择时被提出, 它是 ℓ1 范数正则化模型的组稀疏推广, 也被称为组 LASSO 模型. 相较于 LASSO 模

型, Huang和 Zhang [74] 发现组 LASSO模型在处理具备强组稀疏结构的信号时性能表现优于 LASSO,
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可以显著减少精确恢复所需要的样本数. 当 Φ 取 ℓq 范数 (0 6 q < 1) 且 p > 1 时, 相应的非凸 ℓp,q 范

数正则化模型被 Hu 等 [71] 应用于基因调控网络, 研究发现, ℓp,1/2 范数正则化模型的恢复精度与稳健

性均明显优于组 LASSO.

鉴于非凸罚函数在稀疏优化中良好的性能表现, 除 ℓp,q 范数外, 其他诱导组稀疏的非凸组罚函数

也被提出, 如组 SCAD [23,72,92,153,158]、组 MCP [23, 72,92,158] 与组盖型罚函数 [118,178] 等. 相较于组

LASSO, 基于基因表达和遗传关联研究的实例证明了组 SCAD 和组 MCP 罚函数具有更强的预测准

确性 [23], 基于图像重建的应用研究也表明组盖型罚函数可以获得更高质量的解 (参见文献 [118,178]).

1.3 混合稀疏优化模型

虽然稀疏优化与组稀疏优化均取得了重大成功,但实际问题中的数据往往兼具整体稀疏性和组稀

疏性, 例如, 基因推断网络问题中往往涉及组内稀疏性 [71, 134], 高维多元分类问题往往涉及组间稀疏

性 [147]. 为了有效刻画组内稀疏性和组间稀疏性, 可考虑下述混合稀疏正则化模型:

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22 + λ1∥x∥0 + λ2∥x∥2,0, (1.7)

其中 λ1, λ2 > 0 为惩罚参数. 当 λ1 = 0 时, 模型 (1.7) 退化为组稀疏正则化模型 (1.5b); 当 λ2 = 0 时,

模型 (1.7) 退化为稀疏正则化模型 (1.3). 针对模型 (1.7), Yap 等 [165] 设计了非单调迭代硬阈值算法,

并将其应用于扩散磁共振成像恢复. Li等 [93] 将模型 (1.7)中的数据拟合项推广为更一般的凸函数,并

设计了两类凸差算法进行求解.

类似于稀疏优化与组稀疏优化的凸松弛策略, Friedman 等 [59] 和 Simon 等 [134] 分别用 ℓ1 范数和

ℓ2,1 范数进行松弛, 考虑下述 ℓ1-ℓ2,1 混合稀疏正则化模型:

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22 + λ1∥x∥1 + λ2∥x∥2,1, (1.8)

它也被称为混合稀疏 LASSO模型. 相较 LASSO模型,混合稀疏 LASSO模型可以有效克服对迭代变量

的每个分量惩罚力度相同这一局限性, 且相较组 LASSO 模型能产生组内稀疏的解. 混合稀疏 LASSO

模型自提出以来得到了广泛的研究. Simon 等 [134] 在基因表达研究中通过比较 LASSO、组 LASSO

与混合稀疏 LASSO 的预测准确性, 验证了混合稀疏 LASSO 模型的高效性. Vincent 和 Hansen [147]

将混合稀疏 LASSO 模型运用至基于多元回归模型的分类问题, 发现多元混合稀疏 LASSO 分类器

的性能明显优于多元 LASSO. 此外, 模型 (1.8) 还被应用于气候变化预测 [33]、不确定数据的特征选

择 [161] 与目标追踪 [191] 等领域. 目前, 求解模型 (1.8) 的算法包括坐标下降算法 [59, 88]、可分离稀疏重

构法 [136]、半光滑 Newton 增广 Lagrange 方法 [180] 与线性化交替方向乘子法 [95] 等.

相比非凸松弛在稀疏优化与组稀疏优化中的广泛研究与成功应用,目前关于混合稀疏优化非凸松

弛的理论与算法研究还偏少, 希望未来在这一方面能有更深入的研究.

1.4 联合稀疏优化模型

回顾第 1.1–1.3 小节, 稀疏优化模型、组稀疏优化模型和混合稀疏优化模型均基于单一观测值进

行数据恢复 (参见文献 [29,44]), 而在实际应用中, 通常会利用矩阵 A ∈ Rm×n 针对多个信号 x1, . . . , xl

同时收集测量值 b1 = Ax1, . . . , bl = Axl, 其中 x1, . . . , xl ∈ Rn 共享相同的支撑集, 被称为联合稀疏向

量. 多测量向量的稀疏优化问题也被称为联合稀疏优化问题, 指利用测量向量的同步性同时恢复 l 个

信号 x1, . . . , xl, 进而提升稀疏恢复能力和估计精度. 联合稀疏优化问题自提出以来, 已被广泛应用于
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各类重要问题的建模, 如多传感器信号处理 [34, 37,110,145]、多任务机器学习 [4]、多通道信号处理 [49] 和

分布式压缩感知 [126] 等.

联合稀疏优化问题可以表示为 B = AX, 其中, B = (b1, b2, . . . , bl) ∈ Rm×l 为测量向量, X = (x1,

x2, . . . , xl) ∈ Rn×l. 一般地,假设矩阵 X 满足 s-行稀疏性,即 X 的非零行数不超过 s. 类似于第 1.1–1.3

小节, 可利用松弛的思想, 考虑下述联合稀疏松弛模型:

min
X∈Rn×l

{∥X∥qp,q : B = AX 或 ∥B −AX∥F 6 ε}, (1.9a)

min
X∈Rn×l

∥B −AX∥2F + λ∥X∥qp,q, (1.9b)

其中, ∥X∥F := (
∑m,n

i,j=1 X
2
ij)

1/2 表示 Frobenius 范数; ∥X∥qp,q :=
∑m

i=1 ∥Xi·∥qp 表示 X 的混合 ℓp,q 范数

(p > 1, q > 0), 这里 Xi· 为 X 的第 i 行且 ∥Xi·∥p = (
∑n

j=1 |Xij |p)1/p.

目前, 联合稀疏优化相关的理论与算法研究主要集中在凸松弛方面. 理论上, Chen 和 Huo [34] 基

于最小线性相关子集 (spark) 条件在无噪情形下证明混合 ℓ1,1 范数松弛模型 (1.9a) 可精确恢复联合

稀疏优化问题的真实解. Tropp 等 [141,143] 基于相干性条件, 在含噪情形下分别建立了混合 ℓ∞,1 范数

松弛模型 (1.9a) 及 (1.9b) 的解与联合稀疏优化问题真实解的误差界估计. 此外, 学者们还基于零空

间性质 [145]、限制等距性 [99, 106]、互不相干性 [47] 与秩感知 [41] 等正则性条件建立了混合 ℓ2,1 范数松

弛模型 (1.9b) 保障精确恢复的理论. 算法上, 求解联合稀疏优化的高效方法相继被提出, 包括贪婪算

法 [13, 34,141]、路径跟踪算法 [116] 和快速阈值 Landweber 算法 [54]. 研究表明, 相比稀疏优化, 联合稀疏

优化能显著减少精确恢复原始信号所需要的样本数.

在非凸松弛方面, Cotter 等 [38] 提出了求解混合 ℓ2,q 范数松弛模型 (1.9b) 的多焦点欠定系统求解

器算法 (0 6 q 6 1), 并证明了其局部收敛性. Chartrand 和 Wohlberg [32] 基于广义的阈值压缩算子建

立了联合稀疏优化的非凸松弛模型, 并设计了交替方向乘子法对其求解. Ling 等 [98] 利用对数和罚函

数松弛联合稀疏正则化问题, 并设计了迭代重加权 ℓ1 与 ℓ2 范数极小化方法对其求解. 目前, 联合稀

疏优化的非凸松弛研究仍然处于起步阶段, 期待未来在这一方面有更多的研究成果.

下文将重点围绕稀疏优化模型和组稀疏优化模型展开综述,主要介绍相关模型的相合性理论与求

解算法. 第 2 节分别总结稀疏优化模型与组稀疏优化模型的相合性理论, 包含还原界理论与精确恢复

理论. 第 3 节总结概述结构稀疏优化领域的著名求解算法. 第 4 节是对本文的总结及对未来工作的

展望.

2 相合性理论

第 1.1 和 1.2 小节介绍的各类松弛模型虽然可用于求解 ℓ0 和 ℓ2,0 范数极小化 (或正则化) 问题,

但松弛模型的科学性即松弛模型何时能寻找到稀疏解, 以及松弛模型的准确性, 即通过松弛模型获得

的最优解与真实解之间的误差界均是需要关注的问题. 第 2.1 和 2.2 小节分别介绍稀疏优化模型中经

典的正则性条件及其在各类条件下的相合性理论. 第 2.3 和 2.4 小节分别介绍组稀疏优化模型中常见

的正则性条件及其在各类条件下的相合性理论.

2.1 稀疏优化模型的正则性条件

针对稀疏优化模型, 正则性条件不仅可用于分析模型的理论性质, 保障模型最优解与真实信号之

间的一致性, 而且可用来保障优化算法的收敛性. 目前流行的正则性条件包括互不相干性 (mutual
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incoherence property, MIP) [46]、限制等距性质 (restricted isometry property, RIP) [29]、稀疏特征值条

件 (sparse eigenvalue condition, SEC) [43]、限制特征值条件 (restricted eigenvalue condition, REC) [11]、

p- 限制特征值条件 (p-restricted eigenvalue condition, p-REC) [71]、零空间性质 (null space property,

NSP) [58]、值空间性质 (range space property, RSP) [182] 与限制可逆因子 (restricted invertibility factor,

RIF) [172]. 接下来, 给出具体介绍.

定义 2.1 (MIP [46]) 设 A = [A·1, A·2, . . . , A·n] ∈ Rm×n 满足列正交化, 即 ∥A·j∥2 = 1, ∀ j ∈ [n].

MIP 条件通常假设 A 的相干性常数 µ 很小, 其中 µ 定义如下:

µ = max
i ̸=j

|AT
·iA·j |.

根据定义可知, 相干性常数易于计算.

定义 2.2 (RIP [29]) 设 A ∈ Rm×n, A 的 s- 限制等距常数 δs ∈ (0, 1) 定义为

δs := min{δ : (1 − δ)∥x∥2 6 ∥Ax∥2 6 (1 + δ)∥x∥2,∀x ∈ Rn 且 ∥x∥0 6 s},

此时, 称矩阵 A 满足常数为 δs 的 s-RIP.

RIP 通常难以计算 (参见文献 [6]), 但它可由相干性常数 µ 得到 (参见文献 [26, 性质 4.1]). 此外,

s-RIP 还可等价表示为 (参见文献 [58, 定义 2])

δs = max
T ⊆[n],|T |6s

∥AT
T AT − I∥22.

特别地,研究发现 Bernoulli矩阵、Gauss矩阵和次 Gauss矩阵以高概率满足 RIP [28, 29,58]. 由于 AT
T AT

的期望特征值与单位特征值的不对称偏差, Blanchard 等 [12] 提出了非对称的限制等距性质.

定义 2.3 (非对称 RIP [12]) 设 A ∈ Rm×n, 定义 A 的非对称限制等距常数 αs 与 βs 分别为

αs := min
c>0

{c : (1 − c)∥x∥22 6 ∥Ax∥22,∀x ∈ Rn 且 ∥x∥0 6 s},

βs := min
c>0

{c : ∥Ax∥22 6 (1 + c)∥x∥22,∀x ∈ Rn 且 ∥x∥0 6 s}.

类似地, 非对称的限制等距常数 αs 与 βs 可分别等价表示为 (参见文献 [5])

αs = 1 − min
T ⊆[n],|T |6s

λmin(AT
T AT ), βs = max

T ⊆[n],|T |6s
λmax(AT

T AT ) − 1.

定义 2.4 (SEC [43]) 设 A ∈ Rm×n, 若 ATA 的 s- 最小稀疏特征值大于 0, 即

ϕmin(s) := min
∥x∥06s

xTATAx

xTx
> 0,

则称 A 满足 s- 稀疏特征值条件.

如果 ϕmin(2s) > 0成立,则线性系统 Ax = b的 s-稀疏解是唯一的. 如果 ATA的 2s-最小稀疏特

征值为零 (即 ϕmin(2s) = 0), 则难以从含噪的观测值中恢复出真正的 s- 稀疏解.

定义 2.5 (REC [11]) 设 A ∈ Rm×n, s 6 t 6 n, s + t 6 n, I ⊆ [n], I(x; t) 表示 x 在 Ic 中绝对值

最大的 t 个元素的指标集. 如果

ϕ1(s, t) := min

{
∥Ax∥2
∥xT ∥2

: |I| 6 s, ∥xIc∥1 6 ∥xI∥1, T = I(x; t) ∪ I
}

> 0,

则称 A 满足关于 (s, t) 的限制特征值条件.
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在 SEC的基础上提出的 REC可以由 RIP保证 [11], 故 Bernoulli矩阵、Gauss矩阵和次 Gauss矩

阵仍以高概率满足 REC (参见文献 [129]). 而广泛的相关 Gauss 设计矩阵虽满足 REC 却高概率不满

足 RIP [127].

定义 2.6 (p-REC [71]) 设 A ∈ Rm×n, 0 6 p 6 1, s 6 t 6 n, s + t 6 n, I ⊆ [n], I(x; t) 表示 x 在

Ic 中绝对值最大的 t 个元素的指标集, 如果

ϕp(s, t) := min

{
∥Ax∥2
∥xT ∥2

: |I| 6 s, ∥xIc∥p 6 ∥xI∥p, T = I(x; t) ∪ I
}

> 0,

则称 A 满足关于 (s, t) 的 p- 限制特征值条件.

p-REC 刻画了 ATA 限制在满足 ℓp 范数不等式的向量集上的正定性. 此外, p 越小, p-REC 越弱.

特别地,

1-REC ⇒ 1

2
-REC ⇒ 0 -REC.

定义 2.7 (NSP [58]) 设 N (A) := {x ∈ Rn : Ax = 0} 为 A ∈ Rm×n 的零空间.

(1) 对任意的 S ⊆ [n] 且 |S| 6 s, 如果对任意的 v ∈ N (A)\{0}, 都有 ∥xS∥1 < ρ∥xSc∥1 成立, 则当

ρ = 1 时, 称 A 满足 s- 零空间性质; 当 ρ ∈ (0, 1) 时, 称 A 满足 s- 稳定的零空间性质.

(2) 对任意的 S ⊆ [n] 且 |S| 6 s, 如果对任意的 v ∈ Rn, 都有 ∥xS∥1 < ρ∥xSc∥1 + τ∥Ax∥2 成立, 其

中 ρ ∈ (0, 1), τ > 0, 则称 A 满足 s- 鲁棒零空间性质.

结合 NSP 的定义, 会发现 NSP 严格弱于 RIP, 详见文献 [24, 56]. 特别地, 当定义 2.7(1) 中的 ℓ1

范数为 ℓp 范数时, 相应的正则性条件被称为 p-NSP [179].

定义 2.8 (RSP [182]) 如果对任意不相交的指标集 I,J ⊆ [n] 且 |I| + |J | 6 s, 存在 η ∈ R(AT)

使得

ηi = 1, ∀ i ∈ I; ηi = −1, ∀ i ∈ J ; |ηi| < 1, ∀ i /∈ I ∪ J

成立, 则称 AT 满足 s-RSP, 其中 R(AT) 为 AT 的像空间.

注意到, s-RSP 等价于 s-NSP [182]. 在 RSP 的基础上, 文献 [183, 185, 188] 还提出了弱 RSP 与限

制弱 RSP, 它们均弱于 RIP 与 NSP.

定义 2.9 (RIF [172]) 设 q > 1, ξ > 0, S ⊆ [n], 限制可逆因子定义如下:

RIFq(ξ,S) = inf

{
|S|1/q∥ATAu∥∞

m∥u∥q
: Φ(uSc) 6 ξΦ(uS)

}
.

以上为一些常用的正则性条件, 它们之间的关系如下所示:

REC p-REC
[72]

SEC .
[72]

RIP

[11]

MIP

[94]

[26, 46]

NSP
[11,58]

RSP
[183]
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2.2 稀疏优化模型的相合性理论

基于第 2.1小节的各类正则性条件,可以针对不同的松弛模型阐述相应的相合性理论.为方便起见,

不妨设 x̄满足 b = Ax̄+e且 S = supp(x̄), x∗
0 和 x∗

0,ε 分别为 (1.2)在无噪和含噪情形下的最优解, x∗
Φ 和

x∗
Φ,ε 分别为 (1.4a)在无噪和含噪情形下的全局最优解, x∗

0,λ 和 x∗
Φ,λ 分别为 (1.3)和 (1.4b)的全局最优

解. 特别地, 在含噪情形下, 当 Φ(x) = ∥x∥1 时, 相应的松弛问题 (1.4a) 与 (1.4b) 的全局最优解分别记

为 x∗
1,ε 和 x∗

1,λ. 在不引起混淆的情形下,其他的罚函数类似处理. 另外,记 σs(x̄)p := inf∥z∥06s ∥x̄− z∥p
为 x̄ 在 ℓp 范数下的最佳 s- 稀疏逼近.

(I) 凸松弛情形. 基于 MIP 条件, Donoho 等 [45] 证明了当 ∥x̄∥0 6 (1/µ + 1)/4 时, ℓ1 范数极小化

问题具有如下的精确恢复结果:

∥x∗
1,ε − x̄∥2 6 4ε2√

1 − µ(4∥x̄∥0 − 1)
. (2.1)

基于 RIP 条件, Candès 和 Tao [29] 在无噪情形下, 建立了 ℓ1 范数极小化问题与 ℓ0 范数极小化问

题的等价性, 证明了当 δs + δ2s + δ3s < 1 时, x̄ 为 ℓ1 范数极小化问题的唯一最优解; 在含噪情形下, 证

明当 δ3s + 3δ4s < 2 时, 有

∥x∗
1,ε − x̄∥2 6 O(ε).

Cai 和 Zhang [27] 证明了当 δts <
√

(t− 1)/t (t > 4/3) 时, 求解 ℓ1 范数极小化问题可以精确恢复所有

s- 稀疏信号. 特别地, 当 δ2s < 1/
√

2 时, x∗
1,ε 满足

∥x∗
1,ε − x̄∥2 6 O(ε) + O

(
σs(x̄)1√

s

)
.

基于 REC 条件, Bickel 等 [11] 分别就 LASSO 和 Dantzig 估计, 证明了

∥x∗
1,λ − x̄∥22 6 O(sλ2)

以不低于 1 − n1−ζ2/8 的概率成立 (ζ > 2
√

2). van de Geer 和 Bühlmann [144] 针对 ℓ1 范数正则化问题

证明了

∥Ax∗
1,λ − b∥22 + λ∥(x∗

1,λ)Sc∥1 6 sλ2ϕ2
1(s, s),

∥x∗
1,λ − x̄∥22 6 2sλ2ϕ−4

1 (s, s).

(II) 非凸松弛情形. 基于 MIP 条件, Dong 等 [42] 针对 ℓp 范数极小化问题, 证明了当 ∥x̄∥0 6
γ1/p−2(µ + 1)/(41/pµ) 时, x∗

p,ε 满足

∥x∗
p,ε − x̄∥2 6 2ε√

1 − µ( 41/p

γ2/p−2 ∥x̄∥0 − 1)
, (2.2)

其中 γ ∈ [1/∥x̄∥0, n/∥x̄∥0]. 当 γ > 2 时, (2.2) 中还原界的上界比 (2.1) 中的界更紧, 这意味着 ℓp 范数

极小化模型比 LASSO 模型的预测准确性更高, 且对真实信号的稀疏度要求更低.

基于 RIP条件, Song和 Xia [135] 证明了当 δ(tp+1)s < 1/
√
tp−2 + 1 (t > 0)时, ℓp 范数极小化问题在

无噪声情形下可以精确恢复 s-稀疏信号;并在噪声水平满足 ∥e∥2 6 ε或 ∥ATe∥∞ 6 ε时, 分别建立了
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ℓp 范数极小化恢复稀疏信号的还原界. 另外, 当 δ2s ∈ [
√
2
2 , 1) 且 p 在一定阈值范围内时, Wen 等 [159]

证明了

∥x∗
p,ε − x̄∥p2 6 O(s

p
2−1σs(x̄)pp) + O(εp),

特别地, 当 ε = 0 且 x̄ 恰好为 s- 稀疏信号时, ℓp 范数极小化问题可实现精确恢复.

基于非对称的 RIP 条件, Foucart 和 Lai [57] 证明了如果对任意的整数 t > s, γ2t := β2
2t/α

2
2t 满足

γ2t − 1 < 4(
√

2 − 1)(t/s)1/p−1/2, 则 ℓp 范数极小化在无噪情形下可以精确恢复 s- 稀疏向量, 且在含噪

情形下, 有

∥x∗
p,ε − x̄∥2 6 O

(
σs(x̄)p

t
1
p−

1
2

)
+ O

(
ε

β2s

)
.

基于 p-REC 条件, Hu 等 [71] 针对 ℓp 范数正则化问题, 证明了 x∗
p,λ 满足

∥Ax∗
p,λ − b∥22 + λ∥(x∗

p,λ)Sc∥1 6 sλ
2

2−pϕ
2−p
2p

p (s, s),

∥x∗
p,λ − x̄∥22 6 2sλ

2
2−pϕ

2−p
4

p (s, s).

基于 RIF 正则性条件, Zhang 和 Zhang [172] 针对一般的稀疏正则化优化模型 (1.4b), 证明了 x∗
Φ

满足

∥x∗
Φ − x̄∥2 6 (1 + η)λ∗|S| 12 RIFq(ξ,S),

其中, η ∈ (0, 1), ξ = (η + 1)/(1 − η), λ∗ := inft>0{t/2 + ρ(t;λ)/t}为罚函数的阈值水平, 这里 Φ包括 ℓp

范数、SCAD、MCP 和盖型 ℓ1 范数罚函数.

2.3 组稀疏优化模型的正则性条件

在求解组稀疏优化问题时, 通常考虑相应的组罚函数松弛模型, 但罚函数 (或正则项)的选取会影

响松弛模型的性能, 进而导致与原模型的真实解产生偏差. 因此估计松弛模型的解与真实解之间的误

差界至关重要, 这能保证松弛模型的准确性. 鉴于组稀疏优化模型与稀疏优化模型的密切联系, 稀疏

优化模型的正则性条件大多可延伸至组稀疏优化, 如组相干性 (group coherent, GC) [47]、组限制等距

条件 (group RIP, GRIP) [48]、组零空间性质 (group NSP, GNSP) [61, 85,137] 与组限制特征值条件 (group

REC, GREC) [71]. 下面回顾这些正则性条件.

定义 2.10 (GC [47]) 对于分组 {Gi}ri=1,其每组维数大小相同,即 ni = d, ∀ i ∈ [r],定义 A ∈ Rm×n

的组相干性常数 µG 与次相干性常数 µS 分别为

µG = max
i ̸=j

1

d
∥A∗

Gi
AGj∥2, µS = max

16l6r
max

(l−1)d6i ̸=j6ld
|A∗

·iA·j |,

其中 A∗ 表示 A 的伴随矩阵.

当 d = 1 时, 组相干性常数 µG 恰好退化为稀疏优化的相干性常数 µ (定义 2.1). 此外, 基于 MIP

的另一种组相干性常数的推广形式可参见文献 [81], 其上界可由相干性常数 µ 控制.

定义 2.11 (GRIP [48]) 设 A ∈ Rm×n, S ∈ N 满足 S 6 n, 定义 A 在分组结构 G = {G1, . . . ,Gr}
上的组限制等距性常数 ∆S ∈ (0, 1) 为

∆S := min{∆ : (1 − ∆)∥x∥2 6 ∥Ax∥2 6 (1 + ∆)∥x∥2,∀x ∈ Rn 满足 ∥x∥2,0 6 S}.
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容易发现, GRIP 是 RIP 的延伸, 但它比 RIP 更弱一些 (参见文献 [7, 48]).

定义 2.12 (GREC [71]) 设 A ∈ Rm×n, 0 6 q 6 p 6 2, 称 A 满足关于 (S,N) 的 (p, q)- 组限制特

征值条件, 如果

ϕp,q(S,N) := min

{
∥Ax∥2

∥xGN ∥p,2
: |J | 6 S, ∥xGJc ∥p,q 6 ∥xGJ ∥p,q,N = J (x;N) ∪ J

}
> 0,

其中, S 6 N ≪ r, x ∈ Rn, J ⊆ [r], J (x;N) 表示 ∥xGi∥p 在 {∥xGj∥p : j ∈ J c} 上最大的 N 个组所对

应的指标集.

由定义可知, (p, q)-GREC是 p-REC的延伸, 它比 p-REC 更弱. 因为相比 p-REC, (p, q)-GREC将

每个组视为一个元素, 在相关约束上的自由度约为 s/nmax, 这显然比 s 小.

定义 2.13 设 N (A) := {x ∈ Rn : Ax = 0} 为 A ∈ Rm×n 的零空间.

(1) (ℓ2,1-GNSP [137]) 对任意的 J ⊆ [r] 且 |J | 6 S, 如果对任意的 x ∈ N (A)\{0}, 都有 ∥xJ ∥2,1
6 ∥xJ c∥2,1 成立, 则称 A 满足 ℓ2,1- 组零空间性质;

(2) (ℓ2,1- 鲁棒 GNSP [61, 85]) 对任意的 J ⊆ [r] 且 |J | 6 S, 如果存在 ρ ∈ (0, 1), τ > 0, 使得

∥xJ ∥2 6 ρ√
S
∥xJ c∥2,1 + τ∥Ax∥2 对任意的 x ∈ Rn 成立, 则称 A 满足 ℓ2,1- 鲁棒组零空间性质.

2.4 组稀疏优化模型的相合性理论

类似地,基于第 2.3小节的正则性条件,学者们研究了各类组稀疏优化松弛模型的相合性理论.在

不引起混淆的情形下,与第 2.2小节类似,当 Φ(∥xGi∥p) = ∥x∥p,q 时,记 ℓp,q 范数极小化问题 (1.6a)与正

则化问题 (1.6b)在含噪情形下的最优解分别为 x∗
p,q,ε 与 x∗

p,q,λ. 另外,记 σS(x̄)q := inf∥z∥2,06S ∥x̄−z∥2,q
为 x̄ 在 ℓ2,q 范数下的最佳 S 组稀疏逼近.

(I) 凸松弛情形. 基于 GRIP 条件, Eldar 和 Mishali [48] 证明了当 ∆2S < 0.414 时, ℓ2,1 范数极小化

问题可以精确地恢复任意 S- 组稀疏信号, 且

∥x∗
2,1,ε − x̄∥2 6 O

(
σS(x̄)1√

S

)
+ O(ε). (2.3)

Lin和 Li [97] 将 GRIP的条件改进为 ∆2S < 0.4931, 并给出了精确恢复的另一个充分条件 ∆S < 0.307.

Gao 和 Ma [61] 进一步将相合性理论 (2.3) 成立的 GRIP 条件改进到 ∆2S < 0.6426. 此外, 基于 ℓ2,1 鲁

棒 GNSP 条件, Gao 和 Ma [61] 及 Koep 等 [85] 针对 ℓ2,1 范数极小化问题, 也建立了类似于 (2.3) 的还

原界.

(II) 非凸松弛情形. 基于 GRIP 条件, Wang 等 [156] 证明了当 ∆2S < 1/2 时, 存在与 ∆2S 相关的

常数 q0, 对任意的 q < q0, ℓ2,q (0 < q 6 1) 范数极小化问题可以稳健地恢复组稀疏信号, 即

∥x∗
2,q,ε − x̄∥2 6 O

(∥x̄T c
0
∥2,q

S
1
q−

1
2

)
+ O(ε),

其中 T0 是 x̄ 关于 ℓ2 范数最大的 S 个分组所对应的指标集.

基于 GRIP 条件, Feng 等 [53] 在含噪情形下, 建立了 ℓ2,q (0 < q < 1) 范数正则化问题的相合性理

论, 即当 ∆2S ∈ (0, 1) 且 (q,∆2S) 满足一定条件时, 有

∥x∗
2,q,λ − x̄∥22,q 6 O

(
ε2

λ

)
+ O(σS(x̄)qq) + O(S1− q

2 εq) + O(S1− q
2 ). (2.4)
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ε 和 S 越小, (2.4)中的还原界估计越紧. 此外, 当 q 接近 1 时, ℓ2,q 范数正则化问题的还原界接近组

LASSO 在 GRIP 下建立的还原界 O(λ2) (参见文献 [107]).

基于 (p, q)-GREC 条件, Hu 等 [71] 建立了 ℓp,q (0 < q < 1 6 p) 范数正则化问题的全局还原界:

∥x∗
p,q,λ − x̄∥22 6 2λ

2
2−q Sϕ

2−q
4

p,q (S, S).

当 λ 足够小时, 真实稀疏解 x̄ 都可以由 x∗
p,q,λ 精确恢复.

第 2.2 小节及上述内容均为基于各类正则性条件针对稀疏优化与组稀疏松弛优化模型建立的相

合性理论. 事实上, 在含噪情形下, 若直接求解 ℓ0 范数极小化问题 (1.2) 与 ℓ2,0 范数约束优化问题

min
x∈Rn

{∥Ax− b∥22 : ∥x∥2,0 6 S}, (2.5)

则也存在相应的相合性理论. 例如, 当 ∥x∥0 6 (1 + 1/µ)/2 时, Donoho 等 [45] 证明了 (1.2) 可稳定地恢

复原始信号, 且 x∗
0,ε 满足

∥x∗
0,ε − x̄∥2 6 4ε2√

1 − µ(2∥x̄∥0 − 1)
,

当噪声向量 e 中的每个元素独立服从于 Gauss 分布 N(0, σ2) 时, Hazimeh 等 [67] 证明了 (2.5) 的最优

解 x∗
2,0,S 以不低于 1 − (S/r)S 的概率满足

∥x∗
2,0,S − x̄∥2,1 6 σS

[
T̄S + log(r/S)

m

]1/2
[γ2S ]−1,

其中, T̄S = max|J|6S

∑
i∈J Ti/S, Ti 为每个分组 i ∈ [r] 中的特征数, γS := min|Gsupp(x)|6S

√
S∥Ax∥2√
m∥x∥2,1

.

3 求解算法

鉴于结构稀疏优化在业界和工程上的显著应用,学者们相继提出了诸多求解结构稀疏优化模型的

高效算法. 接下来, 本文将根据不同的问题模型分别从松弛 ℓ0 范数与直接处理 ℓ0 范数两个角度, 将

求解算法分为松弛类算法与 ℓ0 范数极小化算法两大类, 再分别介绍各自的一阶与二阶求解算法.

3.1 松弛类算法

本小节主要介绍求解松弛问题 (1.4a) 和 (1.4b) 的一阶与二阶求解算法.

3.1.1 一阶松弛算法

(I) 迭代收缩阈值算法 (iterative shrinkage thresholding algorithm, ISTA) [39] 是一类非常受关注的

梯度类算法, 也称为软阈值算法. 求解松弛问题 (1.4b) 的 ISTA 迭代过程为

xk+1 = Sλv(xk − vAT(Axk − b)), (3.1)

其中, v > 0 是步长, 一般通过回溯步长规则获取; Sα : Rn → Rn 为软阈值收缩算子, 对给定的 x ∈ Rn,

Sα(x) 的第 i 个分量为

Sα(x)i := (|xi| − α)+sgn(xi), i ∈ [n],
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这里 t+ := max(0, t), sgn(·) 是符号函数. Sα 将比 α 小的分量值收缩为 0, 将比 α 大的分量值变小. 从

(3.1) 可以看出, 在每步迭代中, ISTA 先对数据拟和项作梯度下降, 再通过软阈值收缩算子更新 xk+1,

算法结构简单且易于实现. 记 (1.4b) 的目标函数为 F (x) := f(x) + λ∥x∥1, 其中 f(x) = 1
2∥Ax− b∥22, 文

献 [8, 定理 3.1] 证明了由 ISTA 生成序列 {xk} 的收敛速度为 O(1/k), 满足

F (xk) − F (x∗) 6 αL(f)

2k
∥x0 − x∗∥22,

其中, x∗ 为 (1.4b) 的最优解, L(f) 表示 ∇f 的 Lipschitz 常数. 基于 ISTA 还衍生了许多高效的加速

算法, 例如, Beck 和 Teboulle [8] 采用 Nesterov 加速技巧, 提出了复杂度为 O(1/k2) 的快速迭代收缩阈

值算法 (fast iterative shrinkage thresholding algorithm, FISTA); Jiao等 [82] 采用延拓技巧,提出了带有

延拓的迭代收缩阈值算法, 并基于 MIP 条件给出了算法的误差界估计.

注意到, ISTA其实是邻近梯度算法 (proximal gradient algorithm, PGA)应用于 LASSO模型的一

个特例. 对于复合优化问题

min
x∈Rn

F (x) := f(x) + g(x), (3.2)

其中 f 为损失函数, g 可能是凸函数也可能非凸, 求解它的 PGA 迭代格式为

xk+1 = Proxvg(xk − v∇f(xk)),

其中 Proxvg : Rn → Rn 为邻近算子, 定义如下:

Proxvg(x) := argmin
y∈Rn

g(y) +
1

2v
∥y − x∥22, ∀x ∈ Rn.

当 f(x) = 1
2∥Ax − b∥22 且 g(x) = λ∥x∥1 时, PGA 即退化为 ISTA. 特别地, 不动点连续 (fixed point

continuation, FPC) 算法 [66] 实际上也是一类邻近梯度方法. 当 g(x) = λ∥x∥pp 时, 文献 [63, 173,192] 基

于邻近算子设计了相应的 PGA, 并借助 Kurdyka- Lojasiewicz (KL) 框架 [2, 3] 给出了算法的线性或次

线性收敛速度. 另外, PGA 也适用于组稀疏优化问题. 当 g(x) = λ∥x∥qp,q 时, Hu 等 [71] 应用 PGA 求解

(3.2), 并基于 KL 框架建立了 PGA 的全局收敛性与局部线性收敛速度.

(II)交替方向乘子法 (alternating direction method of multipliers, ADMM)作为一类广泛用于求解

大规模凸优化问题的算法, 已被用于求解结构稀疏优化问题 (参见文献 [21, 150, 164]). 对于约束优化

问题

min
x∈Rn,y∈Rn

{f(x) + g(y) : Ax + By = b}, (3.3)

其增广 Lagrange 函数为

L(x, y, w) = f(x) + g(y) − wT(Ax + By − b) +
β

2
∥Ax + By − b∥22,

其中, w 是乘子向量, β > 0 是罚参数. ADMM 通常将优化问题 (3.3) 分解为两个子问题来交替求解,

通过固定某个变量来更新另一个变量, 即分别对 y 和 x 交替求极小, 其数学形式如下:

yk+1 ∈ argminyL(xk, y, wk),

xk+1 ∈ argminxL(x, yk+1, wk),

wk+1 = wk − γβ(Axk+1 + Byk+1 − b).
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当 f(x) = 1
2λ∥Ax−b∥22 且 g(x) = ∥x∥1 时, (3.2)即为 (1.4b),此时引入辅助变量 y = Ax−b, (3.2)可等价

于 (3.3). 求解 (1.4b) 的线性 ADMM 迭代策略由如下梯度下降步、软阈值操作和乘子更新规则构成:

yk+1 =
λβ

1 + λβ

(
wk

β
− (Axk − b)

)
, (3.4a)

xk+1 = S τ
β

(
xk − τAT

(
Axk + yk+1 − b− wk

β

))
, (3.4b)

wk+1 = wk − γβ(Axk+1 + yk+1 − b). (3.4c)

Yang 和 Zhang [164] 证明了由线性 ADMM (3.4a)–(3.4c) 生成的序列 {yk, xk, wk} 收敛到 (y∗, x∗, w∗),

其中 x∗ 为 (1.4b) 的解. Wang 等 [149] 在研究分布式机器学习任务时, 提出用组 ADMM 求解优化问

题, 并证明了其收敛速度为 O(1/k). 当噪声分布不均匀或厚尾时, 最小绝对偏差方法在线性回归模型

中具有更高效稳健的表现. 特别地, 当 f(x) = ∥Ax− b∥1 且 g(x) = λ1∥x∥1 + λ2∥x∥2,1 时, Wang 等 [150]

采用了线性化的 ADMM求解混合稀疏优化问题 (3.2),并证明了对任意给定的初始点算法均能收敛到

(1.8) 的解. 另外, ADMM 作为增广 Lagrange 方法的变体, 当目标函数非凸非光滑时, Wang 等 [157] 建

立了其全局收敛性; 当目标函数非凸时, Jia 等 [79] 基于误差界条件, 建立了其局部线性收敛性.

(III) 块坐标下降 (block coordinate descent, BCD) 方法 [22, 123,162] 是一类求解具有多块变量优化

问题的高效方法, 被广泛用于处理大规模问题. 若将变量 x 分成 r 块 xG1 , . . . , xGr , (3.2) 可记为

min
x∈Rn

f(xG1 , . . . , xGr ) +

r∑
i=1

gi(xGi), (3.5)

BCD 方法在每一步迭代时, 逐次更新所有变量块 xGi . 具体地, 在第 k 步迭代中, BCD 方法的第 i 块

更新方式如下:

xk
Gi

∈ argmin
xGi

f(xk
G1
, . . . , xk

Gi−1
, xGi , x

k−1
Gi+1

, . . . , xk−1
Gn

) + gi(xGi).

BCD 方法已被用于求解结构稀疏优化问题, 例如, 在 f(x) = 1
2∥Ax− b∥22 情形下, 若 g(x) = λ∥x∥1, 求

解 ℓ1 范数正则化模型 (1.4b) 的 BCD 方法为

xk
i ∈ argmin

xi

λ|xi| +
1

2
∥Ai∥22x2

i −AT
i (b− Ā·ix̄i)xi, ∀ i ∈ [r],

其中, Ā·i 为 A 除去第 i 列后构成的矩阵, x̄i 为 x 除去第 i 个分量后构成的向量. 当 g(x) = λ∥x∥2,1
时, Qin 等 [123] 应用 BCD 方法求解组 LASSO 并建立了全局收敛性; 当 g 为 SCAD 或 MCP 罚函数

时, Breheny 和 Huang [22] 采用 BCD 方法求解相应的 SCAD 和 MCP 正则化松弛模型并建立了相应

的收敛性, 证明了由 BCD 方法生成的序列收敛到既是局部极小值也是全局坐标方向极小值点. 另外,

Xu 和 Yin [162] 应用 BCD 方法求解一般的非凸正则化问题, 并基于 KL 理论证明了 BCD 方法全局收

敛到问题的临界点, 且建立了其渐近收敛性.

(IV) 凸差 (difference of convex functions, DC) 算法是由 Le Thi 和 Tao [90]、Pham Dinh 和 Le

Thi [119] 以及 Le Thi 等 [89] 提出的一种基于局部最优性条件和 DC 对偶理论的优化算法, 多用于求解

无约束的 DC 规划问题. 以 (3.2) 为例, 若其目标函数 F (x) = f(x) + g(x) 可表示为 2 个凸函数 F1 与

F2 之差, 即 F (x) = F1(x) − F2(x), 则称 F 为 DC 函数. 求解 (3.2) 的 DC 算法具体为: 在第 k 步迭代

中, 结合 DC 规划的局部最优性条件与对偶理论, 用 F2 的一阶逼近来近似 F2, 再对近似后的凸优化
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问题进行求解, 迭代如下所示:

yk ∈ ∂F2(xk),

xk+1 ∈ argmin
x∈Rn

{F1(x) − (F2(xk) + ⟨x− xk, yk⟩)}.

注意到, DC 算法是一种无需线搜索但具有全局收敛性的下降方法, 并且对于一般的 DC 规划, DC 算

法具有线性收敛性; 对于多面体 DC 规划, 则具备有限步收敛性 (参见文献 [89, 119]).

目前, DC 算法已被用于结构稀疏优化问题. 当 f(x) = 1
2∥Ax − b∥22 且 g(x) = λ(∥x∥1 − ∥x∥2) 时,

Yin等 [167] 应用 DC算法求解压缩感知中的 ℓ1 − ℓ2 范数正则化问题,并建立了算法的全局收敛性. 当

g(x) = λ∥x∥0 时, Le Thi 等 [89] 针对 ℓ0 范数正则化问题 (3.2), 采用 DC 近似方法, 在一定条件下证明

了近似问题与原问题的等价性, 及其全局 (或局部)最优解之间的一致性. 当 g(x) = λ1∥x∥0 + λ2∥x∥2,0
时, Li等 [93] 给出了混合稀疏正则化问题 (3.2)的 DC松弛模型,并建立了松弛问题与原问题在全局最

优解下的等价性. Gotoh 等 [64] 针对 (3.9a), 给出了稀疏约束 {∥x∥0 6 s} 的精确 DC 表示, 并采用 DC

算法求解.

(V) 迭代重加权类算法 (iteratively reweighted algorithms) 是一类适用于求解优化问题 (3.2) 的高

效算法, 一般用于处理 g 非凸的情形, 下面以 g(x) = λ∥x∥pp 为例来展开介绍 (0 < p < 1).

迭代重加权 ℓ1 范数极小化 (iteratively reweighted ℓ1 minimization, IRL1) 算法 [30,35,36] 利用重新

加权的思想,动态保证对向量中较大分量的惩罚力度小于较小分量,从而有效避免 ℓ1 范数的过度惩罚

性, 更科学地惩罚迭代向量中的元素值. 注意到, 加权方式不同, IRL1 的迭代更新策略也有所不同. 对

g(x) 作一阶光滑化处理, 有

min
x∈Rn

f(x) + λ
n∑

i=1

(|xi| + ϵ)p, (3.6)

其中 ϵ > 0. 求解 (3.2) 的 IRL1 的一种迭代策略如下所述 (参见文献 [36]):

xk+1 ∈ argmin
x∈Rn

{f(x) + λ∥W kx∥1}, (3.7)

其中权重矩阵 W k = diag(wk
1 , . . . , w

k
n) 且 wk

i = p/(|xk
i | + ϵ)1−p (i = 1, . . . , n).

注意到, 权重 wk
i 可以较好地连续估计非零分量的位置. 最大的非零分量通常最有可能被识别为

非零项, 一旦这些位置被识别, 相应的权重就会降低, 减少其惩罚力度, 进而更灵敏更准确地识别出剩

余较小但非零的分量位置.在 IRL1的每次迭代中, (3.7)实际上都在求解一个凸的加权 ℓ1 范数正则化

问题.

文献 [36, 定理 1 和 4] 证明了由 IRL1 生成的序列 {xk} 是有界的, 且该序列的任意聚点都是优化

问题 (3.6) 的稳定点. 在特定区域内, (3.6) 的稳定点是其全局最小值解, 且在一定条件下, IRL1 具有

近似线性收敛性.

迭代重加权最小二乘 (iteratively reweighted least squares, IRLS) 算法 [40,87] 也是一种经典的迭代

重加权类算法. 在 f(x) = 1
2∥Ax − b∥22 情形下, 对 g(x) 作二阶光滑 g(x) ≈

∑n
i=1(x2

i + ϵ2)
p
2 , Lai 等 [87]

提出了 IRLS 算法, 其主要迭代过程如下:

xk+1 =

{
x ∈ Rn : λ

[
pxi

(ϵ2k + (xk
i )2)1−p/2

]
16i6n

+ AT(Ax− b) = 0

}
,

ϵk+1 = min{ϵk, λr(xk+1)s+1},
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其中, s 为预估计的稀疏水平, r(z) 表示 z ∈ Rn 的分量按其绝对值降序排列后构成的向量. 基于 RIP

条件, 文献 [87, 定理 2.2] 证明了当 δ2s < 1 且 ϵk → ϵ∗ (k → ∞) 时, 由 IRLS 生成的序列 {xk} 存在收
敛子列. 特别地, 当 ϵ∗ > 0 时, 任意收敛子列的极限点 xϵ∗,λ 为 (3.2) 在 ϵ = ϵ∗ 时的临界点, 且 xϵ∗,λ 与

真实 s- 稀疏解之间的误差界为 O(
√
λ) + O(σs(xϵ∗,λ)2) 3).

3.1.2 二阶松弛算法

邻近 Newton 型算法 (proximal Newton-type algorithm, PNA) 是一类将 Newton 法与广义邻近算

法结合的方法, 可看作 PGA 的二阶延伸, 最早由 Lee 等 [91] 在求解凸复合优化问题 (3.2) 时提出. 具

体地, PNA 先利用广义邻近算子确定搜索方向 dk, 进而利用回溯法选取步长 vk, 迭代过程如下:

dk = ProxHk
g (xk −H−1

k ∇f(xk)) − xk,

xk+1 = xk + vkd
k,

(3.8)

其中 Hk = ∇2f(xk) 为 f 在 xk 处的 Hesse 矩阵, 且广义邻近算子定义如下:

ProxH
g (x) := argmin

y∈Rn

g(y) +
1

2
∥y − x∥2H , ∀ y ∈ Rn,

这里 ∥x∥2H := xTHx, H ∈ Sn++ 对称正定. 与 Newton 法类似, PNA 具有二次收敛性. 若取 Hk 为

∇2f(xk) 的近似, (3.8) 被称为邻近拟 Newton 算法 (proximal quasi-Newton algorithm, PQNA). 此时,

若 Hk 的奇异值有界, PQNA 具有超线性收敛性.

目前, PNA 已被用于求解结构稀疏优化问题. 例如, 当 g(x) = λ∥x∥1 且 f 取最小二乘损失或逻辑

回归损失时, 类似于 FISTA, Ghanbari 和 Scheinberg [62] 提出了加速的 PQNA 求解凸正则化问题, 并

证明了若 Hk 满足某些假设, 算法的收敛速率可达到 O(1/k2). 另外, 当 g(x) 非凸时, Rakotomamonjy

等 [125] 将 DC 框架与 Newton 法相结合, 提出了 DC 近端 Newton 法求解 (3.2), 并证明了由 DC 近端

Newton 法生成的序列的任意极限点都是 (3.2) 的稳定点. Kanzow 和 Lechner [83] 提出了非精确的近

端 Newton 型方法, 并证明了该方法可全局收敛到 (3.2) 的稳定点.

3.2 ℓ0 范数极小化算法

本小节针对目标函数 (或约束) 涉及 ℓ0 范数的结构稀疏优化问题

min
x∈Rn

{f(x) : ∥x∥0 6 s}, (3.9a)

min
x∈Rn

f(x) + λ∥x∥0, (3.9b)

介绍其一阶与二阶求解算法. 特别地, 第 3.2.1 小节以 f 为最小二乘损失为例介绍具体算法.

3.2.1 一阶贪婪算法

(I) 正交匹配追踪 (orthogonal matching pursuit, OMP) 算法 [130,140,142] 是一类著名的贪婪算法.

具体地, OMP 算法在每一步迭代中, 首先找到感知矩阵 A 中与当前残差 rk+1 = b− Axk 最相关的一

3) σs(·)2 为第 2.2 小节中介绍的最佳 s- 稀疏逼近.
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列; 其次将该列对应的指标并入支撑集 Sk, 进而得到新的支撑集 Sk+1; 最后在 Sk+1 上应用最小二乘

更新 xk+1, 迭代过程如下:

i = argmax
i/∈Sk

|⟨Ai, b−Axk⟩|, (3.10a)

Sk+1 = {i} ∪ Sk, (3.10b)

xk+1 = argmin
z

{∥Az − b∥2, supp(z) ⊆ Sk+1}. (3.10c)

注意到, OMP 算法简洁高效, 且由于残差与已选择的列是正交的, 迭代过程中不会两次选择同一列,

因此迭代次数至多为 A的列数;但由于 Sk+1 随迭代逐次增大, OMP算法无法自动矫正迭代中可能出

现的指标错误.目前,基于 MIP或 REC条件, Cai和Wang [25] 证明了 OMP算法以较高概率精确识别

稀疏信号的支撑集. 基于 RIP 条件, 文献 [177, 定理 2.1] 证明了由 OMP 算法生成的迭代序列 {xk+1}
满足

∥xk+1 − x̄∥2 6
√

6ϵt(x̄)

ρ−(t)
,

其中, t ∈ N与 S 相关, ϵt(x̄)是限制梯度最优常数, ρ−(t)是限制强凸常数. 特别地, OMP算法也可用于

求解组稀疏优化问题. Ben-Haim 和 Eldar [9] 应用 OMP算法求解组稀疏优化问题, 并基于 GC 条件给

出了组 OMP 算法生成的迭代序列的误差界估计. 压缩采样匹配追踪 (compressive sampling matching

pursuit, CoSaMP) 算法 [112] 通过将采样技巧与 OMP 算法结合, 实现了对 OMP 的改进, 其主要迭代

过程如下:

y = AT(b−Axk),

T = supp(xk) ∪ supp(y2s),

z = argmin
x

{∥Ax− b∥2 : supp(x) ⊆ T },

xk+1 = argmin
x

{∥x− z∥ : ∥x∥0 6 s}.

注意到, 在每步迭代中, 与 OMP 算法依次将下标并入 supp(xk) 不同, CoSaMP 算法先放大了支撑集

的搜索范围 (新的支撑集 T 的基数不超过 3s), 再利用最小二乘获得近似解, 最后保留近似解的最大 s

个分量. 这样能有效避免 OMP算法无法自动矫正迭代过程可能出现的错误指标,因此, CoSaMP具备

一定的支撑集自我矫正纠错能力. 目前, 基于 RIP 条件, 文献 [112, 定理 4.1] 证明了由 CoSaMP 生成

的序列能收敛到 (3.9a) 的最优解 x̄, 并给出了二者的误差界估计. 具体地, 若 δ4s 6 0.1, 则由 CoSaMP

生成的序列 {xk} 是 s- 稀疏的, 且 ∥xk − x̄∥2 6 2−k∥x̄∥2 + 15∥e∥2.
前向后向 (forward-backward, FoBa)自适应贪婪算法是由 Zhang [176] 提出的一种具有自我矫正能

力的算法, 它结合前向贪婪算法和后向贪婪算法, 进一步改进了 OMP 算法. 具体地, FoBa 先执行前

向步, 即 OMP 迭代步 (3.10a)–(3.10c) 来添加新的指标集. 若

δk := ∥Axk−1 − b∥22 − ∥Axk − b∥22 6 ϵ,

则算法终止; 否则, 令 k = k + 1, 执行后向步. 具体地, 计算 jk = argminj∈Sk
∥A(xk − xk

j e
j) − b∥22, 如果

∥A(xk − xk
j e

j) − b∥22 − ∥Axk−1 − b∥22 6 1

2
δk, (3.11)

1061



胡耀华等: 结构稀疏优化模型的理论与算法

则令 k = k − 1, 接受后向步来删除错误指标, 并在新的支撑集上更新迭代:

Sk = Sk+1\{jk+1},

xk = argmin
z

{∥Az − b∥2, supp(z) ⊆ Sk}.

FoBa 通过自适应规则步 (3.11), 删除前向步搜索的错误指标, 进行自我矫正; 弥补 OMP 算法的不足

的同时, 也继承了 OMP 算法、前向贪婪算法与后向贪婪算法的快速高效性. 此外, 基于 RIP 或 SEC

条件, Zhang [176] 证明了 FoBa 以高概率收敛到 (3.9a) 的解.

(II) 迭代硬阈值 (iterative hard thresholding, IHT) 算法是由 Blumensath 和 Davies [16, 17] 提出的

一类用于求解 ℓ0 范数约束优化问题 (3.9a) 的阈值迭代算法, 适用于求解大规模问题, 其迭代格式为

xk+1 = Hs(x
k − vAT(Axk − b)),

其中 Hs : Rn → Rn 为硬阈值算子, 对给定的 x ∈ Rn, Hs(x) 仅保留 x 中绝对值最大的 s 项分量, 其余

分量为 0.

IHT与 ISTA思想类似,在每步迭代中均先对数据拟合项作梯度下降,再通过阈值算子更新 xk+1.

二者的不同在于, ISTA 中的阈值算子为软阈值算子, 而 IHT 中的则是硬阈值算子. 相较 ISTA, IHT

在迭代过程中不会减少和改变 xk 中相对较大的分量值. 文献 [16, 定理 4] 证明了, 当 ∥A∥2 6 1 时, 由

IHT 算法生成的序列 {xk} 收敛到 (3.9a) 的局部极小值; 文献 [17, 定理 4] 证明了, 当 δ3s < 1/
√

32 时,

∥x̄− xk∥2 6 2−k∥σs(x̄)2∥2 + 6ε̃s, (3.12)

其中, x̄ 为 (3.9a) 的最优解, ε̃s = ∥x̄− xk∥2 + 1√
s
∥x̄− σs(x̄)2∥1 + ∥e∥2.

类似 ISTA,基于 IHT算法也衍生了许多加速的硬阈值类算法,例如, Blumensath和 Davies [18] 采

用自适应步长策略,提出了规范的迭代硬阈值 (normalized iterative hard thresholding, NIHT)算法, 并

基于非对称的 RIP条件建立了 NIHT的相合性理论; Blanchard等 [14, 15] 用共轭梯度代替 IHT中的梯

度, 提出了共轭梯度迭代硬阈值 (conjugate gradient iterative hard thresholding, CGIHT) 算法, 兼具梯

度下降法的低复杂度性与共轭梯度法的渐近收敛性.

硬阈值追踪 (hard thresholding pursuit, HTP) 算法由 Foucart [55] 提出, 是 IHT 和 CoSaMP 算法

的组合. 具体地, HTP 算法先将中间迭代点 yk+1 的前 s 大分量对应的下标确定为支撑集, 再在支撑

集上应用最小二乘更新 xk+1, 其迭代过程如下:

yk+1 = xk − vAT(Axk − b), Sk+1 = supp(Hs(y
k+1)), xk+1 = argmin

z
{∥Az − b∥2, supp(z) ⊆ Sk+1}.

基于 RIP 条件, 文献 [55, 定理 3.5] 建立了 HTP 算法的误差界估计, 证明了当 δ3s < 1/
√

3 时 HTP 算

法生成的序列 {xk} 与 (3.9a) 的最优解 x̄ 有如下关系:

∥xk − x̄S∥2 6 ρk∥x0 − x̄S∥2 + τ
1 − ρk

1 − ρ
∥Ax̄Sc + e∥2, (3.13)

其中 ρ ∈ (0, 1)和 τ > 0为与 δ2s 相关的常数. 比较 (3.12)与 (3.13), HTP算法不但无需假设 ∥A∥2 6 1,

而且对 RIP 的要求也放宽了.

近几年, Zhao [184] 、Zhao和 Luo [186] 提出了一类最优 k 阈值算法, 它在保证算法执行阈值压缩的

同时, 还能保证目标函数下降. 基于最优 k 阈值正则化模型的一阶近似, Zhao 和 Luo [187] 还提出了一

类自然阈值算法, 其计算成本显著低于最优 k 阈值算法.

1062



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 7 期

3.2.2 二阶贪婪算法

(I) 基于 Newton 步的迭代硬阈值 (Newton-step-based IHT, NSIHT) 算法 [109] 由 Meng 和 Zhao

提出, 该算法将 Newton 步与 IHT 算法结合, 可以求解稀疏约束的最小二乘问题, 即 (3.9a) 中取 f(x)

= 1
2∥Ax− b∥22, 其迭代格式如下:

xk+1 = Hs(x
k + v(ATA + ϵI)−1AT(b−Axk)).

当 A 满足 δ3s < 1/
√

3 时且其最大奇异值 σ1 满足特定关系时, 由 NSIHT 算法生成的序列 {xk+1}
满足

∥xk+1 − x̄S∥2 6 ρk∥x0 − x̄S∥2 + τ∥Ax̄Sc + e∥2,

其中, ρ ∈ (0, 1), τ 是与 ρ、σ1、ϵ和 v相关的正常数 (参见文献 [109,定理 4.1]). 此外, Meng和 Zhao [109]

还将 Newton 步与 HTP 算法相结合, 提出了基于 Newton 步的硬阈值追踪算法 (Newton-step-based

HTP, NSHTP), 并建立了与 NSIHT 类似的收敛性结果.

(II)贪婪投影梯度 Newton (greedy projection gradient Newton, GPGN)算法是由Wang等 [155] 提

出的一类二阶算法, 它将投影梯度法和 Newton 法相结合, 可用于求解稀疏约束的逻辑回归问题, 即

(3.9a) 中取 f 为逻辑回归损失. 具体地, GPGN 算法先作梯度下降, 再作稀疏投影, 迭代格式如下:

x̃k+1 = PS(xk − vk∇f(xk)).

若 supp(x̃k+1) = supp(xk), 则在 x̃k+1 的支撑集上计算 Newton 步, 记 S̃k+1 := supp(x̃k+1), 且令

x̂k+1

S̃k+1
= x̃k+1

S̃k+1
− (∇2

S̃k+1
f(x̃k + 1))−1∇S̃k+1

f(x̃k + 1);

否则, xk+1 = x̃k+1. 最后, 如果 f(x̂k+1) 6 f(x̃k+1) − 1
2∥x̂

k+1 − x̃k+1∥22, 则 xk+1 := x̂k+1, 否则, xk+1

:= x̃k+1. Wang 等 [155] 证明了 GPGN 算法具有全局收敛性和局部二次/次线性收敛性. 不同于前面介

绍的二阶算法, GPGN 算法在支撑集上计算 Newton 步, 可有效降低计算成本.

针对模型 (3.9b), 当 f 为逻辑回归损失且正则项为 λ∥x∥p,0 (p > 1) 时, Zhang 等 [174] 在多维的稀

疏逻辑回归背景下, 提出了 ℓp,0- 近端 Newton 算法 (ℓp,0-PNA), 引入了强 α- 稳定点刻画其与全局最

小值 (或局部极小值) 的等价性, 并证明了 ℓp,0-PNA 的局部二次收敛性.

(III) Newton 硬阈值追踪 (Newton HTP, NHTP) 算法是由 Zhou 等 [190] 提出的一类二阶算法, 它

将限制 Newton 步迭代与 HTP 相结合, 可用于求解一般的 ℓ0 约束优化问题 (3.9a). 具体地, 通过引入

η- 稳定点, 即满足 x ∈ Ps(x− η∇f(x)) 的点, 将 (3.9a) 转化为求解下述非线性方程:

Fη(x; η) :=

∇T f(x)

xT c

 = 0, ∃x ∈ T (x; η), (3.14)

其中 T (x; η) := {T ⊂ [n] : |T | = s, T ⊇ supp(z), ∃ z ∈ Ps(x− η∇f(x))}. 在每步迭代中, NHTP 首先选

取 Tk,接着对非线性方程 (3.14)应用 Newton法并在 Tk 上执行 Newton步,若由此得到的 Newton方

向 dkN 满足下降不等式, 则选择搜索方向 dk 为 dkN , 否则选择 dk 为限制梯度方向 dkg ; 最后通过在 Tk

上执行 Armijo 线搜索, 进行下一次迭代

xk+1 =

xk
Tk

+ αdkTk

0

 , α > 0.

基于限制强凸性和限制强光滑条件,文献 [190,定理 10]证明了 NHTP具有全局收敛性与二次收敛性.
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4 结论与展望

结构稀疏优化问题与数据处理密切相关, 在信号处理、图像科学、机器学习和生物医学等应用领

域取得了很大的成功, 引起了业界的广泛关注. 本文针对稀疏优化与组稀疏优化的基本模型、相合性

理论与求解算法进行了概述总结, 对混合稀疏优化和联合稀疏优化的研究作了简要介绍, 以便读者快

速了解结构稀疏优化的相关内容, 进一步开展结构稀疏优化的相关研究.

结构稀疏优化发展至今, 虽然积累了丰富的研究成果, 但仍有很多问题亟待解决. 现有的算法大

多是一阶算法, 如何设计高效快速的二阶算法, 如何针对含约束的组稀疏优化问题进行算法设计及建

立收敛性理论, 如何针对混合稀疏优化问题进行算法设计与求解, 非凸稀疏优化算法收敛到全局最优

解的公开问题, 如何提出更弱的正则性条件以保证精确恢复与相合性理论, 如何针对低秩矩阵与低秩

张量优化问题研究相合性理论, 设计高效算法等问题亟待解决.
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Theory and algorithms of structured sparse optimization
problems

Yaohua Hu, Yufan Li, Yanyan Liu & Jing Qin

Abstract Structured sparse optimization is one of the most popular research topics in optimization, which has
been widely used in a wide range of fields, such as compressed sensing, signal and image processing, machine
learning, and biological sciences. In this paper, we first introduce the development of sparse optimization, group
sparse optimization, mixed sparse optimization, and joint sparse optimization in recent years. We summarize
the theoretical studies and optimization algorithms for structured sparse optimization, including the consistency
theory and convergence theory. Finally, we also propose some interesting and important problems in structured
sparse optimization that are worthy of further investigation. Generally speaking, a great deal of effort has been
achieved in the development of structured sparse optimization; however, there are still several important problems
to be resolved.
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