
中国科学 : 数学 2023年 第 53卷 第 8期 : 1067∼ 1084

SCIENTIA SINICA Mathematica

综 述

英文引用格式: Chen Z J. Singular SU(3) Toda systems on the flat tori (in Chinese). Sci Sin Math, 2023, 53: 1067–1084, doi:

10.1360/SSM-2022-0248

c⃝ 2023《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

平坦环面上带奇异点的 SU(3) Toda 方程组

陈志杰1,2

1. 清华大学丘成桐数学科学中心, 北京 100084;

2. 清华大学数学科学系, 北京 100084

E-mail: zjchen2016@tsinghua.edu.cn

收稿日期: 2022-12-21; 接受日期: 2023-05-08; 网络出版日期: 2023-05-29

国家自然科学基金 (批准号: 12222109 和 12071240) 资助项目

摘要 本文简要介绍关于平坦环面上的 SU(3) Toda 方程组的最新研究进展, 例如, 对非临界情形, 可

以给出解的个数的最佳估计; 并介绍一些尚未解决的有挑战性的公开问题.

关键词 Toda 方程组 解的个数 3 阶线性常微分方程
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1 引言

本文简要介绍关于 SU(3) Toda 方程组的最新研究进展. 先定义一些重要的记号: ω0 = 0, ω1 = 1,

ω2 = τ , ω3 = 1 + τ , Λτ = Z+ Zτ , 其中 τ ∈ H = {τ ∈ C | Im τ > 0}. 用 Eτ := C/Λτ 表示以 1 和 τ 张

成的平坦环面, 用 Eτ [2] := {ωk

2 | k = 0, 1, 2, 3}+Λτ 表示平坦环面 Eτ 的格点和半周期点. 本文研究平

坦环面 Eτ 上带任意多个奇异点的 SU(3) Toda 方程组
∆u+ 2eu − ev = 4π

m∑
k=0

n1,kδpk
, 在 Eτ 上,

∆v + 2ev − eu = 4π

m∑
k=0

n2,kδpk
, 在 Eτ 上,

(1.1)

其中, m > 0, p0, p1, . . . , pm 是 Eτ 上 m+ 1 个不同的点, δpk
表示在点 pk 处的 Dirac 测度, nj,k ∈ Z>0

对于所有的 j 和 k 成立且
∑

j,k nj,k > 1. 为了方便, 这里用复变量 z = z1 + iz2, 则 Laplace 算子

∆ = 4∂zz̄.

该 SU(3) Toda 方程组 (1.1) 以及更一般的 SU(N + 1) Toda 方程组与代数几何中经典的 Plücker

公式密切相关 (参见文献 [18]), 详细的介绍参见文献 [27, 28]. 另外, 定义

Nj :=
m∑

k=0

nj,k ∈ Z>0, j = 1, 2, (1.2)
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则在 (1.1) 两边积分得到 ∫
Eτ

eu = 4π
2N1 +N2

3
,

∫
Eτ

ev = 4π
N1 + 2N2

3
.

所以 SU(3) Toda 方程组 (1.1) 可以改写成

∆u+ 2ρ1

(
eu∫
eu

− 1

|Eτ |

)
− ρ2

(
ev∫
ev

− 1

|Eτ |

)
= 4π

m∑
k=0

n1,k

(
δpk

− 1

|Eτ |

)
, 在 Eτ 上,

∆v + 2ρ2

(
ev∫
ev

− 1

|Eτ |

)
− ρ1

(
eu∫
eu

− 1

|Eτ |

)
= 4π

m∑
k=0

n2,k

(
δpk

− 1

|Eτ |

)
, 在 Eτ 上,

其中 ρ1 = 4π
2N1 +N2

3
> 0, ρ2 = 4π

N1 + 2N2

3
> 0.

(1.3)

这是下面这个定义在紧 Riemann 面 Σ 上的平均场形式的 SU(3) Toda 方程组的特例:
∆u+ 2ρ1

(
h1e

u∫
Σ
h1eu

− 1

|Σ|

)
− ρ2

(
h2e

v∫
Σ
h2ev

− 1

|Σ|

)
= 4π

m∑
k=0

α1,k

(
δpk

− 1

|Σ|

)
,

∆v + 2ρ2

(
h2e

v∫
Σ
h2ev

− 1

|Σ|

)
− ρ1

(
h1e

u∫
Σ
h1eu

− 1

|Σ|

)
= 4π

m∑
k=0

α2,k

(
δpk

− 1

|Σ|

)
,

(1.4)

其中, |Σ| 表示 Riemann 面 Σ 的面积, h1 和 h2 是 Riemann 面 Σ 上正的光滑函数, 而参数 αj,k > −1

对于任意 j 和 k 成立. 方程组 (1.4)来源于几何和物理的问题.从几何的角度看, Toda方程组 (1.4)与

CP2 中的全纯曲线和 SU(3) 平坦联络等有着密切的联系 (参见文献 [5, 6,12,19,24,28]). 而在数学物理

中, 它则与描述高温超导现象的非交换 Chern-Simons 理论有关 (参见文献 [8, 13–15, 30, 37, 38, 40]). 这

时, 方程组右端的奇异点分别表示复曲线的分歧点和波函数的涡旋.

对于 Toda方程组 (1.4),解的存在性是非常困难的问题,在过去二十多年得到了广泛研究,如文献

[2–4,21,23,31–33]和它们引用的参考文献. 这些文献都是用变分法或者拓扑度方法来研究解的存在性,

无论是哪种方法在证明中都需要用到解的先验估计. 注意到由于方程组右端有奇异点, 方程组的解在

奇异点附近是趋于无穷的, 所以先验估计指的是在远离奇异点的地方解是一致有界的, 即对于任意给

定的紧集 K b Σ \ {pk}mk=0, 存在与解无关的参数 C 使得

∥u∥L∞(K) + ∥v∥L∞(K) 6 C

对于任意解 (u, v) 成立. 由于先验估计的重要性, 所以给出如下定义.

定义 1.1 给定参数 αj,k, 如果解的先验估计成立, 则称参数 (ρ1, ρ2) 是非临界参数; 如果解的先

验估计不成立, 则称参数 (ρ1, ρ2) 是临界参数.

对于一般的 αj,k, 非临界参数的集合描述起来比较复杂. 本文只考虑如下特殊情形:

αj,k ∈ Z>0 对于任意 j 和 k 成立.

对这种特殊情形,通过研究 (1.4)的解的爆破行为,文献 [27,29]证明了,当 ρ1, ρ2 ̸∈ 4πN时,参数 (ρ1, ρ2)

是非临界的, 即如下结论成立.

定理 A [27, 29] 设 αj,k ∈ Z>0 对于任意 j 和 k 成立, 并令 K b Σ \ {pk}mk=0 是任意给定的紧集.

如果 ρ1, ρ2 ̸∈ 4πN, 则存在一致的常数 C = C(K, ρ1, ρ2) 使得, 对 (1.4) 的任意解 (u, v), 成立

|u(z)|+ |v(z)| 6 C, ∀ z ∈ K. (1.5)
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利用定理 A 建立的先验估计, 文献 [3] 用变分法证明了如下有趣的结果.

定理 B [3] 设 αj,k ∈ Z>0对于任意 j和 k成立. 如果 Riemann面 Σ的亏格是正的且 ρ1, ρ2 ̸∈ 4πN,
则方程组 (1.4) 永远有解.

注意到, 对于 Toda 方程组 (1.1) 或等价的方程组 (1.3), 有

ρ1 = 4π
2N1 +N2

3
> 0, ρ2 = 4π

N1 + 2N2

3
> 0,

即

ρ1, ρ2 /∈ 4πN 当且仅当 N1 ̸≡ N2 (mod 3).

所以从定理 B 可以得到如下结论.

定理 C 设 nj,k ∈ Z>0 对于所有 j 和 k 成立且 N1 ̸≡ N2 (mod 3), 则 Toda 方程组 (1.1) 永远

有解.

对非临界情形, 定理 C 表明方程组 (1.1) 永远有解. 一个自然但是非常困难的问题是, 方程组

(1.1)是否只有有限多个解?对一般的椭圆偏微分方程,即使先验估计成立也不能保证解的个数是有限

的. 一个经典的例子是

−∆u+ u = up, u > 0, 在 RN 上, (1.6)

其中 1 < p < N+2
(N−2)+

是 Sobolev 次临界的, 此时正解的先验估计成立, 但是由平移不变性知方程 (1.6)

的正解组成的集合是 N 维的, 即正解的个数是无限的.

对于非临界情形的 Toda 方程组 (1.1), 我们相信解的个数是有限的, 但是从分析和偏微分方程的

角度来看, 这是非常困难的问题, 没有什么方法可以借鉴. Chen [10] 发现可以用代数几何中的 Bézout

定理来研究这个问题,从而不仅可以证明解的个数是有限的,还可以给出解的个数的最佳上界估计.第

2 节介绍这方面的主要结果和遗留的一些公开问题.

另外, 注意到对临界情形 N1 ≡ N2 (mod 3), 由于先验估计不成立, 变分法和拓扑度方法都不再

适用, 到目前为止还没有任何解的存在性结果. 最近, 文献 [11] 首次研究了临界情形的 Toda 方程组

(1.1), 并得到了解的存在性和爆破行为等结果. 第 3 节介绍这些结果和遗留的一些公开问题. 第 4 节

简要介绍本文的主要方法.

2 非临界情形

考虑非临界情形的 Toda方程组 (1.1),假设 nj,k ∈ Z>0 对于所有 j 和 k 成立且 N1 ̸≡ N2 (mod 3).

如下定理给出了解的个数的上界估计.

定理 2.1 [10] 设 nj,k ∈ Z>0 对于所有 j 和 k 成立且 N1 ̸≡ N2 (mod 3), 则 Toda 方程组 (1.1) 最

多有

N({n1,k}k, {n2,k}k) :=
1

3× 2m+1

m∏
k=0

(n1,k + 1)(n2,k + 1)(n1,k + n2,k + 2)

个解.

注意到 N1 ̸≡ N2 (mod 3), 说明存在 k0 使得 n1,k0 ̸≡ n2,k0 (mod 3), 即 {n1,k0 + 1, n2,k0 + 1, n1,k0

+n2,k0
+ 2} 这 3 个数中恰好有一个是 3 的倍数, 从而

6 | (n1,k0 + 1)(n2,k0 + 1)(n1,k0 + n2,k0 + 2).
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再由

2 | (n1,k + 1)(n2,k + 1)(n1,k + n2,k + 2), ∀ k,

可知 N({n1,k}k, {n2,k}k) ∈ N.
定理 2.1不仅说明了解的个数是有限的,而且给出了解的个数的显式的上界估计.更有趣的是,下

面有例子 (参见猜想 2.3、定理 2.4 和 2.5) 表明这个上界应该是最佳的. 另外, 在分析中, 拓扑度是与

解的个数有着密切联系的数学概念. 对于 Toda 方程组 (1.1), 由于解的先验估计成立, 所以它的拓扑

度是有定义的 (参见文献 [23]). 一个自然的问题是,拓扑度等于多少? 这也是非常困难的问题.我们提

出如下的猜想.

猜想 2.1 在定理 2.1 的假设下, Toda 方程组 (1.1) 的拓扑度等于 N({n1,k}k, {n2,k}k).
接下来考虑 Toda 方程组 (1.1) 只在环面的格点和半周期有奇异性的情形 (即 m = 3 且 pk = ωk

2 ):
∆u+ 2eu − ev = 4π

3∑
k=0

n1,kδωk
2
, 在 Eτ 上,

∆v + 2ev − eu = 4π
3∑

k=0

n2,kδωk
2
, 在 Eτ 上.

(2.1)

此时, 方程组 (2.1) 的一个有趣性质是, 如果 (u(z), v(z)) 是解, 则 (u(−z), v(−z)) 也是解. 所以一个自

然的问题是:

问题 2.1 方程组 (2.1) 有偶函数的解 (即 (u(z), v(z)) = (u(−z), v(−z))) 吗?

乍看起来这个问题似乎简单: 只要将方程组对应的变分泛函限制在由偶函数构成的 Sobolev子空

间上并应用文献 [3] 中的变分法的讨论, 应该就能得到偶函数解的存在性. 但实际上文献 [3] 中的方法

并不能得到偶函数解, 所以这个问题比想象中的更复杂. 事实上, 本文将证明对某些情形方程组 (2.1)

并不存在偶函数的解.

定理 2.2 [10] (偶函数解的不存在性) 设 N1 ̸≡ N2 (mod 3). 如果对某个 k ∈ {0, 1, 2, 3}, n1,k 和

n2,k 都是奇数, 则 Toda 方程组 (2.1) 没有偶函数的解.

定理 C 中得到的解不是偶的, 从而方程组 (2.1) 至少有两个解.

接下来再考虑当 k = 1, 2, 3 时 ni,k = 0 的特殊情形, 即 Toda 方程组只带一个奇异点:∆u+ 2eu − ev = 4πn1δ0, 在 Eτ 上,

∆v + 2ev − eu = 4πn2δ0, 在 Eτ 上,
(2.2)

其中 n1, n2 ∈ Z>0 满足非临界条件 n1 ̸≡ n2 (mod 3). 另外, 不失一般性可以假设 n1 < n2. 则定理 2.2

证明了当 n1 和 n2 都是奇数时方程组 (2.2) 没有偶函数的解. 下面的结果则表明当 n1 和 n2 中至少

有一个是偶数时, 方程组 (2.2) 有偶函数的解. 注意到在这种情形下, {n1 + 1, n2 + 1, n1 + n2 + 2} 这 3

个数中有唯一的偶数, 记为

2Ne := {n1 + 1, n2 + 1, n1 + n2 + 2} 中唯一的偶数. (2.3)

则当 ni = 1 对某个 i 成立时, Ne = 1.

定理 2.3 [10] (偶函数解的存在性) 设 n1 ̸≡ n2 (mod 3), n1 < n2 且 n1 和 n2 中至少有一个是偶

数, 并令 Ne 为 (2.3) 中定义的数. 则如下结论成立.

(i) 方程组 (2.2) 永远有偶函数的解, 且偶函数解的个数至多为 Ne.
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(ii) 当 ni = 1 对某个 i 成立时, 偶函数的解是唯一的.

(iii) 如果进一步有如下条件之一成立:

(1) n1 是奇数, 即 Ne =
n1+1

2 ;

(2) n2 是奇数 (即 Ne =
n2+1

2 ) 且 n2 − n1 ∈ {1, 5};
(3) n1 是偶数且 n2 = n1 + 2, 即 Ne =

n1+n2+2
2 = n1 + 2,

则在模 SL(2,Z) 的意义下, 除有限多个 τ 之外, 方程组 (2.2) 的偶函数的解的个数恰好是 Ne.

这里, 矩阵

A =

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z)

作用在 τ 上指的是 Mobius 变换

A · τ :=
aτ + b

cτ + d
,

而 τ̃ ≡ τ 模 SL(2,Z) 指的是 τ̃ = A · τ 对某个 A ∈ SL(2,Z) 成立. 众所周知, 这时候这两个平坦环面

Eτ 和 Eτ̃ 是共形等价的. 我们相信不需要额外的假设 (1)–(3), 定理 2.3(iii) 的结论依然是对的, 即如

下猜想.

猜想 2.2 设 n1 ̸≡ n2 (mod 3), n1 < n2 且 n1 和 n2 中至少有一个是偶数, 并令 Ne 为 (2.3)中定

义的数. 则在模 SL(2,Z) 的意义下, 除有限多个 τ 之外, 方程组 (2.2) 的偶函数的解的个数恰好是 Ne.

另外, 我们提出如下的猜想.

猜想 2.3 设 n1 ̸≡ n2 (mod 3). 则在模 SL(2,Z) 的意义下, 除有限多个 τ 之外, 方程组 (2.2) 恰

好有

N(n1, n2) =
(n1 + 1)(n2 + 1)(n1 + n2 + 2)

6

个解.

猜想 2.4 设 n1 ̸≡ n2 (mod 3). 则在模 SL(2,Z) 的意义下, 除有限多个 τ 之外, 方程组 (2.2) 的

任何解都是非退化的.

在定理 2.3 的假设下直接计算得到

N(n1, n2) > Ne 除非 (n1, n2) ∈ {(0, 1), (0, 2)}.

这似乎表明, 当 (n1, n2) ∈ {(0, 1), (0, 2)} 时, 方程组 (2.2) 只有偶函数的解, 但是对其他的 (n1, n2), 偶

函数的解和非偶函数的解应该对几乎所有的 τ 同时存在. 下面的结果证明了这些断言, 并且对特殊

的 (n1, n2) 证明了猜想 2.3. 为此, 引进以 ω1 = 1 和 ω2 = τ 为基本双周期的 Weierstrass ℘- 函数

℘(z) = ℘(z; τ), 且令 g2 = g2(τ) 和 g3 = g3(τ) 为椭圆曲线 Eτ 著名的不变量, 它们满足方程式

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3.

众所周知, g2(τ) = 0 当且仅当 τ ≡ eπi/3 模 SL(2,Z), 而 g3(τ) = 0 当且仅当 τ ≡ i =
√
−1 模 SL(2,Z).

定理 2.4 [10] (1) 若 (n1, n2) = (0, 1), 则方程组 (2.2) 有唯一的解, 从而是偶函数的解.

(2) 若 (n1, n2) = (0, 2), 则当 τ ≡ eπi/3 模 SL(2,Z) 时, 方程组 (2.2) 有唯一的解, 从而也是偶函数

的解; 对其他所有的 τ , 方程组 (2.2) 恰好有 2 个解, 且它们都是偶函数的解.

定理 2.5 [10] 令 (n1, n2) = (0, 4). 注意到模形式 343g32 − 6561g23 在模 SL(2,Z) 的意义下有唯一
的零点 τ0. 则如下结论成立:
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(1) 当 τ ≡ i 模 SL(2,Z) 时, 方程组 (2.2) 恰好有 3 个解, 且它们都是偶函数的解;

(2) 当 τ ≡ τ0 模 SL(2,Z) 时, 方程组 (2.2) 恰好有 4 个解, 其中有 2 个是偶函数的解, 另外 2 个

不是;

(3) 当 τ ̸≡ i, τ0 模 SL(2,Z) 时, 方程组 (2.2) 恰好有 5 个解, 其中有 3 个是偶函数的解, 另外 2 个

不是.

定理 2.4和 2.5对 (n1, n2) ∈ {(0, 1), (0, 2), (0, 4)}的情形证明了猜想 2.3. 在定理 2.5中, 当 τ → τ0

时, 两个不同的偶函数解收敛到同一个退化的偶函数解: 当 τ → i 时, 3 个不同的解 (即两个非偶函数

的解和一个偶函数的解) 同时收敛到同一个退化的偶函数解.

3 临界情形

现在考虑临界情形 N1 ≡ N2 (mod 3). 此时由于先验估计不成立, 变分法和拓扑度方法都不再适

用, 到目前为止还没有任何解的存在性结果. 由于临界情形太过复杂, 所以只考虑最简单的情形, 即右

端只带一个奇异点的方程组 (2.2), 此时临界情形为 n1 ≡ n2 (mod 3). 所以不失一般性, 可以假设

(n1, n2) = (n, n+ 3l), n, l ∈ N, n+ l > 1, (3.1)

即 ∆u+ 2eu − ev = 4πnδ0, 在 Eτ 上,

∆v + 2ev − eu = 4π(n+ 3l)δ0, 在 Eτ 上.
(3.2)

与上一节的非临界情形不同, 我们将看到解的存在性变得非常复杂: 偶函数的解是否存在不仅依赖于

(n, l) 的选取, 而且还依赖于环面 Eτ 的几何性质 (即依赖于周期 τ 的选取, 这种现象在平均场方程的

情形也会发生, 参见文献 [25]); 另外, 一旦存在偶函数的解就存在无穷多个偶函数的解并且会有爆破

现象发生. 这些都是与非临界的情形不一样的现象.

如下定理考虑的是 n 和 l 都是奇数的情形.

定理 3.1 [11] (偶函数解的不存在性) 设 n和 l 都是正的奇数, 则 Toda方程组 (3.2)没有偶函数

的解.

当 τ ∈ iR>0, 即平坦环面 Eτ 的基本域是长方形时, 如果 (u(z), v(z)) 是方程组 (3.2) 的解, 则

(u(z), v(z)) 也是方程组 (3.2) 的解, 其中 z = z1 − iz2 表示 z = z1 + iz2 的共轭复数.

定义 3.1 如果解 (u(z), v(z)) 关于 z1- 轴对称, 即

u(z) = u(z), v(z) = v(z),

则称它是轴对称的. 显然一个偶函数的轴对称解关于 z1- 轴和 z2- 轴都是轴对称的.

对 a ∈ R, 定义
⌈a⌉ := min{b ∈ Z | b > a},

即当 a 是整数时, ⌈a⌉ = a; 当 a 不是整数时, ⌈a⌉ − 1 < a < ⌈a⌉. 我们的第二个结果如下.

定理 3.2 [11] (偶函数解的存在性和轴对称性) 设 n 是奇数而 l 是偶数, 则方程组 (3.2) 永远有偶

函数的解.
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(i) 如果 (u, v) 是一个偶函数的解, 则方程组 (3.2) 存在唯一的一个带 2- 参数的偶函数解的解族

(uλ,µ, vλ,µ), 其中参数 λ, µ > 0 可以任意取值, 使得 (u, v) ∈ {(uλ,µ, vλ,µ) : λ, µ > 0}.
(ii) 方程组 (3.2) 至多有 n+1

2 个带 2- 参数的偶函数解的解族. 特别地, 当 n = 1 时, 方程组 (3.2)

有唯一的带 2- 参数的偶函数解的解族.

(iii) 在模 SL(2,Z) 的意义下, 除 ⌈n2−1
24 ⌉ 个 τ 之外, 带 2- 参数的偶函数解的解族的个数恰好是

n+1
2 . 特别地, 这个结论对于任意

τ ∈ Π :=

{
aτ̃ + b

cτ̃ + d

∣∣∣∣ (a b

c d

)
∈ SL(2,Z), τ̃ ∈ iR>0

}
(3.3)

都成立, 即对任何与长方形环面共形等价的环面都成立.

(iv) 如果 τ ∈ iR>0, 则所有的偶函数解都是轴对称的.

注 3.1 据我们所知,在文献中还没有任何关于亏格为正的紧 Riemann面上带临界参数的 SU(3)

Toda 方程组的解的存在性结果. 定理 3.2 给出了第一个这方面的结果. 与第 2 节的非临界情形的结果

相比, 这里得到了无穷多个偶函数解的存在性结果, 所以临界情形解的结构与非临界情形解的结构是

完全不同的.

对长方形环面的情形, 令人吃惊的是所有这些偶函数的解都是轴对称的. 众所周知, 椭圆偏微分

方程解的对称性一般是用移动平面法证明的. 但是移动平面法不能用于 Toda 方程组, 文献 [11] 发展

了新的技巧来证明这个对称性的结果.

注 3.2 在定理 3.2 中一个有趣的现象是, 对几乎所有的 τ , 偶函数解的解族的个数 n+1
2 不依赖

于参数 l. 对于 n = 3 和 l > 0 为偶数的特殊情形, 由于 ⌈ 32−1
24 ⌉ = 1, 所以定理 3.2 的结论可以改进为:

如果 τ ̸≡ eπi/3 模 SL(2,Z), 则方程组 (3.2) 恰好有两个带 2- 参数的偶函数解的解族, 但是当 τ ≡ eπi/3

模 SL(2,Z) 时, 方程组 (3.2) 只有唯一的偶函数解的解族.

另一个有趣的问题是, 研究当 λ, µ → 0,∞ 时解 (uλ,µ, vλ,µ) 的渐近行为. 在这方面有如下的结果.

定理 3.3 [11] 采用定理 3.2 中的记号, 则当 1 < λ → +∞ 和 µ → µ0 ∈ (0,∞) 时, 有

(1)

euλ,µ → α0δ0 + 4π
∑
p∈Z1

δp 在测度的意义下弱收敛, (3.4)

其中 α0 ∈ {4π(n+ 1), 0}, 而 Z1 = −Z1 满足 #Z1 = n+ l − α0

4π ;

(2) evλ,ν → ev
∗
在 C2(Eτ ) 中收敛, 其中 v∗ 是

∆v + 2ev = [4π(n+ 3l) + α0]δ0 + 4π
∑
p∈Z1

δp, 在 Eτ 上

的偶函数解.

定理 3.4 [11] 采用定理 3.2 中的记号, 则当 1 > λ → 0 和 µ → µ0 ∈ (0,∞) 时, 有

evλ,µ → 4π
∑
q∈Z̃3

δq 在测度的意义下弱收敛,

其中 Z̃3 = −Z̃3 ⊂ Eτ \ {0} 满足 #Z̃3 = n+ 2l. 另外, euλ,ν → eu
∗
在 C2(Eτ ) 中收敛, 其中 u∗(z) 是

∆u+ 2eu = 4πnδ0 + 4π
∑
q∈Z̃3

δq, 在 Eτ 上
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的偶函数解.

定理 3.5 [11] 采用定理 3.2 中的记号, 则当 1 < λ → +∞, 1 < µ → +∞, 1 < λ
µ → +∞ 时, 对分

量 uλ,µ, 定理 3.3(1) 成立. 另外,

evλ,µ → 4π
∑
q∈Z̃1

δq 在测度的意义下弱收敛, (3.5)

其中 Z̃1 = −Z̃1 满足 #Z̃1 = n+ 2l 且 Z1 ∩ Z̃1 = ∅. 换而言之, uλ,µ 和 vλ,µ 都爆破但是它们没有共同

的爆破点.

最后一种情形是, n 是偶数. 这是最复杂的情形, 不能期望得到类似于定理 3.1 和 3.2 那样的一

般的偶函数解不存在性或存在性结果, 如下面的定理 3.7和推论 3.1, 偶函数解是否存在会依赖于环面

Eτ 的几何性质. 首先给出偶函数解的结构的刻画.

定理 3.6 [11] 设 n > 0 是偶数, l ∈ N 且 n + l > 1. 假设 (u, v) 是方程组 (3.2) 的偶函数解, 则

(3.2) 存在唯一的一个带 2- 参数的解的解族 (uλ,µ, vλ,µ) 使得 (u, v) ∈ {(uλ,µ, vλ,µ) : λ, µ > 0}. 另外,

(uλ,µ, vλ,µ) 是偶函数解当且仅当 µ = 1, 即在这个带 2- 参数的解的解族中, 存在唯一的一个带 1- 参数

的偶函数解的解族 (uλ,1, vλ,1).

定理 3.6表明,如果偶函数解存在,则偶函数解的解空间的维数是一维的,这是与 n是奇数且 l 是

偶数的情形不同的地方.另外,也可以研究当 λ → 0,∞时偶函数解 (uλ,1, vλ,1)的渐近行为.与定理 3.3

和 3.4 类似, 可以证明解的一个分量爆破而另一个分量收敛, 且极限满足如下形式的平均场方程:

∆u+ 2eu = 4πm1δ0 + 4π

m2∑
j=1

δpj , 在 Eτ 上, (3.6)

其中 m1 和 m2 是由 (n, l) 决定的整数 (参见文献 [11]). 这个爆破现象表明 Toda 方程组的偶函数解

可以用某类平均场方程的偶函数解来构造. 下面是一个有趣的例子.

定理 3.7 [11] 设 n > 0 是偶数且 l = 1. 则方程组 (3.2) 的带 1- 参数的偶函数解的解族的个数等

于平均场方程

∆u+ eu = 8π(n+ 2)δ0, 在 Eτ 上 (3.7)

的偶函数解的个数.

更确切地, 如果 u(z) 是方程 (3.7) 的一个偶函数的解, 则方程组 (3.2) 存在一个带 1- 参数的偶函

数的解族 (uλ,1, vλ,1) 使得当 λ → +∞ 时, uλ,1 在奇异点 0 爆破且

euλ,1 → 4π(n+ 1)δ0 在测度的意义下弱收敛,

而 evλ,1 → 1
2e

u 在 C2(Eτ ) 中收敛.

注 3.3 平均场方程 (3.7) 或者更一般的 (3.6) 也来源于几何和物理的问题, 已经得到了广泛研

究. 本文研究这个带临界参数的 SU(3) Toda 方程组的一个动机就是来源于平均场方程

∆u+ eu = 4πnδ0, 在 Eτ 上, n ∈ N>1. (3.8)

文献 [7, 9, 16, 25,26] 研究了这个方程. 对于 (3.8), 先验估计成立当且仅当 n 是奇数, 所以临界情形为

∆u+ eu = 8πmδ0, 在 Eτ 上, m ∈ N>1. (3.9)
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文献 [25, 26] 证明了 (3.9) 是否存在偶函数解本质上依赖于环面 Eτ 的几何性质. 定义

Ωm := {τ ∈ H | (3.9) 有偶函数解}. (3.10)

定理 3.8 [9, 26] 任意固定 m ∈ N>1, 则 Ωm ̸= ∅ 且 Ωm ̸= H. 特别地, Ωm ∩ Π = ∅, 其中 Π 的定义

参见 (3.3).

注意到文献 [9] 证明了比 Ωm ∩Π = ∅ 更强的结论: 只要 τ ∈ Π, 则方程 (3.9) 没有解 (即不仅仅是

没有偶函数解).

本文将临界平均场方程 (3.9) 的结果与本文得到的临界 SU(3) Toda 方程组 (3.2) 的结果定

理 3.1–3.6 进行对比, 发现对方程组情形出现了新的现象: 定义

Ωn,l := {τ ∈ H | (3.2) 有偶函数的解},

则当 n 和 l 都是奇数时, Ωn,l = ∅; 当 n 是奇数 l 是偶数时, Ωn,l = H. 这种结果对临界平均场方程

(3.9) 不成立. 这为如下事实提供了一个很有力的证据: 与单个方程相比, 方程组解的结构更加丰富和

复杂.

注意到 (3.7)与 m = n+2的 (3.9)是同一个方程. 注 3.3表明定理 3.7对 n是奇数时不成立,因为

当 n 是奇数时, 定理 3.1 证明了方程组 (3.2) 永远没有偶函数的解, 但是平均场方程 (3.7) 对 τ ∈ Ωn+2

时有偶函数的解. 我们有如下推论.

推论 3.1 [11] 设 n > 0 是偶数且 l = 1. 则 Ωn,1 = Ωn+2 ̸= ∅, Ωn,1 ̸= H 且 Ωn,1 ∩ Π = ∅, 即当
τ ∈ Π 时, 方程组 (3.2) 没有偶函数的解; 但是当 τ ∈ Ωn,1 时, 方程组 (3.2) 确实有带 1- 参数的偶函数

解的解族.

另一个有趣的特殊情形是 l = 0, 即 n1 = n2 = n. 此时方程组 (3.2) 关于 u 和 v 是对称的, 即如果

(u, v)是解,则 (v, u)也是. 特别地,令 u = v,则可得到平均场方程 (3.8). 下面的结果说明方程组 (3.2)

的所有偶函数解都可以用平均场方程 (3.8) 的偶函数解来构造.

定理 3.9 [11] 令 l = 0, 即 n1 = n2 = n ∈ N.
(1)设 n是奇数. 如果 (u, v)是方程组 (3.2)的偶函数解,则它属于唯一的一个带 2-参数的偶函数

解的解族 (uλ,µ, vλ,µ), 且存在唯一的一对 (λ0, µ0) 使得 uλ0,µ0 = vλ0,µ0 , 即 uλ0,µ0 是 (3.8) 的偶函数解.

(2) 设 n 是偶数. 如果 (u, v) 是方程组 (3.2) 的偶函数解, 则它属于唯一的一个带 1- 参数的偶函

数解的解族 (uλ,1, vλ,1), 且存在唯一的 λ0 使得 uλ0,1 = vλ0,1, 即 uλ0,1 是 (3.8) 的偶函数解. 所以, 当

τ ∈ Π 时, 方程组 (3.2) 没有偶函数的解.

受推论 3.1 和定理 3.9(2) 启发, 本文提出如下的猜想.

猜想 3.1 设 n > 0 是偶数且 l > 2. 则当 τ ∈ Π 时, 方程组 (3.2) 没有偶函数的解.

有趣的是, 上面这些平坦环面的结果可以应用到平面上的情形, 即应用到如下的平面上带 4 个奇

异点的 SU(3) Toda 方程组:

∆xû+ 2eû − ev̂ = 2π((n1 − 1)δ0 − δ1 − δt), 在 R2 上,

∆xv̂ + 2ev̂ − eû = 2π((n2 − 1)δ0 − δ1 − δt), 在 R2 上,

û(x) = −3 ln |x|+O(1), 当 x → ∞ 时,

v̂(x) = −3 ln |x|+O(1), 当 x → ∞ 时,

(3.11)
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其中 t /∈ {0, 1}, x = x1 + ix2 ∈ C 且对应的 Laplace 算子

∆x =
d2

dx2
1

+
d2

dx2
2

= 4∂xx̄.

定理 3.10 [11] 设 t /∈ {0, 1}, (n1, n2) = (n, n+ 3l), 其中 n, l ∈ N 且 n+ l > 1.

(a) 如果 n 和 l 都是奇数, 则方程组 (3.11) 没有解;

(b) 如果 n 是奇数且 l 是偶数, 则方程组 (3.11) 永远有解.

(b1) 任何解都属于唯一的一个带 2- 参数的解的解族 (ûλ,µ, v̂λ,µ), 其中 λ, µ > 0 可以任意取值.

(b2)方程组 (3.11)至多有 n+1
2 个带 2-参数的解的解族. 特别地,当 n = 1时,方程组 (3.11)有唯

一的带 2- 参数的解的解族.

(b3) 除 6⌈n2−1
24 ⌉ 个 t ∈ C \ {0, 1} 外, 带 2- 参数的解的解族的个数恰好是 n+1

2 . 特别地, 这个结论

对任意 t ∈ R \ {0, 1} 成立.

(b4) 如果 t < 0, 则所有的解都关于 x1- 轴对称.

(c)如果 n是偶数,则任何一个解 (如果存在)都属于唯一的一个带 1-参数的解的解族 (ûλ,1, v̂λ,1),

λ > 0. 另外, 如果 l ∈ {0, 1}, 则当 t ∈ R \ {0, 1} 时, 方程组 (3.11) 没有解.

注 3.4 考虑平面上带多个奇异点的 SU(3) Toda 方程组

∆xû+ 2eû − ev̂ = 4π

(
α0,1δ0 + α1,1δ1 +

m∑
j=1

αtj ,1δtj

)
, 在 R2 上,

∆xv̂ + 2ev̂ − eû = 4π

(
α0,2δ0 + α1,2δ1 +

m∑
j=1

αtj ,2δtj

)
, 在 R2 上,

û(x) = −2(α∞,1 + 2) ln |x|+O(1), 当 x → ∞ 时,

v̂(x) = −2(α∞,2 + 2) ln |x|+O(1), 当 x → ∞ 时,

(3.12)

其中 αp,j > −1 对于所有 p 和 j 成立, 从而∫
R2

eû < ∞,

∫
R2

ev̂ < ∞.

这个方程组在过去二十多年来得到了广泛研究,但是到目前为止还有很多问题没有解决. 与定理 B中

考虑的亏格为正的紧 Riemann 面的情形不同, 即使对非临界情形方程组 (3.12) 也没有一般的解的存

在性结果. 目前已有的相关结果如下:

• 对只在 ∞ 处有奇性的情形 (即 m = 0 且 α0,j = α1,j = 0 对 j = 1, 2 成立时), 所有的解都可以

被分类 (参见文献 [22]).

• 对只在 {0,∞} 处有奇性的情形 (即 m = 0 且 α1,j = 0 对 j = 1, 2 成立时), 所有的解也可以被

分类 (参见文献 [28]).

• 对只在 {0, 1,∞} 处有奇性的情形 (即 m = 0), 解这个方程组已经变得非常困难, 到目前为止只

有一个部分性的存在性结果 (参见文献 [24]), 其方法是运用高阶的超几何方程的理论.

据我们所知, 对带有 m+ 3 > 4 个奇异点 {0, 1,∞, t1, . . . , tm} 的方程组 (3.12), 文献里还没有任何

结果. 显然, 方程组 (3.11) 是方程组 (3.12) 的特殊情形 (对 x0 ∈ {1, t,∞} 和 j = 1, 2, 令 m = 1, t1 = t,

α0,j =
nj−1

2 和 αx0,j = − 1
2 ). 所以定理 3.10 对带 4 个奇异点的方程组 (3.12) 给出了第一个解的存在

性和非存在性的结果.
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4 主要方法: 3 阶线性常微分方程的单值群表示

本节以非临界的情形为例, 简要介绍本文的主要方法. 与文献 [3] 运用变分法不同, 本文的方法基

于 Toda 方程组 (1.1) 的可积性. 定义

U :=
2u+ v

3
, V :=

u+ 2v

3
,

γ1,k :=
2n1,k + n2,k

3
, γ2,k :=

n1,k + 2n2,k

3
.

则方程组 (1.1) 可以改写为 
∆U + e2U−V = 4π

m∑
k=0

γ1,kδpk
, 在 Eτ 上,

∆V + e2V−U = 4π

m∑
k=0

γ2,kδpk
, 在 Eτ 上.

(4.1)

设 (U, V ) 是方程组 (4.1) 的解. 与文献 [28, 35] 类似, 考虑下面这个 3 阶线性常微分算子:

L := (∂z − Vz)(∂z + Vz − Uz)(∂z + Uz) = ∂3
z +W2∂z +W3, (4.2)

其中

W2 := Uzz − U2
z + Vzz − V 2

z + UzVz,

W3 := Uzzz − 2UzUzz + UzVzz + VzU
2
z − UzV

2
z ,

(4.3)

W2 和 W3 分别被称为 W - 不变量和 W - 对称量 (参见文献 [1, 28, 34–36]). 因为 (U, V ) 满足方程组

(4.1), 通过直接计算很容易证明 (参见文献 [28, 35])

W2,z̄ = W3,z̄ = 0, 当 z ∈ Eτ \ {pk}mk=0 时,

所以 W2 和 W3 是双周期的亚纯函数, 即椭圆函数. 由于

U(z) = 2γ1,k ln |z − pk|+O(1), V (z) = 2γ2,k ln |z − pk|+O(1), 在 z = pk 处,

所以有

W2(z) =
−αk

(z − pk)2
+O((z − pk)

−1),

W3(z) =
−2βk

(z − pk)3
+O((z − pk)

−2),

且 W2 和 W3 除了 {pk}mk=0 之外没有其他的极点, 其中

αk := γ1,k(γ1,k + 1) + γ2,k(γ2,k + 1)− γ1,kγ2,k, (4.4)

βk := −2γ1,k(γ1,k + 1) + γ1,kγ2,k(γ1,k − γ2,k − 1)

2
. (4.5)

引进经典的 Weierstrass zeta 函数

ζ(z) = ζ(z; τ) =
1

z
− g2

60
z3 + · · · ,
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它是由 ζ ′(z) := −℘(z) 定义的唯一的奇函数. 则 Liouville 定理告诉我们

W2(z) = −
( m∑

k=0

αk℘(z − pk) +

m∑
k=0

Bkζ(z − pk) +B

)
,

W3(z) =
m∑

k=0

βk℘
′(z − pk) +

m∑
k=0

Dk℘(z − pk) +
m∑

k=0

Akζ(z − pk) +D,

(4.6)

其中 Ak、Bk、Dk、B 和 D 是满足留数条件

m∑
k=0

Ak = 0,

m∑
k=0

Bk = 0 (4.7)

的常数. 事实上, 存在常数 Bk 使得

W2(z) +

( m∑
k=0

αk℘(z − pk) +
m∑

k=0

Bkζ(z − pk)

)

在 C上全纯.因为这个函数是双周期的, 所以在 C上有界, 从而由 Liouville定理知这个函数一定是常

数. 所以, e−U(z) 满足如下 3 阶线性常微分方程:

Ly = y′′′ −
( m∑

k=0

αk℘(z − pk) +

m∑
k=0

Bkζ(z − pk) +B

)
y′

+

( m∑
k=0

βk℘
′(z − pk) +

m∑
k=0

Dk℘(z − pk) +
m∑

k=0

Akζ(z − pk) +D

)
y

= 0. (4.8)

常微分方程 (4.8)是 Fuschian型的, 且在 pk 处有正规的奇异点. 直接计算表明 (4.8)在 z = pk 处的局

部指标 ρk,j (j = 1, 2, 3) 为

ρk,1 = −γ1,k, ρk,2 = −γ1,k + (n1,k + 1),

ρk,3 = −γ1,k + (n1,k + n2,k + 2).
(4.9)

现在考虑非临界的情形 N1 ̸≡ N2 (mod 3). 此时 γ1,k /∈ Z对某些 k 成立,所以常微分方程 (4.8)的任意

解在 pk 处都是多值的, 从而是多值函数.

另外, 由于局部指标的差都是整数, 所以 (4.8) 可能有解在 pk 处有对数奇性.

定义 4.1 [20] 如果 (4.8) 的所有解在正规奇异点 pk 处都没有对数奇性, 则称 pk 是 (4.8) 的显式

奇异点.

显然, 在一个显式奇异点 pk 处的局部单值矩阵 (用 Mk 表示) 满足

Mk = e−2πiγ1,kI3, (4.10)

其中 I3 = diag(1, 1, 1) 表示 3 阶单位阵.

注 4.1 任意固定一个基点 q0 = −ε0(1 + τ) = −ε0ω3, 其中 0 < ε0 ≪ 1 很小使得 q0 很靠近 0 且

它的邻域 B(q0, |q0|) = {z ∈ C | |z − q0| < |q0|} 不包含 (4.8) 的奇异点. 则 (4.8) 的单值群表示是一个
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群同态 ρ : π1(Eτ\{pk}mk=0, q0) → SL(3,C). 具体而言, 令

Y⃗ := (y1, y2, y3)
T =


y1

y2

y3


是方程 (4.8) 在 q0 邻域 B(q0, |q0|/2) = {z ∈ C | |z − q0| < |q0|/2} 内的一组线性无关的基本解, 则

对于任意回路 ℓ ∈ π1(Eτ\{pk}mk=0, q0), 用 ℓ∗yj(z) 表示 yj(z) 沿着回路 ℓ 的解析延拓. 则存在矩阵

ρ(ℓ) ∈ SL(3,C) (称为单值矩阵) 使得

ℓ∗Y⃗ = ρ(ℓ)Y⃗ . (4.11)

如果单值群 (即单值群表示 ρ 的像集) 共轭于酉群 SU(3) 的一个子群, 则称这个单值群表示是酉的.

回顾记号 ω1 = 1, ω2 = τ . 令 ℓj ∈ π1(Eτ\{pk}mk=0, q0) (j = 1, 2) 是环面 Eτ 的连接 q0 和 q0 + ωj

的简单回路, 并令 ςk ∈ π1(Eτ\{pk}mk=0, q0) 是逆时针环绕 pk 的简单回路使得

ℓ1ℓ2ℓ
−1
1 ℓ−1

2 = ς0ς1 · · · ςm, 在 π1(Eτ\{pk}mk=0, q0) 上. (4.12)

一个已知的事实 (参见文献 [28, 35]) 是, 如果常微分方程 (4.8) 来源于 Toda 方程组 (4.1) 的解

(U, V ), 则所有的 pk 都是显式奇异点. 此时, (4.10) 说明 ρ(ςk) = e−2πiγ1,kI3 对所有 k 成立, 所以从

(4.12) 可以推导出单值矩阵 Nj := ρ(ℓj) 满足

N1N2N
−1
1 N−1

2 = εI3, 其中 ε := e−2πi
∑

k γ1,k = e−2πi
2N1+N2

3 . (4.13)

由于 N1 ̸≡ N2 (mod 3), 所以 ε ̸= ±1 且 ε3 = 1.

引理 4.1 [10] 假设所有的 pk 都是 (4.8) 的显式奇异点. 则在相差一个常数倍的意义下, 在

B(q0, |q0|/2) 内存在唯一的局部基本解 Y⃗ = (y1, y2, y3)
T 使得对应的单值矩阵 N1 和 N2 满足

N1 =


1

ε

ε2

 , N2 =


1

1

1

 , (4.14)

其中 ε = e−2πi
2N1+N2

3 . 特别地, 单值群表示是酉的.

反过来, 如果单值群表示是酉的, 则所有的 pk 都是 (4.8) 的显式奇异点, 从而 (4.14) 成立.

引理 4.2 [10] 假设 Toda 方程组 (4.1) 有解 (U, V ), 则所有 pk 都是对应常微分方程 (4.8) 的显式

奇异点, 从而可以应用引理 4.1 的结论. 特别地, 在 B(q0, |q0|/2) 内存在局部基本解 Y⃗ = (y1, y2, y3)
T

使得

e−U(z) = |y1(z)|2 + |y2(z)|2 + |y3(z)|2, (4.15)

且对应的单值矩阵 N1 和 N2 满足 (4.14).

为方便起见, 记常微分方程 (4.8) 中的 3m+ 5 个参数组成的向量为

B⃗ := (A0, . . . , Am, B0, . . . , Bm, B,D0, . . . , Dm, D), (4.16)

则利用引理 4.1 和 4.2, 可以证明如下重要的结论.
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定理 4.1 [10] 假设对某个 B⃗, 所有的 pk 都是 (4.8) 的显式奇异点, 则 Toda 方程组 (4.1) 有唯一

的解 (U, V ) 对应于 B⃗.

定理 4.2 [10] Toda 方程组 (1.1) 的解和使得所有的 pk 都是 (4.8) 的显式奇异点的 B⃗ 之间存在

一一对应.

定理 4.2 说明, 为了证明定理 2.1, 只需要计算那些使得 pk 都是 (4.8) 的显式奇异点的 B⃗. 这里

采用标准的 Frobenius 方法 (参见文献 [20, 第 1 章]) 来研究 pk 是显式奇异点的条件. 为了方便, 引进

记号

ζkl = ζ(pk − pl), ℘
(n)
kl = ℘(n)(pk − pl), ∀n > 0, k ̸= l.

也用记号 Q[g2, g3, ζkl, ℘
(n)
kl ][B⃗] 来表示 Q[g2, g3, {ζkl : l ̸= k}, {℘(n)

kl : l ̸= k, n > 0}][B⃗].

引理 4.3 [10] 任意固定 k, 则存在 3 个多项式

Pk,1(B⃗) = r1D
n1,k+1
k + · · · ∈ Q[g2, g3, ζkl, ℘

(n)
kl ][B⃗], r1 ∈ Q \ {0},

Pk,2(B⃗) = r2D
n2,k+1
k + · · · ∈ Q[g2, g3, ζkl, ℘

(n)
kl ][B⃗], r2 ∈ Q \ {0},

Pk,3(B⃗) = r3AkD
n1,k+n2,k

k + · · · ∈ Q[g2, g3, ζkl, ℘
(n)
kl ][B⃗], r3 ∈ Q \ {0},

它们有均匀权重

WeigPk,1 = n1,k + 1, WeigPk,2 = n2,k + 1, WeigPk,3 = n1,k + n2,k + 2, (4.17)

使得 pk 是 (4.8) 的显式奇异点当且仅当

Pk,1(B⃗) = Pk,2(B⃗) = Pk,3(B⃗) = 0,

其中 Bi、Di、ζkl、Aj、B、D、g2、g3 和 ℘
(n)
kl 的权重分别为 1、1、1、2、2、3、4、6 和 n+ 2.

推论 4.1 [10] 所有的 pk 都是 (4.8) 的显式奇异点当且仅当 B⃗ ∈ C3m+5 是下面 3m+ 5 个多项式

方程组: 

P1(B⃗) :=

m∑
k=0

Bk = 0,

P2(B⃗) :=
m∑

k=0

Ak = 0,

Pk,1(B⃗) = Pk,2(B⃗) = Pk,3(B⃗) = 0, 0 6 k 6 m

(4.18)

的解. 所以, Toda 方程组 (1.1) 的解的个数等于多项式方程组 (4.18) 的解 B⃗ 的个数.

定理 2.1 的证明 证明的关键点是证明存在一致的常数 C > 1 使得对多项式方程组 (4.18) 的所

有解 B⃗, 都成立

m∑
k=0

|Bk|+
m∑

k=0

|Ak|+
m∑

k=0

|Dk|+ |B|+ |D| 6 C. (4.19)

这个断言从代数几何的角度来看是很难证明的, 因为我们没有这些多项式的表达式. 这里的新想

法是利用它与 Toda 方程组的联系. 由定理 4.1 知, 对 (4.18) 的任意解 B⃗, 存在 Toda 方程组 (4.1) 的

解 (U, V ) 对应于 B⃗ (参见 (4.3) 和 (4.6)).
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取定 z0 ∈ Eτ \ {pk}mk=0 和很小的 ϵ > 0 使得邻域 B(z0, ϵ) b Eτ \ {pk}mk=0, 则由定理 A, 存在一致

的常数 C1 使得对 Toda 方程组 (4.1) 的任意解 (U, V ), 都成立

|U(z)|+ |V (z)| 6 C1, ∀ z ∈ B(z0, ϵ).

则由椭圆方程标准的梯度估计知, 存在一致的常数 C2 使得对 Toda 方程组 (4.1) 的任意解 (U, V ) 都

成立

|Uz|+ |Vz|+ |Uzz|+ |Vzz|+ |Uzzz| 6 C2, ∀ z ∈ B

(
z0,

ϵ

2

)
.

再利用 (4.3) 和 (4.6), 得到一致的常数 C3 使得对 (4.18) 的任意解 B⃗ 都成立∣∣∣∣ m∑
k=0

Bkζ(z − pk) +B

∣∣∣∣ 6 C3, ∀ z ∈ B

(
z0,

ϵ

2

)
, (4.20)

∣∣∣∣ m∑
k=0

Dk℘(z − pk) +

m∑
k=0

Akζ(z − pk) +D

∣∣∣∣ 6 C3, ∀ z ∈ B

(
z0,

ϵ

2

)
.

这里用到了如下事实: 因为 B(z0, ϵ) b Eτ \ {pk}mk=0, 所以
∑m

k=0 αk℘(z − pk) 和
∑m

k=0 βk℘
′(z − pk) 对

z ∈ B(z0, ϵ/2) 都是一致有界的,

可以选取 m+ 2 个不同的点 zj ∈ B(z0, ϵ/2) (1 6 j 6 m+ 2) 使得 (m+ 2)× (m+ 2) 矩阵
ζ(z1 − p0) · · · ζ(z1 − pm) 1

...
. . .

...
...

ζ(zm+2 − p0) · · · ζ(zm+2 − pm) 1


是可逆的, 则 (4.20) 表明

∑m
k=0 |Bk|+ |B| 是一致有界的. 类似的讨论也可以证明

m∑
k=0

|Ak|+
m∑

k=0

|Dk|+ |D|

的一致有界性. 至此证明了断言 (4.19).

定义

B = B̃2, D = D̃3, Ak = Ã2
k, ∀ 0 6 k 6 m, (4.21)

以及

B⃗ := (Ã0, . . . , Ãm, B0, . . . , Bm, B̃,D0, . . . , Dm, D̃),

P̃j(B⃗) := Pj(B⃗), j = 1, 2,

P̃k,j(B⃗) := Pk,j(B⃗), 0 6 k 6 m, j = 1, 2, 3.

则由引理 4.3 和推论 4.1 知, 作为 B⃗ 的多项式, 有

deg P̃1 = 1, deg P̃2 = 2,

deg P̃k,1 = n1,k + 1, deg P̃k,2 = n2,k + 1, deg P̃k,3 = n1,k + n2,k + 2.
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(4.19) 表明

m∑
k=0

|Bk|+
m∑

k=0

|Ãk|+
m∑

k=0

|Dk|+ |B̃|+ |D̃| 6 C (4.22)

对新的多项式方程组 

P̃1(B⃗) =
m∑

k=0

Bk = 0,

P̃2(B⃗) :=
m∑

k=0

Ã2
k = 0,

P̃k,1(B⃗) = P̃k,2(B⃗) = P̃k,3(B⃗) = 0, 0 6 k 6 m

(4.23)

的所有解 B⃗ 一致成立.

定义 X := {B⃗ ∈ C3m+5 | B⃗ 是 (4.23) 的解}, 则 X 是复数域 C 上的仿射簇. 代数几何的理论 (参

见文献 [17, 第 36 页]) 告诉我们, C 上任何维数大于等于 1 的仿射簇在 C 的标准拓扑下无界. (4.22)

表明仿射簇 X 在 C 的标准拓扑下有界, 所以 X 的维数是 0, 从而 X 只包含有限多个点, 即多项式方

程组 (4.23) 只有有限多个解. 则由代数几何中的 Bézout 定理 (参见文献 [39, 第 246 页]) 知, 多项式方

程组 (4.23) 至多有

deg P̃1 × deg P̃2 ×
m∏

k=0

3∏
j=1

deg P̃k,j

= 2
m∏

k=0

(n1,k + 1)(n2,k + 1)(n1,k + n2,k + 2)

= 3× 2m+2N({n1,k}k, {n2,k}k)

个解 (在计算重数的意义下). 再利用 (4.21) 可知多项式方程组 (4.18) 至多有 N({n1,k}k, {n2,k}k) 个
解, 所以 Toda 方程组 (1.1) 也至多有 N({n1,k}k, {n2,k}k) 个解.

致谢 非常感谢审稿人提出的宝贵建议, 包括一些后续可以考虑的问题.
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Singular SU(3) Toda systems on the flat tori

Zhijie Chen

Abstract In this survey paper, we introduce our recent progress on the research of the SU(3) Toda system on
the flat tori; for example, for the non-critical case, we can give a sharp estimate of the number of solutions. We
also present some challenging open problems.
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