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摘要 本文分别提出关于双圆盘 Hardy 空间上的 Toeplitz 算子的不变子空间、特征值与特征向量以

及数值域的刻画等问题, 并对这些问题均给予肯定的回答.
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1 引言

设 D 为复平面 C 中的开单位圆盘, D2 = D× D = {(z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1} 为 C2 中的双圆盘,

T = ∂D 为单位圆周, T2 = T × T 为 D2 的特征边界. 记 dm 为 T2 上的规范化的 Lebesgue 测度, 则

Lp(T2, dm) 是 T2 上一般的 Lebesgue 可测空间, H2(T2, dm) 为 L2(T2, dm) 中由集合

{zi1z
j
2 : z1, z2 ∈ T, i, j ∈ Z+}

生成的闭子空间. 双圆盘 Hardy 空间 H2(D2) 是由 D2 上满足不等式

sup
06r<1

∫
T2

|f(rz1, rz2)|2dm < ∞

的全纯函数构成的 Hilbert 空间. 对于 f ∈ H2(D2), 其范数定义为

∥f∥2 = sup
06r<1

∫
T2

|f(rz1, rz2)|2dm.

该范数诱导了双圆盘 Hardy 空间上的内积, 下文用 ⟨·, ·⟩ 表示内积. 下面关于 H2(D2) 的定义也是常用

的, 即

H2(D2) =

{
f(z1, z2) =

∞∑
m,n=0

amnz
m
1 zn2 :

∞∑
m,n=0

|amn| < ∞
}
.
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由文献 [8] 可知, H2(D2) 和 H2(T2, dm) 是等距同构的. 因为 H2(T2, dm) 中的元素在 L2(T2, dm) 中

正交系下的表达式与在 D2 上的 Taylor级数展式二者在形式上相同,而且范数均为展开式中的系数绝

对值的平方和的开方, 所以, 本文将 H2(D2) 和 H2(T2, dm) 等同起来, 不再进行区分, 均用 H2 表示.

H∞(D2) 是 D2 上的所有有界全纯函数构成的空间, 且

∥f∥∞ = sup{|f(z1, z2)| : (z1, z2) ∈ D2}.

H2 是具有再生核的 Hilbert 空间, 其再生核为

Kz(w) =
1

1− z1w1
· 1

1− z2w2
,

其中, z = (z1, z2) ∈ D2, w = (w1, w2) ∈ D2. 从而, 标准化的再生核为

kz(w) =

√
1− |z1|2

1− z1w1
·
√
1− |z2|2

1− z2w2
.

记 ∆1 = ∂2

∂z1∂z1
和 ∆2 = ∂2

∂z2∂z2
为 Laplace 算子. 对于任意的 φ ∈ L∞(T2, dm), 其 Berezin 变换 φ̃(z)

= ⟨φkz, kz⟩ 是 D2 上的 2- 调和函数, 即 ∆1φ̃(z) = 0, ∆2φ̃(z) = 0. 对于 t ∈ T2, 由于极限 limr→1− φ̃(rt)

= φ(t) 几乎处处成立, 故本文对 φ 和 φ̃ 不再加以区分.

设 P 是从 L2(T2, dm) 到 H2 上的正交投影算子, 对于 φ ∈ L∞(T2, dm), 定义双圆盘上 Hardy 空

间 H2 上符号为 φ 的 Toeplitz 算子为

Tφf = P (φf), ∀ f ∈ H2.

易知 Tφ 是有界线性算子.

设 Mφ 为双圆盘 Hardy 空间上的乘法算子, 在空间分解 L2(T2) = H2(T2) ⊕ (H2(T2))⊥ 下, 乘法

算子 Mφ 有如下 2× 2 矩阵表示:

Mφ =

 Tφ H∗
φ̄

Hφ Sφ

 ,

其中, Hφ 为双圆盘 Hardy 空间 H2 到其自身的正交补空间 (H2)⊥ 上的 Hankel 算子, 其定义为

Hφf = (I − P )(φf), f ∈ H2;

Sφ 为双圆盘 Hardy 空间的正交补空间 (H2)⊥ 上的对偶 Toeplitz 算子, 其定义为

Sφg = (I − P )(φg), g ∈ (H2)⊥.

设 u 是 D2 上的非常值的内函数, 则双圆盘 Hardy 空间 H2 可分解为 H2 = uH2 ⊕ K2
u, 其中

K2
u = H2 ⊖ uH2 为模空间. 在该分解下,对于任意的 φ ∈ L∞, Toeplitz算子 Tφ 可表示成下述 2× 2算

子矩阵:

Tφ =

 tφ h∗
φ̄

hφ aφ

 , (1.1)
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其中, 对于 f ∈ uH2, tφf = uP ūφf 为小 Toeplitz 算子, hφf = (I − uP ū)φf 为小 Hankel 算子, aφ 为

K2
u 到其自身上的截断 Toeplitz算子. 令 Mu 为从 H2 到 uH2 上的算子且对于 f ∈ H2, 有 Muf = uf ,

则易知 Mu 是酉算子且 MuTφMū = tφ, 即 Tφ 与 tφ 是酉等价的.

设 H 是可分的 Hilbert空间, T 是 H 上的有界线性算子. 如果 H 的闭子空间 M 满足 TM ⊂ M ,

则称 M 为 T 的不变子空间. 对于双圆盘 Hardy 空间 H2 及其上的有界线性算子 T1 和 T2, 如果闭子

空间 N ⊂ H2 是 T1 和 T2 的公共不变子空间, 则称 N 为算子组 {T1, T2} 的联合不变子空间. 双圆盘

Hardy 空间上的两个移位算子 Twi (i = 1, 2) 定义为

Twif = wif, ∀ f ∈ H2.

一直以来, 是否每个可分的无穷维 Hilbert 空间上的有界线性算子均有非平凡的闭的不变子空间

是一个有趣的但非常困难且至今仍未得到解决的公开问题, 也是经典算子理论领域的核心问题之一.

对于不变子空间问题, 一个有希望的方法是, 通过计算具体的特殊算子并观察它们的不变子空间的结

构来积累证据. 单边移位算子的不变子空间问题是一个很好的具体例子. Beurling [1] 首次利用解析

函数论的方法刻画了单位圆盘 Hardy 空间上的单边移位算子的所有闭的不变子空间. 众所周知, 根

据 Beurling 定理 [1] 容易得到: 若 u 为双圆盘 Hardy 空间 H2 上的内函数, 则 uH2 为 H2 上的算子

组 {Tw1 , Tw2} 的联合不变子空间, 并且容易验证对于 φ ∈ H∞(D2), uH2 也是 Tφ 的不变子空间. 特

别地, 设 Mij = wi
1w

j
2H

2 (i, j > 0), 则 Mij 显然是 {Tw1 , Tw2} 的联合不变子空间. 但是, 并非所有的

{Tw1 , Tw2} 的联合不变子空间均能写成 uH2 形式, 其中 u 为内函数 [8]. 由此, 引出本文的第一个问题:

问题 1.1 设 φ ∈ L∞(T2) 以及 Mij = wi
1w

j
2H

2, ∀ i, j > 0. 若 {Tw1 , Tw2} 的联合不变子空间中所
有形式为 Mij 的子空间都是 Tφ 的不变子空间, 是否可得 φ ∈ H∞(T2)?

算子的特征值和特征向量是泛函分析等相关领域的学者所关注的重要问题之一.对于双圆盘Hardy

空间 H2 上的 Toeplitz 算子, 一个众所周知的事实是, 如果 φ ∈ H∞(D2), 则有 TφKz = φ(z)Kz, 即 Kz

是 Tφ 的特征向量. 那么是否只有余解析符号的 Toeplitz 算子才有这种性质呢? 于是很自然地有下面

的问题:

问题 1.2 设 A 是 H2 上的有界线性算子, 如果对于 z ∈ D2, 有 AKz = λzKz, 则 A 是否是余解

析符号的 Toeplitz 算子?

设 T 为 Hilbert 空间 H 上的有界线性算子, 则算子 T 的数值域定义为集合

W (T ) = {⟨Tf, f⟩ : f ∈ H, ∥f∥ = 1}.

与算子的谱类似, 算子的数值域是复平面中的子集并且可以反映出算子的一些代数性质. 例如, T 是

自伴算子当且仅当 W (T ) ⊂ R, T 是半正定的当且仅当 W (T ) ⊂ [0,∞). 如果 T 是亚正规算子 [2], 则 T

是凸算子, 即 W (T ) = convσ(T ), 其中 convM 表示集合 M 的凸包. Klein [5] 应用算子的谱完全刻画了

单位圆盘上的 Hardy-Toeplitz 算子的数值域.

对于双圆盘 Hardy 空间上的 Toeplitz 算子, 若 φ ∈ L∞(T2), z ∈ D2, 容易得到

φ(z) = ⟨φkz, kz⟩ = ⟨Tφkz, kz⟩ ∈ W (Tφ),

即 φ(D2) ∈ W (Tφ). 反过来, 集合 φ(D2) 是否包含 W (Tφ)? 从而有以下问题:

问题 1.3 设 φ ∈ L∞(T2), φ(D2) 可以刻画 Tφ 的数值域 W (Tφ) 吗?

对于以上 3 个问题, 本文分别在第 2–4 节给出了肯定的回答.
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2 不变子空间

本节主要关注双圆盘 Hardy 空间上的 Toeplitz 算子的不变子空间问题, 给出问题 1.1 的肯定回

答. 本节的主要结果如下:

定理 2.1 设 φ ∈ L∞(T2) 及 Mij = wi
1w

j
2H

2 (i, j > 0). 若所有的 Mij (i, j > 0) 均是 Tφ 的不变

子空间, 则 φ ∈ H∞(T2).

证明 对于 φ ∈ L∞(T2), 可将 φ(w1, w2) 表示成

φ = φ++ + φ+− + φ−+ + φ−−,

其中, φ++ 是关于两个变量均解析的函数; φ−− 是关于两变量均共轭解析的函数; φ+− 是关于 w1 解

析且关于 w2 共轭解析的函数, 并满足 φ+−(0, w2) = 0 和 φ+−(w1, 0) = 0; φ−+ 是关于 w1 共轭解析且

关于 w2 解析的函数, 并满足 φ−+(0, w2) = 0 和 φ−+(w1, 0) = 0.

对于 Mij , 取 i = 1 和 j = 0, 由 Beurling 定理 [1] 易知, M10 = w1H
2 是 Tw1 和 Tw2 的联合不变子

空间. 根据已知条件, 则有

TφM10 ⊂ M10.

对于 w = (w1, w2) ∈ T2, 因为

Tφw1 = φ++(w1, w2)w1 + Pφ+−(w1, w2)w1 + Pφ−+(w1, w2)w1 + Pφ−−(w1, w2)w1

= φ++(w1, w2)w1 + 0 + Pw1

∞∑
i,j=1

φ−+(i, j)w1
iwj

2 + P
∞∑

i,j=0

φ−−(i, j)w1
iw2

jw1

= w1φ++(w) +

∞∑
j=1

φ−+(1, j)w
j
2 +

1∑
i=0

φ−−(i, 0)w1
iw1

= w1φ++(w) +
∞∑
j=1

φ−+(1, j)w
j
2 + φ−−(0, 0)w1 + φ−−(1, 0)

∈ w1H
2,

其中, φ−+(i, j) 表示 φ−+ 的 Taylor 展开式中对应项 w1
iwj

2 的系数, 其余符号类似, 所以可得

∞∑
j=1

φ−+(1, j)w
j
2 + φ−−(1, 0) = 0,

从而 φ−+(1, j) = 0, φ−−(1, 0) = 0. 同理, 由于

Tφw
2
1 = φ++(w1, w2)w

2
1 + Pφ+−(w1, w2)w

2
1 + Pφ−+(w1, w2)w

2
1 + Pφ−−(w1, w2)w

2
1

= φ++(w1, w2)w
2
1 + P

∞∑
i=2,j>1

φ−+(i, j)w1
iwj

2w
2
1 + P

∞∑
i,j=0

φ−−(i, j)w1
iw2

jw2
1

= w2
1φ++(w) +

∞∑
j=1

φ−+(2, j)w
j
2 + φ−−(0, 0)w

2
1 + φ−−(0, 0)w1 + φ−−(2, 0)

∈ w2
1H

2,
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w2
1φ++(w) + φ−−(0, 0)w

2
1 ∈ w2

1H
2, 故可得

∞∑
j=1

φ−+(2, j)w
j
2 + φ−−(0, 0)w1 + φ−−(2, 0) ∈ w2

1H
2.

但是
∞∑
j=1

φ−+(2, j)w
j
2 + φ−−(0, 0)w1 + φ−−(2, 0) ∈ (w2

1H
2)⊥,

故
∞∑
j=1

φ−+(2, j)w
j
2 + φ−−(0, 0)w1 + φ−−(2, 0) = 0,

从而 φ−+(2, j) = 0, φ−−(0, 0) = 0, φ−−(2, 0) = 0. 依次进行下去, 则可得 φ−+ = 0 和

φ−−(i, 0) = 0, ∀ i > 0.

同理, 利用 Tφw
j
2H

2 ⊂ wj
2H

2, 应用上述同样的方法, 可得 φ+− = 0 且 φ−−(0, j) = 0, ∀ j > 0. 从而

φ = φ++ + φ−− 且 φ−−(0, w2) = 0 和 φ−−(w1, 0) = 0. 又由于 Tφw
m
1 wn

2H
2 ⊂ wm

1 wn
2H

2,

Tφw
m
1 wn

2 = wm
1 wn

2φ++(w1, w2) + Pφ−−(w1, w2)w
m
1 wn

2

= wm
1 wn

2φ++(w1, w2) + P

∞∑
i,j=0

φ−−(i, j)w1
iw2

jwm
1 wn

2

= wm
1 wn

2φ++(w1, w2) +
m∑
i=0

n∑
j=0

φ−−(i, j)w
m−i
1 wn−j

2

∈ wm
1 wn

2H
2,

wm
1 wn

2φ++ ∈ wm
1 wn

2H
2, 所以

m∑
i=0

n∑
j=0

φ−−(i, j)w
m−i
1 wn−j

2 ∈ wm
1 wn

2H
2.

又因为 φ−−(0, 0) = 0, 故
m∑
i=0

n∑
j=0

φ−−(i, j)w
m−i
1 wn−j

2 ⊥ wm
1 wn

2H
2,

从而
m∑
i=0

n∑
j=0

φ−−(i, j)w
m−i
1 wn−j

2 = 0,

因此

φ−−(i, j) = 0, 0 6 i 6 m, 0 6 j 6 n.

由 m 和 n 的任意性可知 φ−− = 0, 从而 φ = φ++ ∈ H∞(T2). 结论得证.

注 2.1 对于 Mij = wi
1w

j
2H

2 (i, j > 0), 若 A 是 H2 上的有界线性算子且满足 AMij ⊂ Mij ,

∀ i, j > 0, 则 A 不一定是 Toeplitz 算子. 例如, 定义算子 A 为 Awi
1 = αiw

i+1
1 , αi > 0, 则显然有

AMij ⊂ Mij , ∀ i, j > 0, 但 A 不是 Toeplitz 算子.
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3 特征值和特征向量

本节主要关注双圆盘 Hardy 空间上的有界线性算子的特征值和特征向量问题. 本节的第一个主

要结论如下:

定理 3.1 设 A 为双圆盘 Hardy 空间 H2 上的有界线性算子. 若对于任意的 z = (z1, z2) ∈ D2,

Kz 是算子 A 的特征向量, 则存在 φ ∈ H∞ 使得 A = Tφ.

证明 对于 z ∈ D2, 由已知可得存在 λz 使得 AKz = λzKz, 其中 λz 是由 z 确定的数. 由于

Kz(w) =
1

1− z1w1
· 1

1− z2w2
,

故可得 λz = (1− z1w1)(1− z2w2)AKz, 从而可知 λz 是关于 z 的共轭解析函数. 令 φ(z) = λz. 又因为

⟨Akz, kz⟩ = ⟨λzkz, kz⟩ = λz, 所以

|λz| = |φ(z)| = |⟨Akz, kz⟩| 6 ∥A∥,

从而 φ 是 D2 上的有界共轭解析函数. 因此, 由 ⟨Akz, kz⟩ = φ(z) = ⟨Pφkz, kz⟩ = ⟨Tφkz, kz⟩ 以及
Berezin 变换的单射性 [9] 便可得 A = Tφ. 证毕.

众所周知, 如果 φ ∈ H∞(D2), 则有 TφKz = φ(z)Kz, 即 Kz 是 Tφ 的特征向量. 反过来, 可得如下

结论:

定理 3.2 设 φ ∈ L∞, 若存在 z ∈ D2, 使得 Kz 是 Tφ 的特征向量, 则 φ ∈ H∞.

证明 由已知, 存在 z ∈ D2, 使得 Kz 是 Tφ 的特征向量, 即 TφKz = λzKz, 从而 PφKz = λzKz.

对于 φ ∈ L∞, φ(w1, w2) 可表示成

φ = φ++ + φ+− + φ−+ + φ−−,

其中, φ++ 是关于两个变量均解析的函数; φ−− 是关于两变量均共轭解析的函数; φ+− 是关于 w1 解

析且关于 w2 共轭解析的函数, 并满足 φ+−(0, w2) = 0 和 φ+−(w1, 0) = 0; φ−+ 是关于 w1 共轭解析且

关于 w2 解析的函数, 并满足 φ−+(0, w2) = 0 和 φ−+(w1, 0) = 0. 故可得

PφKz = φ++(w)Kz(w) + [φ+−(w1z2) + φ−+(z1w2)]Kz(w) + φ−−(w)Kz(w) = λzKz,

从而

φ++(w) + φ−−(z) + φ+−(w1z2) + φ−+(z1w2) = λz,

即 φ++(w) + φ+−(w1z2) + φ−+(z1w2) = λz − φ−−(z). 由于

∂

∂w1
(φ++(w) + φ+−(w1z2)) = 0, (3.1)

故 φ++(w) 关于 w2 是常数. 同理, 由

∂

∂w2
(φ++(w) + φ−+(z1w2)) = 0, (3.2)

可得 φ++(w) 关于 w1 是常数. 从而有

∂

∂w1
φ++(w) = 0, (3.3)
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∂

∂w2
φ++(w) = 0. (3.4)

因此, 由 (3.1) 和 (3.3) 可得 ∂
∂w1

φ+−(w1z2) = 0, 从而 φ+−(w1z2) = 0. 同理, 由 (3.2) 和 (3.4) 可得

∂

∂w2
φ−+(z1w2) = 0,

从而 φ−+(z1w2) = 0. 因此有 φ = φ−− ∈ H∞.

4 数值域

本节给出双圆盘 Hardy 空间上有界符号的 Toeplitz 算子数值域的刻画, 其中需要用到分块算子

矩阵的二次数值域的性质. 首先给出本节需要的基本知识. 下述关于算子数值域的一些简单性质, 其

证明可参见文献 [4]. 更多关于算子数值域的知识可参见文献 [3, 4].

引理 4.1 [4] 算子 T 的数值域 W (T ) 具有下述性质:

(1) W (T ) 是凸集;

(2) σ(T ) ⊂ W (T );

(3) W (T ∗) = {λ̄, λ ∈ W (T )};
(4) 对于任意的酉算子 U , 都有 W (U∗TU) = W (T ).

设 H1 和 H2 为 Hilbert 空间, 记 A 为 H1 ⊕H2 上的由下述分块矩阵给出的线性算子:

A =

A B

C D

 ,

其中, A 和 D 分别表示 H1 和 H2 上的线性算子, B 为从 H1 到 H2 上的线性算子, C 为从 H2 到 H1

上的线性算子.

2× 2 分块算子矩阵 A 的二次数值域的概念由 Langer 和 Tretter [7] 引入, 定义为集合

W 2(A) =

λ ∈ C : det

 ⟨Ax, x⟩ − λ ⟨By, x⟩

⟨Cx, y⟩ ⟨Dy, y⟩ − λ

 = 0, ∥x∥ = ∥y∥ = 1 且 x ∈ H1, y ∈ H2

 .

分块算子矩阵的二次数值值域的一些基本性质见下述引理, 其证明可参见文献 [6].

引理 4.2 [6] H1 ⊕H2 上的线性算子 A 的二次数值域 W 2(A) 具有如下性质:

(1) W 2(A) ⊂ W (A).

(2) σ(A) ⊂ W 2(A).

(3) W 2(A∗) = (W 2(A))∗ = {λ ∈ C : λ̄ ∈ W 2(A)}.
(4) 若 dimH2 > 1, 则 W (A) ⊂ W 2(A); 若 dimH1 > 1, 则 W (D) ⊂ W 2(A).

本节的主要结论如下:

定理 4.1 设 φ ∈ L∞(T2), 则 W (Tφ) = convφ(D2), 其中 convM 表示集合 M 的凸包.

证明 对于 φ ∈ L∞(T2),由于W (Mφ) = convσ(Mφ) = convR(Mφ),其中, Mφ为双圆盘 Hardy空

间上的乘法算子,R(Mφ)为Mφ的本质值域,又因为R(Mφ) ⊂ φ(D2),故可得 convR(Mφ)⊂ convφ(D2),

从而 W (Mφ) ⊂ convφ(D2). 对于任意的 z ∈ D2, 由于

⟨Mφkz, kz⟩ = φ(z) ∈ W (Mφ),
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所以有 φ(D2) ⊂ W (Mφ), 从而 φ(D2) ⊂ W (Mφ). 由于 W (Mφ) 是凸集, 故可知 W (Mφ) 也是凸集, 所

以 convφ(D2) ⊂ W (Mφ), 因此 W (Mφ) = convφ(D2).

由于 dim((H2)⊥) > 1, 所以由引理 4.2 可得

W (Tφ) ⊂ W 2(Mφ) ⊂ W (Mφ). (4.1)

对于任意的 z ∈ D2, 因为 ⟨φkz, kz⟩ = φ(z) ∈ W (Tφ), 所以 φ(D2) ⊂ W (Tφ), 从而 φ(D2) ⊂ W (Tφ). 由

于 W (Tφ) 是凸集, 故 W (Tφ) 也是凸集, 所以 convφ(D2) ⊂ W (Tφ). 又因为 convφ(D2) = W (Mφ), 结合

(4.1), 从而可得 W (Tφ) = convφ(D2). 因此结论成立.

由二次数值域的定义可知, 2× 2分块算子矩阵的二次数值域与空间分解有关. 对于双圆盘 Hardy

空间上的 Toeplitz算子,在空间分解H2 = uH2⊕K2
u下,下述结论给出了双圆盘 Hardy空间上 Toeplitz

算子的二次数值域的刻画:

定理 4.2 设 φ ∈ L∞, u 是 D2 上的阶大于 1 的内函数, 则在空间分解 H2 = uH2 ⊕K2
u 下, 有

W 2(Tφ) = W (Tφ).

证明 由 Tφ 在空间分解 H2 = uH2 ⊕K2
u 下的矩阵表示 (1.1) 及引理 4.2 可得

W (tφ) ⊂ W 2(Tφ) ⊂ W (Tφ).

由于 Tφ 与 tφ 是酉等价的,所以根据引理 4.1可得 W (tφ) = W (Tφ),从而 W 2(Tφ) = W (Tφ).证毕.
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