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摘要 齐性空间是几何学中一类重要流形, 而连续映射的同伦分类是代数拓扑学中一个基本问题. 本

文是一篇关于齐性空间自映射的同伦分类的综述文章. 本文回顾这个课题的前期工作, 介绍最新的进

展, 以及林贤祖的一些新结果.
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1 引言

对于一个拓扑空间 X, 决定它的全体自映射 f : X → X 的同伦等价类 [f ] 的集合 [X,X], 是代数

拓扑学中一个基础性问题. 根据上同调理论的函子性质, 这个集合有一个代数表示:

r : [X,X] → End(H∗(X)), r[f ] = f∗,

其中 End(H∗(X)) 是空间 X 的上同调环 H∗(X) 的所有自同态的集合, 而 f∗ 表示自映射 f : X → X

所诱导的上同调环同态. 此外, 关于集合 [X,X] 和 End(H∗(X)) 中显而易见的半群 (monoid) 结构, r

也是一个半群同态. 利用这个表示, 决定同伦集合 [X,X] 这个几何问题, 可分如下三个步骤完成:

(i) (代数问题) 计算 End(H∗(X)) =?;

(ii) (实现问题) 决定 Imr ⊆ End(H∗(X));

(iii) (同伦问题) 如果 r[f ] = r[g], 判定是否有 f ≃ g.
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这个方法起源于 Hopf [1] 对于 n 维球面 Sn 的自映射进行的同伦分类的工作. 他将球面的一个自映射

f : Sn → Sn, 联系到唯一一个整数 d, 称为映射 f 的度数, 满足 f∗(α) = d · α, 其中 α ∈ Hn(Sn) = Z
是一个生成元. 据此, Hopf 证明了下述结果.

定理 1.1 [1] 对于 n > 0, n- 维球面 Sn 的自映射的度数诱导同构 [Sn, Sn] ∼= Z.
球面 Sn 是最为简单的齐性空间 (homogeneous spaces). 对于一般的齐性空间, 或者流形而言, 我

们需要建立有效的理论, 使得 Hopf 的方法可以成功实施. 在本综述文章中, 我们将针对几何中具有基

础地位的齐性空间和旗流形 (flag manifolds), 介绍这个课题的主要结果、最新进展, 以及所遗留的问

题. 具体包括 X 为射影空间的情形 (第 2 节)、旗流形的上同调环自同态的分类 (第 3 节) 和上同调环

自同态的实现问题 (第 4 节). 文中的上同调如果没标明系数, 则都理解为整系数上同调.

2 射影空间的自映射

众所周知, 射影空间共有三类, 即 n- 维实射影空间 RPn、n- 维复射影空间 CPn 和 n- 维四元数

射影空间 HPn. 我们也允许 n = ∞, 这时的射影空间就是无穷维射影空间. 其中 RPn 和 CPn 的自映
射的同伦分类是比较简单的 (参见文献 [2]), 因为它们分别是 Eilenberg-MacLane 空间 RP∞ 和 CP∞

的 n- 维骨架和 2n- 维骨架. 例如, 对于 CPn, 我们有如下的简单结果 (参见文献 [2]):

定理 2.1 对于任意同伦类 f ∈ [CPn,CPn], 存在唯一整数 α ∈ Z, 使得 f∗(x) = α · x, 其中 x 是

H2(CPn) = Z 的一个生成元.

进一步, 集合间对应 f 7→ α 诱导同构 [CPn,CPn] ≃ Z.
定理 2.1 给出了 n- 维复射影空间 CPn 自映射的完整的同伦分类. 但是相比较之下, HPn 的情

形就复杂多了, 因为无穷维四元数射影空间 HP∞ 不是 Eilenberg-MacLane 空间. 与定理 2.1 类似,

给定四元数射影空间 HPn 的一个自映射 f , 存在唯一的一个整数 d, 使得 f∗(x) = d · x, 其中 x 是

H4(HPn) = Z 的一个生成元. 称这个整数 d 为自映射 f 的指标, 记为 ind f .

对于每个正整数 k, 令

Ck =



{
x ∈ Z

∣∣∣∣ ∏
06i6k−1

(x− i2) ≡ 0 mod
(2k)!

2

}
, 若 k ≡ 1 mod 2,{

x ∈ Z
∣∣∣∣ ∏
06i6k−1

(x− i2) ≡ 0 mod (2k)!

}
, 若 k ≡ 0 mod 2.

对于每个正整数 n, 定义交集 FGn := C1 ∩ C2 ∩ · · · ∩ Cn. Feder 和 Gitler [3] 运用了复 K- 理论和四元

数 K- 理论, 证明了下述结果:

定理 2.2 [3] 如果整数 m 可以实现为 n 维四元数射影空间 HPn 的某个自映射的指标, 则必有

m ∈ FGn.

例如, 对于四元数射影平面 HP 2 的一个自映射, 它的指标 m 必须满足同余式

m(m− 1) ≡ 0 mod (24). (2.1)

Feder 和 Gitler [3] 还提出了下面的猜想:

猜想 2.1 每个整数 k ∈ FGn 可以实现为 HPn 的某个自映射的指标.

当 n = 1, 2时,这个猜想是很容易验证. McGibbon [2]给出了关于 n = 3的证明. 2003年, Granja [4]

证明了 n = 4, 5 的情形. n > 6 时这个猜想一直悬而未决, 成为了这个领域具有挑战性的公开难题. 文
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献 [2, 4] 使用的逐个维数延拓的方法, 在高维的时候已经行不通了. 本文第二位作者认为一个潜在可

行的办法是运用代数的方法, 建立 HPn 的一个全新的同伦模型.

当 n = ∞ 时, 这个猜想也是正确的, 因为文献 [3] 中就已经指出集合 FG∞ 是由零和所有的奇平

方数组成, 而 Sullivan 在 1970 年他的专著 [5] 中早已证明, 所有的奇平方数都可以实现为 HP∞ 的某

个自映射的指标.

另一方面, 当 n 为有限时, 存在 HPn 的两个指标相等但不是同伦等价的自映射 (参见文献 [6,7]).

而 Mislin [8] 在 1987年证明了 HP∞ 的两个指标相等的自映射总是同伦等价的. Sullivan、Feder、Gitler

和 Mislin 关于 HP∞ 的自映射同伦分类的工作后来被推广到任意连通紧 Lie 群 G 的分类空间 BG 的

情形, 参见文献 [9–11].

在代数拓扑中, 除了上述常见的三类射影空间外, 还有 Cayley 射影平面 KP 2. 由于 KP 2 具有十

分简单的腔胞结构, 它的自映射的同伦分类是比较简单的, 也可以作为代数拓扑的一道很不错的习题,

答案参见文献 [12].

另外, 如果考虑 p- 局部化空间, 我们还有一大类 p- 局部化射影空间, 我们先简要介绍这类空间,

详见文献 [5]. 首先令 p 为一个奇素数. 当正整数 n | p − 1 时, p- 局部化球面 S2n−1
p 具有道路空间结

构 S2n−1
p ≃ ΩB2n−1

p , 且 B2n−1
p 在同伦意义下是唯一的. 称 B2n−1

p 为 p- 局部化无穷射影空间. 与无穷

射影空间类似, 我们有

H∗(B2n−1
p ) = Zp[α],

其中 Zp 是 Z 的 p- 局部化, 且 α ∈ H2n(B2n−1
p ) 是生成元. 对于任意的 k ∈ Zp, 我们也可以定义类似

的上同调环自同态

jk : H∗(B2n−1
p ) → H∗(B2n−1

p ), α 7→ kα.

关于这类射影空间的自映射, 我们有下面结果 (参见文献 [13]):

定理 2.3 令 Zp ↪→ Ẑp 为 Zp 的 p- 完备化, 则同态 jk 可以由空间 B2n−1
p 的自映射诱导的充分

且必要的条件是, k 在 Ẑp 中是一个 n 次幂.

证明 B2n−1
p 的自映射的构造需要用到 Sullivan 关于 p- 局部化和 p- 完备化同伦理论 [5]. 利用

p- 完备化的 K 理论和 Chern 特征, 必要性的证明可以归结为一个整值多项式序列的计算, 参见文

献 [13].

3 齐性空间上同调环的自同态的分类

对于一个紧致连通 Lie 群 G 以及它的一个闭子群 P , 商空间 G/P 是一个光滑流形, 称为群 G 的

一个齐性空间. 进一步, 如果 α : R → G 是 Lie 群 G 的一个单参数子群, 则它在 G 中的中心化子

Gα = {g ∈ G, gα(t)g−1 = α(t), t ∈ R}

是 G 的一个抛物子群. 此时, 齐性空间 G/Gα 也是一个代数流形, 称为 Lie 群 G 的一个旗流形 (flag

manifold).

齐性空间是前两节中所讨论过的球面 Sn 与射影类空间的自然推广. 它们的上同调环的结构更为

丰富. 尤其是, 对于旗流形 M = G/Gα 而言, 我们有如下两个经典结果, 使得对于同伦集合 [M,M ] 的

研究可以深入展开.
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引理 3.1 如果 M = G/Gα 是一个旗流形, 则上同调表示 r : [X,X] → End(H∗(X)) 具有有限的

核 (kernel) 和上核 (cokernel).

证明 令 MQ 为旗流形 M 的有理化空间. 利用有理同伦论可以证明, 表示同态 r 的有理化

rQ : [MQ,MQ] → End(H∗(MQ))

是一一对应, 详见文献 [14].

引理 3.2 对于一个旗流形 M , 存在一组偶数维上同调类 {x1, . . . , xn}, 以及这些类的一组多项
式 {fk(x1, . . . , xn), 1 6 k 6 m}, 使得自然含入 {x1, . . . , xn} ⊂ H∗(M) 诱导环同构

H∗(M) ∼= Z[x1, . . . , xn]/⟨f1, . . . , fm⟩.

证明 根据 Bernstein 等 [15] 及 Bott 和 Samelson [16] 的经典结果可知, 对于每个旗流形 M , 存在

一个胞腔分解, 其中只有偶数维胞腔. 据此, 在上同调环 H∗(M) 中, 可找到一个极小的偶数维生成元

系 {x1, . . . , xn}, 使得它们到 H∗(M) 的自然含入诱导环的满同态

h : Z[x1, . . . , xn] → H∗(M).

再根据 Hilbert 基定理可知, 存在一组多项式

{f1, . . . , fm} ⊂ Z[x1, . . . , xn]

满足 kerh = ⟨f1, . . . , fm⟩. 至此, 引理得证.

在 Duan 和 Zhao 的近期工作 [17, 18] 中, Duan 和 Zhao 利用 Schubert 演算的方法, 得到了决定

生成元系 {x1, . . . , xn}, 以及关系 {f1, . . . , fm} 的显性表达式的一般方法.

总之,引理 3.1表明, 决定旗流形 M 上同调环 H∗(M)的全部自同态, 是解答 M 的自映射的同伦

分类问题的至关重要一步. 而引理 3.2 则表明, 决定上同调环 H∗(M) 的自同态, 本质上是一个代数问

题. 为了介绍相关结果, 我们引入旗流形的第一组实例.

例 3.1 在 n 阶酉群 G = U(n) 中, 任一单参数子群 α : R → U(n) 共轭于同态

α(t) = diag{eitθ1Ik1 , . . . , eitθmIkm},

其中 0 6 θ1 < · · · < θm < 2π 且 k1 + · · ·+ km = n. 于是有

U(n)α = U(k1)× · · · × U(km),

从而,

U(n)/U(n)α = {Cn = L1 ⊕ · · · ⊕ Lm,dimLi = ki, Li ⊥ Lj}.

关于此类旗流形 U(n)/U(n)α 上同调环的显性表示, 我们考虑两种极端情形:

情形 1 如果 m = n, 则有 ki = 1. 此时, U(n)α = Tn 是 U(n) 的极大环面子群, 相应的旗流形

F (n) := U(n)/Tn 称为酉群 U(n) 的全旗流形 (the complete flag manifold), 并且具有如下几何表述:

F (n) = {(l1, . . . , ln) ∈ CPn−1 × · · · × CPn−1 | li ⊥ lj}.

n 元置换群 Σn 在该流形上有一个自然作用 Σn × F (n) → F (n), 其定义是

σ(l1, . . . , ln) = (lσ(1), . . . , lσ(n)), σ ∈ Σn.
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此外, 令 xi ∈ H2(F (n)) 为第 i 个因子空间 CPn−1 上的 Hopf 复线丛的 Euler 类, 则由 Chern 类的公

理性质可证明

H∗(F (n)) ∼= Z[x1, . . . , xn]/⟨er(x1, . . . , xn), 1 6 r 6 n⟩,

其中 er 是 x1, . . . , xn 的第 r 个对称多项式.

情形 2 如果 m = 2, 且 k1 = k, 则有 U(n)α = U(k)× U(n− k), 相应的旗流形 Gk,n = U(n)/U(k)

×U(n− k) 是向量空间 Cn 中 k 维线性子空间的复 Grassmann 流形. 令 1 + c1 + · · ·+ ck ∈ H∗(Gk,n)

为 Gk,n 上的典型 k 维复向量丛的全 Chern 类, 则由 Chern 类的公理性质可以证明

H∗(Gk,n) ∼= Z[c1, . . . , ck]/⟨hn−k+1, . . . , hn⟩,

其中 hr 是 Taylor 展开式 (1 + c1 + · · ·+ ck)
−1 = 1 + h1 + h2 + · · · 中的 r 齐次分量.

根据引理 3.2, 旗流形 M 的上同调环 H∗(M) 只有偶数维元素. 因此, 每个整数 m ∈ Z 决定了上
同调环 H∗(M) 的唯一一个自同态

lm : H∗(M) → H∗(M), lm(u) := miu, u ∈ H2i(G/P ).

定义 3.1 环同态 lm 称为旗流形上同调的 m 阶 Adams 映射.

基于上面的准备工作, 我们来介绍 Hoffmann 关于例中给出的两组旗流形 F (n) 和 Gk,n 的具有启

发性的结果.

定理 3.1 [19] 对于全旗流形 M = F (n), 任一环同态 h ∈ End(H∗(M)) 可唯一分解为复合同态

h = lm ◦ σ∗, 其中 m ∈ Z, σ ∈ Σn.

对于复Grassmann流形Gk,n而言,它的第二维上同调同构于整数加法群 Z,生成元是它的Kaehler

类 c1 ∈ H2(Gk,n). 从而, 任一环同态 h ∈ End(H∗(Gk,n)) 决定了唯一一个整数 m ∈ Z, 使得 h(c1) =

m · c1.
定理 3.2 [20] 已知环同态 h ∈ End(H∗(Gk,n)), 如果 h(c1) = m · c1,m ̸= 0, 则有 h = lm, 或

h = lm ◦ τ∗, 在后一情形, 我们有 n = 2k, 并且 τ 是流形 Gk,2k 上的自然对合 (involution).

注 3.1 如果 h(c1) = 0, Hoffmann 猜想到 h = l0. 对于 n > 2k2 − k − 1 以及 k 6 3, 该猜想已在

文献 [14, 21] 中得到证实.

上述两个定理揭示, 尽管旗流形的几何和上同调环的结构有复杂的表现形式, 但它们的上同调环

自同态的集合 End(H∗(M))简洁至极. 这个现象被称为旗流形上同调环的刚性性质. 为了深入探讨刚

性性质的更为普遍的表现形式, 我们需要进一步了解旗流形的完整分类.

下面假设 G 是一个半单紧致 Lie 群, T ⊂ G 是它的一个极大环面, 则指数映射诱导交换图表:

L(T ) −−−−→ L(G)

exp

y exp

y
T −−−−→ G,

(3.1)

其中 L(T ) 和 L(G) 分别是 T 和 G 在群单位元处的切空间, 分别称为 Lie 群 G 的 Cartan 子代数和

Lie 代数. 我们赋予 Lie 代数 L(G) 一个 Euclid 度量, 使得 G 在 Lie 代数 L(G) 上的共轭作用是等距

作用. 一个向量 β ∈ L(T ) 称为奇异的, 如果它所决定的单参数子群

α : R → G, t 7→ exp(tβ)
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满足 dim Gα > dim T , 其中 Gα 是 α 的中心化子. 向量空间 L(T ) 中的所有奇异向量所构成的集合

S(G) 称为 Lie 群 G 的 Stiefel 图. 由 Lie 群的基础理论可知下面的引理:

引理 3.3 (Stiefel 图的几何性质) 对于一个半单 Lie 群 G, 令

n = dimT, m =
1

2
(dim G− n),

则有

(i) 在向量空间 L(T ) 中恰好存在 m = 1
2 (dim G − n) 张通过原点的超平面 {L1, . . . , Lm}, 使得

S(G) = L1 ∪ · · · ∪ Lm;

(ii) 令 li 是超平面 Li 的过原点的法直线, 则指数映射 exp : L(T ) → T 将法直线 li 映为极大环面

T 的一个圆周子群, 1 6 i 6 m;

(iii) 令 σi : L(T ) → L(T ) 为关于超平面 Li 的反射变换, 则有 σi(S(G)) = S(G).

根据引理 3.3 可知, Stiefel 图 S(G) 在 L(T ) 中的补空间 L(T )− S(G) 是 L(T ) 中以原点为顶点的

一些 n- 维开凸集的无交并; 每一个开凸集闭包称为 Lie 群 G 的一个 Weyl 房. 取定 Lie 群 G 的一个

Weyl 房 ∆. 将它的从原点出发的棱依次命名为 k1, . . . , kn. 在每条棱 ki 上取定一个非零向量 ωi, 得到

一组非零向量 {ω1, . . . , ωn}. 于是, 每个子集 I ⊆ {1, . . . , n}, 决定了 Lie 群 G 的一个单参数子群 αI ,

它的定义是

αI : R → G, t 7→ exp

(
t ·

∑
i∈I

ωi

)
.

下述定理给出了 Lie 群 G 的旗流形的分类.

定理 3.3 对于 Lie 群 G 的每个单参数子群 α : R → G, 存在唯一一个子集 I ⊆ {1, . . . , n}, 使得

G/Gα ∼= G/GαI .

证明 对于所给定的单参数子群 α : R → G, 存在唯一一个位于 Weyl 房 ∆ 的非零向量 u ∈ ∆,

使得参数子群 α 在群 G 中共轭于单参数子群 α′ = exp(t · u), t ∈ R. 于是得同构 G/Gα ∼= G/Gα′ . 进

一步, 由于 u ∈ ∆, 并且 ∆ 中的每个向量可以唯一表示为向量组 {ω1, . . . , ωn} 的非负系数的线性组合,

因此存在唯一一个子集 I ⊆ {1, . . . , n}, 使得

u =
∑
i∈I

λi · ωi, λi > 0.

证明由群同构 Gα′ ∼= GαI 完成.

定义 3.2 如果 I = {1, . . . , n}, 则有 GαI
= T . 此时称 G/T 为 Lie 群 G 的全旗流形 (complete

flag manifold). 如果 I = {i}, 则 αI 是 Weyl 房 ∆ 的第 i条棱. 此时称 G/GαI
为 Lie 群 G 的第 i 个广

义 Grassmann 流形.

接着考虑旗流形 G/T 的上同调环自同态的集合 End(H∗(G/T )). 设 Lie 群 G 的 Stiefel 图是

S(G) = L1 ∪ · · · ∪Lm.在每条法直线 li 上取一对长度最小的互反向量 ±αi ∈ li, 满足 exp(±αi) = e,我

们得到 Lie 群 G 的根系 (the root system of G) Φ(G) = {±αi ∈ L(T ), 1 6 i 6 m}, 以及根系的自同构
群 ∆(G) = {σ ∈ Aut(L(T )), σ(Φ(G)) = Φ(G)}, 参见文献 [22]. 根据 Borel 对于上同调环 H∗(G/T ) 的

表述, 每个元素 σ ∈ ∆(G) 诱导了一个环同态 σ∗ ∈ End(H∗(G/T )). 文献 [23, 24] 得到了定理 3.1 的如

下推广.
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表 1 Lie 群 G 以及它的中心化子 Gα

G SO(2n) F4 F4 E6 E7 E7 E7 E8

α ωn ω1 ω4 ω6 ω1 ω7 ω2 ω8

Gα SU(n) · S1 Sp(3) · S1 Spin(7) · S1 Spin(10) · S1 Spin(12) · S1 E6 · S1 SU(7) · S1 E7 · S1

定理 3.4 End(H∗(G/T )) = lk ◦ σ∗, k ∈ Z, σ ∈ ∆(G).

我们转而考虑由表 1 所规定的广义 Grassmann 流形 G/Gα, 其中第一行是所考虑的半单 Lie 群

G, 第二行是单参数子群 α 在 Weyl 房 ∆ 中的位置 (ωi 表示第 i 条棱), 第三行给出对应的单参数子群

α的中心化子 Gα 的标准型. 与定理 3.2所考虑的经典的 Grassmann流形 Gk,n 一样,广义 Grassmann

流形 M = G/Gα 的第二维上同调同构于整数加法群 Z, 生成元是它的 Kaehler 类 κ ∈ H2(M). 从而,

任一环同态 h ∈ End(H∗(M)) 决定了唯一一个整数 m ∈ Z, 使得 h(κ) = m · κ. 文献 [25, 26] 得到了下

述结果:

定理 3.5 设 M 是表 1 中给出的广义 Grassmann 流形之一. 对于一个环同态 h ∈ End(H∗(M)),

如果 h(κ) = m · κ,m ̸= 0, 则环同态 h 就是 Adams 映射 lm.

注 3.2 与复 Grassmann 流形不同的是, 对于广义 Grassmann 流形而言, 满足 h(κ) = 0 的自同

态不一定是零同态, 参见文献 [25] 中给出的例子.

总结本节的主要结果定理 3.4 和 3.5, 我们注意到两个一般性事实:

(1) 对于一个旗流形 M , 它的全体上同调环自同态的集合 End(H∗(M)) 具有简洁的表达公式;

(2) 全体 Adams 映射 {lm,m ∈ Z} 构成了集合 End(H∗(M)) 的基本成元.

因此,试图通过表示 r : [M,M ] → End(H∗(M))来研究同伦集合 [M,M ]的课题,相当程度上可归结于

如下问题.

Adams 映射的几何实现问题 给定一个旗流形 M , 决定下面的整数集的子集合:

A(M) = {m ∈ Z, lm ∈ Im(r)}.

这个问题将是下一节讨论的主题.

4 齐性空间上同调环的 Adams 映射的几何实现问题

由于许多常见的齐性空间都具有同调刚性, 所以, 上一节提出的 Adams 映射的几何实现问题, 在

齐性空间的自映射的同伦分类中, 显得尤为突出且基本. 关于这个问题, 下述定理是迄今为止最为一

般的结果 (参见文献 [27, 28]).

对于一个半单 Lie群 G,由所有反射变换 σi : L(T ) → L(T ) (见引理 3.3)所生成 Euclid空间 L(T )

的自等距群 Aut(L(T )) 的子群 W (G), 称为 G 的 Weyl 群, 它的阶数记为 |W (G)|.
定理 4.1 [27, 28] 已知齐性空间 G/P , 其中 G 是一个连通紧致半单 Lie 群, 而 P 是 G 的一个等

秩的连通闭子群. 如果 k 是一个与 |W (G)| 互素的整数, 则存在 G/P 的一个自映射

fk : G/P → G/P,

满足 H∗(fk,Q) = lk.
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证明 这个定理的证明综合运用了 Etale 同伦理论和局部化完备化的技巧 [5, 29]. 证明的思路是

构造下列映射图表:

G/P
j // BP //

ψp

��

BG

φp

��
G/P

j // BP // BG,

(4.1)

其中 ψp 和 φp 在第 2i 个有理上同调群上的作用都是乘以方幂 ki. 根据局部化完备化同伦理论, (4.1)

中的第二个交换图当限制在 BP 的任何有限 CW 子复形上是可交换的, 从而诱导出 G/P 的自映射,

详见文献 [28].

我们转而考虑哪些 Adams映射不能由 G/P 的自映射诱导的问题.迄今这个方面的结果是十分零

星的. 我们先介绍关于复 Grassmann 流形 Gk,n 的一些结果:

定理 4.2 [28] 给定一个正整数 n, 令 k 为一个与阶乘 n! (即 U(n) 的 Weyl 群的阶数) 不互素的

非零整数, 那么总存在另一个正整数 r (仅依赖于 k 和 n), 使得当 m > r 时, Adams 映射 lk 不能由

Gn,m 的自映射所诱导.

注 4.1 定理 4.2 的证明要运用 Ishiguro [9] 关于 Lie 群分类空间的自映射的一个定理. 一般情形

下,这个定理中的正整数 r 是无法估计的,因为 Ishiguro的定理的证明没有告诉我们 BU(n)的自映射

的阻碍具体发生在哪个维数上.

在 n = 2 时, 运用定理 2.3, 我们可以给出更为具体的结果:

定理 4.3 [28] 给定正整数 m 和一个整数 p, 满足 p2 不属于 FGn 且 m > 2n, 那么 Adams 映射

lp 不能由 G2,m 的自映射诱导.

注 4.2 因为 FG∞ 是由零和奇平方数组成的, 在 G2,m 的情形, 这个结果比定理 4.3 更强.

例 4.1 FG2 是由满足同余式

m(m− 1) ≡ 0 mod (24) (4.2)

的整数构成的,所以当整数 p为 4n+2型时, Adams映射 lp 不能由 G2,m 的自映射所诱导,其中 m > 4.

运用文献 [30, 命题 5] (Ishiguro 的定理的一个特殊情形) 的证明方法, 本文第二位作者证明了下

述结果.

定理 4.4 令 n′ 为正整数, n = 4n′ + 2, k 是一个偶数, 则当 m > nk 时, Adams 映射 lk 不能由

Gn,m 的自映射所诱导.

这个定理的证明与文献 [30, 命题 5] 类似, 需要指出的是, 文献 [30] 中的公式

RO(G) ∩RH(G) = (1 + t)R(G)

应当替换为

KO(Gn,m) ∩KH(Gn,m) = (1 + t)K(Gn,m),

其中 RO(G)、R(G) 和 RH(G) 分别是 Lie 群 G 的实表示环、复表示环和四元数表示群, 而 KO、K

和 KH 分别是实、复和四元数的 K 理论.

注 4.3 对于四元数 Grassmann流形,我们也有类似于定理 4.2–4.4的结果.有意思的是,定理 4.3

和 4.4 的证明都需要用到复 K 理论和四元数 K 理论. 更进一步的结果可能需要用到其他更为精细的

上同调理论.
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令 T 为连通紧 Lie 群 G 的极大子环群. 关于齐性空间 G/T , 它们的上同调环的自同态的实现问

题更加困难, 目前作者知道的唯一结果是 U(3)/T (3) 的所有 Adams 映射 lk 均可以由 U(3)/T (3) 的

自映射诱导, 这是文献 [31, 定理 2] 的一个简单推论. 对于其他 G/T 型齐性空间和 R2n 上复结构的

Grassmann 流形等常见的齐性空间, 迄今为止, 尚不知道是否存在一个不能由自映射诱导的 Adams

映射.
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