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摘要 本文围绕 Lévy 型过程的耦合这一主题, 综述本文作者在相关问题上开展的阶段性工作. 本文

分为三部分: (1) Lévy 过程的成功耦合; (2) Lévy 过程驱动的随机微分方程的耦合构造; (3) 耦合方法

在 Lévy 随机系统中的应用. 在每部分罗列相关主要研究结果, 并着重陈述耦合方法的传承与创新.
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1 引言

耦合是一种很有用的概率方法, 在随机过程与随机分析领域有重要理论意义与应用价值 (参见文

献 [30, 46]). 本文作者接触耦合的概念始于 2005 年在北京师范大学求学. 导师陈木法院士给本文作者

的博士学位论文研究方向是 Lévy 型过程的遍历性. 当时陈老师敏锐地察觉到 Lévy 过程在随机分析

与应用 (特别是金融数学) 中的重要性, 明确指出这个选题的重要意义, 并鼓励本文作者去发展 Lévy

型过程的耦合方法和泛函不等式. 之后, 在讨论班上, 多次聆听陈老师与王凤雨教授的最新研究成果

报告, 了解到耦合方法能够有效用于讨论 Markov 过程的遍历性和 Markov 半群的正则性, 同时它在

Markov 链 Monte Carlo 算法、交互作用粒子系统和最优传输等方面有着很好的应用, 具体可参见文

献 [10, 11, 50]. 特别让本文作者惊叹的是, 陈老师将耦合等概率方法引入到第一特征值估计研究, 并找

到了下界估计的统一变分公式. 攻读博士学位期间, 本文作者经常听到陈老师和王老师提到齐步走耦

合 (synchronous coupling 或 march coupling) 和反射耦合 (coupling by reflection) 的方法. 鉴于当时

本文作者对于 Lévy 型过程的学习和相关研究刚刚起步, 因此未能深刻洞悉和参透 Lévy 型过程耦合

的本质. 承蒙两位恩师的多次点拨与鼓励, 直到 2009 年初, 本文作者才开始专注于该课题的研究. 诚

然, 本课题的研究源于文献 [11] 中第 26 页的公开问题 2.19: “What should be the representation of

Markovian coupling operators for Lévy processes?”

接下来首先介绍耦合的相关概念, 读者可参见文献 [11] 了解更具体的细节.
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定义 1.1 设 µk (k = 1, 2) 为 (Rd,B(Rd)) 上的概率测度, 若对于任意 A ∈ B(Rd), 都有

µ̃(A× Rd) = µ1(A), µ̃(Rd ×A) = µ2(A),

则称 (R2d,B(R2d)) 上的概率测度 µ̃ 为 µ1 和 µ2 的耦合, 即给定 Rd 上随机变量 X1 和 X2, 耦合等价

于构造 R2d 上随机变量 X̃ = (X̃1, X̃2) 使得对于任意 k = 1, 2, X̃k 与给定随机变量 Xk 具有相同的分

布. 显然, 乘积测度 µ̃ = µ1 × µ2 是 µ1 和 µ2 的一个耦合. 称其为独立耦合, 这说明关于 µ1 和 µ2 的耦

合总是存在的.

同样地,可以利用有限维分布定义两个随机过程的耦合.当然,给定两个边缘Markov过程,所构造

的耦合过程未必具有 Markov性. 例如, Griffeath [19] 构造的离散时间 Markov链的最大耦合 (maximal

coupling) 就不具有 Markov 性. 为充分利用 Markov 过程理论与技巧, 本文仅局限于考虑 Markov

耦合.

定义 1.2 设 Xk = (Xk
t )t>0 (k = 1, 2) 为 Rd 上 Markov 过程, 其对应的半群为 (P k

t )t>0. 若 R2d

上的 Markov 过程 X̃ = (X̃t)t>0 对应的 Markov 半群 (P̃t)t>0 满足

P̃t(f ⊗ 11)(x, y) = P 1
t f(x), P̃t(11⊗ f)(x, y) = P 2

t f(y), x, y ∈ Rd, f ∈ Bb(Rd),

则称 R2d 上的 Markov过程 X̃ = (X̃t)t>0 为 X1 和 X2 的 Markov耦合,其中, (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y),

Bb(Rd) 表示 Rd 上有界可测函数全体.

上述定义用半群来描述, 很自然地可引出下面由 Markov 过程生成元算子刻画的定义. 在下面定

义中, D(L) 代表算子 L 的 (广义) 定义域, 我们不要求 (L,D(L)) 是闭算子.

定义 1.3 设 Lk : D(Lk) → B(R), C2
b (Rd) ⊂ D(Lk) ⊂ B(Rd) (k = 1, 2) 为两个 Markov 过程的

生成元算子, 其中 B(R) 表示 R 上可测函数全体. 类似地, 可定义 B(Rd) 和 B(R2d). 若 11 ⊗ D(L2) ∪
D(L1)⊗ 11 ⊂ D(L̃) 且

L̃(f ⊗ 11)(x, y) = L1f(x), L̃(11⊗ f)(x, y) = L2f(y), x, y ∈ Rd, f ∈ C2
b (Rd),

则称线性算子 L̃ : D(L̃) → B(R) (D(L̃) ⊂ B(R2d)) 为 L1 和 L2 的耦合算子.

容易证明, 若 R2d 上 Markov 过程 X̃ 为 X1 和 X2 的 Markov 耦合, 则 X̃ 的生成元算子 L̃ 为 X1

和 X2 生成元算子 L1 和 L2 的耦合算子. 反之, 若 L̃为 Markov算子 L1 和 L2 的耦合算子, 要想利用

Markov 过程理论与方法, 需要考虑 L̃ 如何对应于一个 Markov 过程 (简称为 Markov 耦合过程). 这

将涉及鞅问题解存在性或 Markov耦合过程的构造问题.由于耦合算子相比于耦合过程更加容易把握,

所以本文将聚焦于这个概念. 本文仅考虑 X1 = X2, 即 (P 1
t )t>0 = (P 2

t )t>0 和 L1 = L2 的情形. 不同

Markov 过程耦合的最新应用可参见文献 [18].

本文的研究对象是 Lévy型过程. 众所周知, Lévy过程是 Markov过程和半鞅的典型代表,具有独

立平稳增量的性质. Rd 上 Lévy 过程的无穷小生成元可以写成

L0f(x) =
1

2

d∑
i,j=1

aij
∂2f(x)

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi
∂f(x)

∂xi

+

∫
Rd

(f(x+ z)− f(x)− ⟨∇f(x), z⟩11{|z|61}) ν(dz), f ∈ C2
b (Rd).

记 A = (aij)16i,j6d, b = (bi)16i6d, 则 (A, b, ν) 称为 Lévy 三元组, 对应到算子 L0 的三项, A、b 和 ν

分别代表 Lévy 过程的 Brown 运动、漂移和 Lévy 跳. 当 A = 0 且 b = 0 时, 称为纯跳的 Lévy 过程.
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Lévy 型过程是每一点运动轨迹如同 Lévy 过程的一大类 Markov 过程, 它与 Lévy 过程的关系正如扩

散过程与 Brown 运动的关系, 其无穷小生成元算子可以表示为

Lf(x) =
1

2

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2f(x)

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂f(x)

∂xi

+

∫
Rd

(f(x+ z)− f(x)− ⟨∇f(x), z⟩11{|z|61}) ν(x, dz), f ∈ C2
b (Rd), (1.1)

其中 ν(x, dz) 是 Lévy 型核. 特别地, 当 ν(x, dz) ≡ 0 时, Lévy 型过程就是我们熟知的扩散过程. 关于

Lévy 型过程和 Lévy 过程更多的性质可分别参见文献 [9, 40].

扩散过程的耦合及其应用有着丰富的结果. 理论方面包含两个奠基性的工作: (i) Lindvall 和

Rogers [31] 关于扩散过程反射耦合的构造; (ii) Chen 和 Li [12] 关于扩散过程的耦合算子及其最优问

题的研究. 应用方面的结果很多, 包括上面提到的 Chen 和 Wang [13] 利用耦合方法深入研究 Riemann

流形上 Laplace 算子的第一特征值估计, 以及 Priola 和 Wang [39] 利用反射耦合和齐步走耦合相结合

的方法建立扩散半群的梯度估计等. 与此同时, 扩散过程的耦合方法逐渐成为一种基本而又重要的

数学工具, 在其他相关领域内也有着极其广泛的应用. 耦合在最优传输问题的研究可详见法国数学家

Villani [47, 48] 的相关专著. 因此, 研究 Lévy 型过程耦合性质主要的挑战在于 (1.1) 中扩散系数 aij(x)

退化 (甚至 aij(x) ≡ 0) 的情形, 因为此时关于扩散过程的结果与方法无法使用. 为方便叙述, 本文仅

考虑 (1.1) 中扩散系数 aij(x) ≡ 0 的情形, 并简称对应的过程为纯跳 Lévy 型过程. 据作者所知, 上面

提到的扩散过程的耦合结果对纯跳 Lévy 型过程而言在 2009 年之前几乎没有.

接下来介绍近些年在纯跳 Lévy 型过程耦合方面取得的进展, 内容按照每个时期研究的阶段性成

果展开, 包括 3 个方面: (1) Lévy 过程的成功耦合; (2) Lévy 过程驱动的随机微分方程的耦合构造; (3)

耦合方法在 Lévy 随机系统中的应用.

2 Lévy 过程的成功耦合

首先给出 Markov 过程成功耦合的定义.

定义 2.1 设 (Xt)t>0 为 Rd 上 Markov 过程, (X ′
t, X

′′
t )t>0 为 R2d 上关于 (Xt)t>0 的 Markov 耦

合过程. 称

T := inf{t > 0 : X ′
t = X ′′

t }

为耦合过程 (X ′
t, X

′′
t )t>0 的耦合时间. 若 T 几乎处处有限, 则称该耦合成功. 进一步地, 若对于 Rd 上

的任意两个概率分布 µ1 和 µ2, 存在成功耦合过程 (X ′
t, X

′′
t )t>0 使得边缘过程 (X ′

t)t>0 和 (X ′′
t )t>0 对

应的初分布分别为 µ1 和 µ2, 则称 (Xt)t>0 具有 (成功) 耦合性质.

根据文献 [30, 46], 可知 Markov 过程 (Xt)t>0 具有耦合性质等价于

lim
t→∞

∥µ1Pt − µ2Pt∥var = 0, ∀µ1, µ2 ∈ P(Rd),

这里, P(Rd) 表示 Rd 上概率测度全体, µPt(A) :=
∫
Rd Pt(x,A)µ(dx), 其中 Pt(x, ·) 为 Markov 过程

(Xt)t>0 的转移概率核, ∥ · ∥var 代表全变差范数.

定理 2.1 (参见文献 [42, 定理 1.1]) 设 (Xt)t>0 为 Rd 上纯跳 Lévy 过程, 其对应的 Lévy 测度
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为 ν. 记 Pt(x, ·) 为 (Xt)t>0 的转移核. 对于任意 ε > 0 和 B ∈ B(Rd), 定义

νε(B) =

ν(B), ν(Rd) < ∞,

ν({z ∈ B : |z| > ε}), ν(Rd) = ∞.

如果存在常数 ε, δ > 0, 使得

inf
x∈Rd:|x|6δ

[νε ∧ (δx ∗ νε)](Rd) > 0, (2.1)

则存在常数 C := C(ε, δ, ν) > 0 使得对于任意 x, y ∈ Rd 和 t > 0, 都有

∥Pt(x, ·)− Pt(y, ·)∥var 6
C(1 + |x− y|)√

t
∧ 2. (2.2)

特别地, Lévy 过程 (Xt)t>0 具有成功耦合性质.

注 2.1 (1) 粗略地讲, 由 (2.1) 可知, 纯跳 Lévy 过程如果有充分多的跳就可能具有成功耦合性

质, 它至少需要对充分小 ε, δ > 0 以及任意 x ∈ B(0, δ), 都有 (x+ supp(νε)) ∩ supp(νε) ̸= ∅. 因此离散
支撑 Lévy 测度生成的 Lévy 过程可能不具有耦合性质. 例如, 考虑一维复合 Poisson 过程, 若其对应

的 Lévy 测度支撑在 Z 上, 则对于任意 δ ∈ (0, 1), x ∈ B(0, δ), 都有 [ν ∧ (δx ∗ ν)](Z) = 0. 进一步地, 任

意满足 f(· + u) = f(·) (其中 u ∈ Z) 的函数 f 是该复合 Poisson 过程的调和函数. 从而根据文献 [16]

可知该过程不具有耦合性质. 这也说明条件 (2.1) 在某种情形下是必要的.

(2) 由 (2.2) 可知, 对局部一致的 x, y ∈ Rd, 有

∥Pt(x, ·)− Pt(y, ·)∥var 6 O(t−1/2), t → ∞,

这里 t−1/2 对具有成功耦合性质的复合 Poisson 过程而言是最优的, 具体可参见文献 [51, 注 3.1].

定理 2.1 的证明 首先, 根据 Lévy 过程独立平稳增量的性质, 可将 X := (Xt)t>0 分解成两个

独立 Lévy 过程 X ′ := (X ′
t)t>0 和 X ′′ := (X ′′

t )t>0. 分别记 Pt(x, ·)、P ′
t (x, ·) 和 P ′′

t (x, ·) 为 Lévy 过程

X、X ′ 和 X ′′ 的转移核, Pt、P ′
t 和 P ′′

t 分别为 X、X ′ 和 X ′′ 的转移半群. 从而对于任意 x, y ∈ Rd 和

t > 0, 都有

∥Pt(x, ·)− Pt(y, ·)∥var = sup
∥f∥∞61

|Ptf(x)− Ptf(y)| = sup
∥f∥∞61

|P ′
tP

′′
t f(x)− P ′

tP
′′
t f(y)|

6 sup
∥f∥∞61

|P ′
tf(x)− P ′

tf(y)| = ∥P ′
t (x, ·)− P ′

t (y, ·)∥var.

从而, 若 X ′ 具有成功耦合性质, 则原过程 X 也具有成功耦合性质.

接下来, 取 X = X ′ +X ′′, 其中 Lévy 过程 X ′ 对应的 Lévy 测度为 νε. 注意到 νε 是 Rd 上有限测

度,因此直观上 X ′ 仅具有大跳. 为此,不妨设 X ′ 为复合 Poisson过程,即对于任意 t > 0,有 X ′
t = SNt ,

其中, (Nt)t>0 为强度为 νε(Rd) 的 Poisson 过程, Sn =
∑n

k=1 Xk 为随机游动且 Xk ∼ νε/νε(Rd), 并且

(Nt)t>0 与 (Sn)n>1 独立.

最后, 结合上述分析, 若随机游动 (Sn)n>0 具有成功耦合性质, 则原过程 X 也具有成功耦合性质.

进一步地, 借助 Mineka 和 Lindvall-Rogers 关于随机游动耦合的构造 (参见文献 [32]), 利用条件 (2.1)

保证了 (Sn)n>0 具有成功耦合. 从而定理 2.1 得证.
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定理 2.1 改进了文献 [51, 定理 3.1], 后者的证明方法与上述思路完全不同, 是基于 Poisson 空间

的条件 Girsanov 变换, 文献 [51] 假设 Lévy 测度具有非平凡绝对连续部分. 事实上, 根据文献 [43, 命

题 1.5] 可知, 若 ν(dz) > ρ0(z) dz, 且存在 z0 ∈ Rd 和 ε > 0 使得∫
B(z0,ε)

dz

ρ0(z)
< ∞,

则 (2.1) 成立. 因此, 定理 2.1 适用性很广.

根据定理 2.1 的证明方法以及 Lindvall 和 Rogers [32] 关于随机游动的 0-1 律, 可以给出 Lévy 过

程具有耦合性质的充要条件.

推论 2.1 (参见文献 [42, 定理 4.1]) Lévy 过程具有耦合性质当且仅当存在 t0 > 0 使得当 t > t0

时, 其转移概率 Pt(x, ·) 具有绝对连续部分. 特别地, 若 Lévy 过程具有强 Feller 性质, 则它必定具有成

功耦合性质.

进一步地, 利用独立时间变换的技巧, 给出从属 Brown 运动成功耦合的构造, 并得到该耦合过程

的耦合时间的精细估计 [8]; 同时, 也利用 Lévy 过程的特征指数的渐近性质给出一般 Lévy 过程耦合性

质的定量估计 [41].

文献 [8,41,42] 指出, 纯跳 Lévy 过程耦合性质的研究与 Brown 运动相比复杂很多, 其证明方法多

次用到 Lévy 过程的特征, 如上述半群独立分解的思想. 由于 Ornstein-Uhlenbeck 过程

dXt = AXt dt+ dZt, 其中 A ∈ Rd × Rd

生成半群可以通过驱动噪声 (Zt)t>0显式表示,所以可以利用上述研究方法考虑 Lévy驱动的 Ornstein-

Uhlenbeck 过程的耦合性质 (参见文献 [43, 53]). 然而, 在研究非线性漂移情形下 Lévy 过程驱动的随

机微分方程耦合性质时, 上述方法将失效. 近些年, 关于带跳随机微分方程解的存在唯一性问题有许

多漂亮的结果, 可以参见张希承教授的工作. 因为涉及文献比较多, 这里不一一举例. 有了这些工作的

铺垫, 受到陈老师与王老师工作的启发, 本文借助耦合算子的概念研究 Lévy 过程驱动的随机微分方

程的耦合性质, 这样自然面临下面一系列问题: (i) Lévy 过程驱动的随机微分方程耦合构造的一般形

式是什么? (ii) Lévy 过程驱动的随机微分方程是否有类似 Brown 运动情形的反射耦合? (iii) 可否通

过耦合算子给出上述定理 2.1中 Lévy过程耦合性质的证明? 这些问题正是下一节研究内容的驱动力,

本文逐一回答.

3 Lévy 过程驱动的随机微分方程的耦合构造

考虑如下随机微分方程 (stochastic differential equation, SDE):

dXt = b(Xt)dt+ dZt, X0 = x ∈ Rd, (3.1)

其中, Z := (Zt)t>0 为 Rd 上纯跳 Lévy 过程, b : Rd → Rd 为可测函数. 总假设方程 (3.1) 存在唯一强

解. 例如, 当 b 满足单边 Lipschitz 条件 (参见文献 [23]), 或 b 是 Hölder 连续且 Z 具有某种正则性时

(参见文献 [14]), 上述结论成立. 易知, 强解 X := (Xt)t>0 对应的无穷小生成元为

Lf(x) = ⟨∇f(x), b(x)⟩+
∫
Rd

(f(x+ z)− f(x)− ⟨∇f(x), z⟩11{|z|61}) ν(dz), f ∈ C2
b (Rd), (3.2)
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其中 ν 为 (Zt)t>0 对应的 Lévy 测度.

正如上面提到的, 为考虑方程 (3.1) 的 Markov 耦合, 将充分利用耦合算子的概念. 为此, 对于任

意 f ∈ C2
b (R2d), 定义

L̃f(x, y) = ⟨∇xf(x, y), b(x)⟩+ ⟨∇yf(x, y), b(y)⟩

+

∫
R2d

(f(x+ u, y + v)− f(x, y)− ⟨∇xf(x, y), u⟩11{|u|61}

− ⟨∇yf(x, y), v⟩11{|v|61}) ν̃(x, y, du, dv), (3.3)

这里∇xf(x, y)和∇yf(x, y)分别表示 f(x, y)关于 x和 y的梯度, ν̃(x, y, du, dv)满足对于任意 x, y ∈ Rd,

都有 ∫
R2d

(1 ∧ (|u|2 + |v|2))ν̃(x, y, du, dv) < ∞.

引理 3.1 (参见文献 [26, 引理 2.1]) 由 (3.3) 给定的算子 L̃ 为无穷小生成元算子 L 的耦合算子,

当且仅当对于任意 x, y ∈ Rd 和 A,B ∈ B(Rd), 都有

ν̃(x, y,A× Rd) = ν(A), ν̃(x, y,Rd ×B) = ν(B).

引理 3.1 指出, (3.3) 定义的算子 L̃ 是生成元算子 L 的耦合算子, 本质上要求测度核 ν̃ 满足类

似于概率测度耦合的边缘性质. 当然, 若仅利用引理 3.1 的刻画, 则其适用性有很大局限性. 为此提

出分解的思想给出测度核 ν̃ 的具体构造. 对于任意 1 6 i < n + 1 6 ∞, 设 νi 为 Rd 上非负测度且

满足
∑n

i=1 νi 6 ν, Ψi : Rd → Rd 为连续且同胚映射 (即 Ψi 可逆且满足 Ψi(Rd) = Rd). 对于任意

f ∈ C2
b (R2d), 定义

L̃f(x, y) = ⟨∇xf(x, y), b(x)⟩+ ⟨∇yf(x, y), b(y)⟩

+
n∑

i=1

∫
Rd

(f(x+ z, y +Ψi(z))− f(x, y)− ⟨∇xf(x, y), z⟩11{|z|61}

− ⟨∇yf(x, y),Ψi(z)⟩11{|Ψi(z)|61})µνi,Ψi(dz)

+

∫
Rd

(f(x+ z, y + z)− f(x, y)− ⟨∇xf(x, y), z⟩11{|z|61}

− ⟨∇yf(x, y), z⟩11{|z|61})

(
ν −

n∑
i=1

µνi,Ψi

)
(dz), (3.4)

其中 µνi,Ψi(dz) = [νi ∧ (νi ◦Ψi)](dz).

命题 3.1 (参见文献 [26, 推论 2.2]) 假设

n∑
i=1

µνi,Ψi =
n∑

i=1

µνi,Ψ
−1
i
, (3.5)

则由 (3.4) 定义的算子 L̃ 为无穷小生成元 L 的耦合算子.

为方便进一步讨论, 记 (3.4) 所定义的算子 L̃ 对应 (非局部部分) 的跳系统为

(x, y) 7→


(x+ z, y +Ψi(z)), µνi,Ψi(dz), 1 6 i < n+ 1,

(x+ z, y + z),

(
ν −

n∑
i=1

µνi,Ψi

)
(dz).

(3.6)
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接下来说明选择适当的测度 νi 和函数 Ψi, 由 (3.6) 定义的耦合算子 L̃ 可以包含现有文献中关于带跳

SDE (3.1)常用的 3种耦合:齐步走耦合、反射耦合和修正基本耦合.同时给出这 3种耦合对应的耦合

过程的随机微分方程表示形式.

例 3.1 (齐步走耦合) 设 Ψi(z) = z, 显然 (3.5) 成立. 这时, 对应耦合过程可表示为dX ′
t = b(X ′

t)dt+ dZt,

dX ′′
t = b(X ′′

t )dt+ dZt,

即齐步走耦合意味着两个边缘过程 (X ′
t)t>0 和 (X ′′

t )t>0 驱动的噪声是同一个 Lévy 过程 (Zt)t>0. 齐步

走耦合常用于考虑方程 (3.1) 强解的唯一性或 Feller 性质.

例 3.2 (反射耦合 [55]) 假设 (Zt)t>0 是旋转对称的纯跳 Lévy 过程, 其对应的 Lévy 测度 ν 可写

成 ν(dz) = ρ(|z|)dz. 对于任意 x, y, z ∈ Rd, 定义

Rx,y(z) =


z − 2⟨x− y, z⟩

|x− y|2
(x− y), x ̸= y,

z, x = y,

(3.7)

Rx,y(z)表示点 z 关于与向量 x− y 垂直的超平面的反射. 特别地,当 d = 1和 x ̸= y 时, Rx,y(z) = −z.

在 (3.6) 中, 令 n = 1, Ψ1(z) = Rx,y(z) 且 ν1(dz) = 11{|z|<η|x−y|} ν(dz), 其中 η ∈ (0,∞]. 从而 (3.6) 可

写成

(x, y) 7→

(x+ z, y +Rx,y(z)), 11{|z|6η|x−y|} ν(dz),

(x+ z, y + z), 11{|z|>η|x−y|} ν(dz).
(3.8)

因为 ν 是旋转对称的, Rx,y(z) = R−1
x,y(z) 且 |Rx,y(z)| = |z|, 所以 ν1 关于变换 Rx,y(z)  z 是不变的.

从而 ν1 ◦Ψ1 = ν1 ◦Ψ−1
1 , (3.5) 成立. 根据命题 3.1 可知, 跳系统 (3.8) 确定一个耦合算子 L̃.

下面简要说明 L̃ 对应的 R2d 上耦合过程的构造. 根据 Lévy-Itô 分解, 可知存在 Poisson 随机测度

N(dt, dz), 使得

dZt =

∫
{|z|>1}

z N(dt, dz) +

∫
{|z|<1}

z Ñ(dt, dz), t > 0,

其中 Ñ(dt, dz) = N(dt, dz)− dt ν(dz) 为 N(dt, dz) 对应的补偿 Poisson 随机测度. 记

N̆(dt, dz) = 11{|z|61}Ñ(dt, dz) + 11{|z|>1}N(dt, dz).

特别地,

dZt =

∫
Rd

z N̆(dt, dz), t > 0.

考虑下面 R2d 上 SDE
dX ′

t = b(X ′
t)dt+

∫
Rd

z N̆(dt, dz), t > 0,

dX ′′
t = b(X ′′

t )dt+

∫
{|z|6η|X′

t−X′′
t |}

RX′
t−,X′′

t−
(z) N̆(dt, dz) +

∫
{|z|>η|X′

t−X′′
t |}

z N̆(dt, dz), t > 0.
(3.9)
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注意到, 对于固定的 z ∈ Rd, (x, y) 7→ Rx,y(z) 在 {(x, y) ∈ R2d : x ̸= y} 上局部 Lipschitz 连续. 若假设

SDE (3.1) 中漂移系数 b 是半 Lipschitz 连续的, 则可以验证给定 R2d 上 SDE (3.9) 到 (随机) 时间 T

为止存在唯一强解 (X ′
t, X

′′
t )06t6T , 其中 T 表示过程 (X ′

t)t>0 与 (X ′′
t )t>0 的相遇 (耦合) 时间, 即

T := inf{t > 0 : X ′
t = X ′′

t }.

自然地, 可定义当 t > T 时 X ′′
t = X ′

t. 容易验证, 过程 (X ′
t, X

′′
t )t>0 生成元算子就是 (3.8) 确定的耦合

算子 L̃. 称耦合过程 (X ′
t, X

′′
t ) 为 SDE (3.1) 的反射耦合过程.

关于可加 Brown 运动驱动的 SDE 的反射耦合可写成dX ′
t = b(X ′

t)dt+ dBt, t > 0,

dX ′′
t = b(X ′′

t )dt+ (11d×d − 2ete
⊤
t 11{t<T})dBt, t > 0,

(3.10)

其中, x ∈ Rd, x⊤ 表示 x 的转置,

et := |X ′
t −X ′′

t |−1(X ′
t −X ′′

t ).

对于任意 0 < t < T , At = 11d×d − 2ete
⊤
t 是正交矩阵. 从而由 Brown 运动的 Lévy 特征可知, (B#

t )t>0

:= (AtBt)t>0 仍是 Brown 运动. 正如前面指出的, 扩散过程反射耦合在随机分析中有着非常重要的作

用. 应用上述思想到 Lévy过程的情形,若 (Zt)t>0为旋转对称纯跳 Lévy过程,则 (Z#
t )t>0 := (AtZt)t>0

仍是纯跳 Lévy 过程, 且与 (Zt)t>0 具有相同的有限维分布. 注意到,

RX′
t,X

′′
t
(z) = (11d×d − 2ete

⊤
t )z.

比较 (3.10) 和 (3.9) 可知, 通过 (Z#
t )t>0 构造出的耦合过程对应于 (3.9) 中 η = ∞ 的情形. 这正是

称 (3.8) 为反射耦合的原因. 但是在很多应用过程中, η = ∞ 通常不是最优的. 例如, 文献 [55] 选择

η = 1/2 用于考虑对称 α 平稳 Lévy (α-stable-Lévy)过程驱动的 SDE (3.1)生成半群的指数压缩性; 文

献 [26] 指出, 选择 η = 1/2 对一大类旋转对称 Lévy 过程而言, 其对应的耦合过程是成功的, 而且具

有很好的性质. 最后, 强调反射耦合的构造要求 Lévy 过程是旋转对称的, 它可以适合 (Zt)t>0 是从属

Brown 运动 (包括我们熟悉的对称平稳 Lévy 过程) 的情形.

例 3.3 (修正基本耦合 [54]) 对于任意 k > 0 和 x, y ∈ Rd, 定义

(x− y)κ :=

(
1 ∧ κ

|x− y|

)
(x− y)

(
1

∞
:= 0

)
.

对于任意 x ∈ Rd,定义 µx(dz) := [ν ∧ (δx ∗ν)](dz). 取 n = 2, Ψ1(z) = z+(x−y)κ, Ψ2(z) = z+(y−x)κ,

ν1 = ν2 = 1
2ν. 由于 Ψ−1

1 (z) = Ψ2(z), 所以 (3.5) 成立. 从而跳系统 (3.6) 为

(x, y) 7→


(x+ z, y + z + (x− y)κ),

1

2
µ(y−x)κ(dz),

(x+ z, y + z + (y − x)κ),
1

2
µ(x−y)κ(dz),

(x+ z, y + z),

(
ν − 1

2
µ(y−x)κ − 1

2
µ(x−y)κ

)
(dz),

(3.11)

可以确定一个耦合算子.
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特别地, 当 |x− y| 6 κ 时, (3.11) 变成

(x, y) 7→


(x+ z, y + z + (x− y)),

1

2
µy−x(dz),

(x+ z, y + z + (y − x)),
1

2
µx−y(dz),

(x+ z, y + z),

(
ν − 1

2
µy−x − 1

2
µx−y

)
(dz).

上式第一行表明两个边缘的距离从 |x − y| 下降为 |(x + z) − (y + z + (x − y))| = 0, 这就是跳过程基

本耦合 (basic coupling) 的思想 (参见文献 [11, 例 2.10]), 不同的是, 这里仅使用从 x 到 x + z 以及 y

到 y + z + (x− y) 最大强度 µy−x(dz) 的一半. 因此, 称 (3.11) 为修正基本耦合. 第二行表明两个边缘

过程的距离从 |x − y| 增大到 |(x + z) − (y + z − (y − x))| = 2|x − y|, 显然这一项对耦合成功性质不
利, 但是它还是可控的. 第三行就是熟知的齐步走耦合. 需要强调的是, 第一行与第二行的同时出现是

必须的, 它使得其对应的算子满足耦合算子的边缘性质, 该验证用到如下性质: 对于任意 x ∈ Rd, 都

有 µx(Rd) = µ−x(Rd). 事实上, 修正基本耦合的创新点不仅只是第一行仅仅用了 1/2 的强度, 还有参

数 κ 的引入. 具体而言, 当 |x− y| > κ 时, 可以发现 (3.11) 中第一行两个边缘的距离从 |x− y| 下降为
|x− y| − κ. 因此, 参数 κ 是体现两个边缘过程何时碰到一起、何时未必碰到一起但靠近了 κ 的距离.

直观上讲, 当 x 和 y 离得比较远时, 如果强制要求它们通过一次跳碰到一起是比较苛刻的条件, 引入

参数 κ 是必要的, 这一修正对有限层 Lévy 测度对应的 Lévy 过程耦合的研究有至关重要的作用.

为阐述修正基本耦合生成过程的构造,将 Poisson随机测度 N 从 R+×Rd 延拓到 R+×Rd× [0, 1]:

N(ds, dz, du) =
∑

0<r6s:∆Zr ̸=0

δ(r,∆Zr)(ds, dz) 11[0,1](u)du.

记

N̆(ds, dz, du) = 11[1,∞)×[0,1](|z|, u)N(ds, dz, du) + 11(0,1)×[0,1](|z|, u) Ñ(ds, dz, du),

其中

Ñ(ds, dz, du) = N(ds, dz, du)− ds ν(dz)du.

从而,

Zt = Z0 +

∫ t

0

∫
Rd×[0,1]

z N̆(ds, dz, du), t > 0.

进一步定义控制函数

ρ(x, z) =
[ν ∧ (δx ∗ ν)](dz)

ν(dz)
∈ [0, 1], x, z ∈ Rd.

则修正基本耦合算子对应的过程可由下列 SDE 确定:dX ′
t = b(X ′

t)dt+ dZt, t > 0,

dX ′′
t = b(X ′′

t )dt+ dZt + dL#
t , t > 0,

(3.12)

这里

dL#
t =

∫
Rd×[0,1]

Vt−(z, u)N(dt, dz, du),
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其中, Vt(z, u) = (Ut)κ(11[0, 12ρ((−Ut)κ,z)](u) − 11( 1
2ρ((−Ut)κ,z),

1
2 [ρ((−Ut)κ,z)+ρ((Ut)κ,z)])(u)), Ut = X ′

t − X ′′
t ,

(x)κ = (1 ∧ (κ|x|−1))x.

事实上, 对于任意 x ̸= 0, 都有

µx(Rd) 6
∫
{|z|6|x|/2}

(δx ∗ ν)(dz) +
∫
{|z|>|x|/2}

ν(dz) 6 2

∫
{|z|>|x|/2}

ν(dz) < ∞. (3.13)

可以从 SDE (3.1) 的强解出发, 利用交错 (interlacing) 技巧证明 SDE (3.12) 解的存在性, 具体可参见

文献 [28, 33]. 修正基本耦合并不要求 Lévy 过程是旋转不变的, 因此它比反射耦合适用范围广. 修正

基本耦合的思想最早源于文献 [29, 54], 用于讨论 SDE (3.1) 的成功耦合性质, 进一步在文献 [33] 中用

于讨论 SDE (3.1) 的指数遍历性, 文献 [26] 也利用修正基本耦合证明 Lévy 过程具有耦合性质 (即定

理 2.1). 另外, 从最优耦合算子的观点来看, 如果 Lévy 过程是旋转不变的, 则在很多情形下使用反射

耦合更加有效, 更多细节讨论可参见文献 [26].

事实上, 当 (Zt)t>0 是旋转对称时, 可以结合反射耦合与基本耦合的思想得到下面例子.

例 3.4 (反射 - 基本耦合 [35]) 设 (Zt)t>0 是纯跳对称旋转不变的 Lévy 过程, 其对应的 Lévy 测

度为 ν(dz) = ρ(|z|) dz. 考虑跳系统

(x, y) 7→

(x+ z, y + z + (x− y)), [ρ(|z|) ∧ ρ(|x− y + z|)] dz,

(x+ z, y +Rx,y(z)), (ρ(|z|)− [ρ(|z|) ∧ ρ(|x− y + z|)]) dz.
(3.14)

取 n = 2, Φ1(z) = z + (x − y), Φ2(z) = Rx,y(z), ν1(dz) = [ρ(|z|) ∧ ρ(|x − y + z|)] dz, ν2(dz) =

(ρ(|z|) − [ρ(|z|) ∧ ρ(|x − y + z|)]) dz, (3.14) 可由 (3.6) 推导出. 当 x ̸= y 时, Rx,y(z) = y − x, 由此

可知 (3.5) 成立, 故 (3.14) 确定一耦合算子. 结合例子 3.2 和 3.3 的证明, 可以构造该耦合算子相应的

Markov耦合过程,具体可参见文献 [26,第 3.3小节]. 上述耦合过程最早在文献 [35]中提出,它主要基

于 McCann [37] 关于一维最优运输问题解的工作. 不同于文献 [35], 采用 Markov耦合算子的优点在于,

可以明确用随机微分方程强解的方式构造对应的耦合过程, 这在实际应用中更有效.

本节仅讨论可加 Lévy噪声驱动的 SDE的耦合,上述思想可以被进一步改进,用于研究可乘 Lévy

噪声驱动 SDE 与 Lévy 型过程的相关性质, 具体可参见文献 [28]. 这里不再叙述.

4 耦合方法在 Lévy 随机系统中的应用

Chen [11] 和 Wang [50] 明确指出, 耦合方法不仅可以用于研究 Markov 半群的正则性 (这属于过程

短时间性质的研究范畴), 也可用于刻画 Markov 过程的遍历性 (这将涉及过程的长时间行为). 耦合思

想在这两方面工作中的实现主要基于两个要点: (i)耦合的构造; (ii) (广义)度量函数的选择.下面分别

介绍用反射耦合研究变指标平稳 (stable) 型算子生成半群的正则性和用修正基本耦合研究带跳随机

Hamilton 系统的指数遍历性的相关工作. 本文着重强调耦合的构造, 简单说明度量函数的选择. 事实

上, 由于 Lévy 随机系统均涉及非局部算子, 具体的证明比扩散过程复杂很多, 可分别参见文献 [1, 34].

4.1 变指标平稳型算子生成半群的正则性

考虑 Rd 上 Lévy 型过程 (Xt)t>0, 其对应的无穷小生成元算子为

Lf(x) =

∫
Rd

(f(x+ z)− f(x)− ⟨∇f(x), z⟩11{|z|61})
k(x, z)

|z|d+α(x)
dz, f ∈ C2

b (Rd), (4.1)
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其中系数 α(x) 和 κ(x, z) 满足以下条件:

(i) 存在常数 0 < α1 6 α2 < 2, 使得对于任意 x ∈ Rd, 都有 α(x) ∈ [α1, α2];

(ii) 存在常数 0 < k1 6 k2 < ∞, 使得对于任意 x, z ∈ Rd, 都有 k1 6 k(α, x) 6 k2 且 k(x, z)

= k(x,−z).

特别地,当 α(x)和 k(x, z)都是常值函数时,由 (4.1)定义的算子 L对应于旋转不变对称平稳 Lévy

过程. 因此, 称算子 L 确定的 Lévy 型过程为变指标平稳型过程. 我们试图给出 α(x) 和 k(x, z) 适当

的连续性, 建立 L 对应 Markov 半群的 Hölder 连续性. 需要指出的是, 根据 Lévy 过程的特征, 可利用

Fourier 变换等技巧, 得到对称平稳 Lévy 过程半群的正则性, 但是这一系列传统的方法对变指标平稳

型过程相应性质的研究失效, 因此该问题的研究具有挑战性, 并且显式的 Hölder 连续性至今未知.

另外,已有文献深入研究了变指数非局部算子 L对应的有界调和函数的 Hölder连续性与 Harnack

不等式 (参见文献 [5,6]),而且文献 [5,6]不要求 Lévy型算子对应的 Lévy型测度核关于 Lebesgue测度

绝对连续. 但是从调和函数的连续性推导出半群的 Hölder 连续性通常需要假定算子是 L2 对称的 [7],

而 (4.1) 定义的算子 L 对应的 Markov 半群通常是非对称的. 因此上述的证明方法也不再适用.

利用反射耦合, 可得到如下的结论. 设 (Pt)t>0 为 Lévy 型过程 (Xt)t>0 生成的半群.

定理 4.1 (参见文献 [34, 定理 1.2]) 假设如下两个条件成立:

(i) lim|x−y|→0 |α(x)− α(y)| log 1
|x−y| = 0;

(ii) limr→0[supx∈Rd,|z1−z2|6r |k(x, z1)− k(x, z2)|+ sup|z|61,|x−y|6r |k(x, z)− k(y, z)|] = 0.

则对于任意 β ∈ (0, α1 ∧ 1), 存在常数 C > 0, 使得对于任意 f ∈ Bb(Rd), t > 0, 都有

sup
x̸=y

|Ptf(x)− Pt(y)|
|x− y|β

6 C∥f∥∞
(t ∧ 1)β/α1

.

特别地, Ptf 是 β-Hölder 连续的.

注 4.1 (1) 文献 [34] 并没有假定 (4.1) 中系数 k(x, z) 满足 k(x, z) = k(x,−z).

(2)若对 α(x)和 k(x, z)假设更强的连续性条件,可以推导出半群 (Pt)t>0 是 Lipschitz连续的, 具

体可参见文献 [34, 定理 1.5 和例 1.6].

定理 4.1 的证明基于反射耦合的技巧. 具体地, 该耦合算子对应的跳系统可以表示成

(x, y) 7→



(x+ z, y +Rx,y(z)),
k̃(x, y, z)

|z|d+α(x) ∨ |z|d+α(y)
11{|z|6 |x−y|

2 }dz,

(x+ z, y),

(
k(x, z)

|z|d+α(x)
− k̃(x, y, z)

|z|d+α(x) ∨ |z|d+α(y)

)
11{|z|6 |x−y|

2 }dz,

(x, y + z),

(
k(y, z)

|z|d+α(y)
− k̃(x, y, z)

|z|d+α(x) ∨ |z|d+α(y)

)
11{|z|6 |x−y|

2 }dz,

(x+ z, y + z),
k(x, y) ∧ k(y, z)

|z|d+α(x) ∨ |z|d+α(y)
11{|z|> |x−y|

2 }dz,

(x+ z, y),

(
k(x, z)

|z|d+α(x)
− k(x, z) ∧ k(y, z)

|z|d+α(x) ∨ |z|d+α(y)

)
11{|z|> |x−y|

2 }dz,

(x, y + z),

(
k(y, z)

|z|d+α(y)
− k(x, z) ∧ k(y, z)

|z|d+α(x) ∨ |z|d+α(y)

)
11{|z|> |x−y|

2 }dz,

这里 k̃(x, y, z) = k(x, z) ∧ k(x,Rx,y(z)) ∧ k(y,Rx,y(z)), 其中 Rx,y(z) 由 (3.7) 给出. 上述跳系统的前 3

行代表小跳的耦合, 其中第 1 行表示我们使用反射耦合, 后 3 行代表大跳的耦合, 第 4 行表示我们使
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用齐步走耦合. 第 2、3、5 和 6 行的出现是由于算子 L 是变系数造成的, 这也使得定理 4.1 的证明复

杂许多.

下面举例说明定理 4.1 的应用.

例 4.1 (α(x) 平稳型算子) 考虑算子 L = −(−∆)α(x)/2, 即对于任意 f ∈ C2
b (Rd), 都有

Lf(x) = w(x)

∫
Rd

(f(x+ z)− f(x)− ⟨∇f(x), z⟩11{|z|61})|z|−d−α(x)dz, (4.2)

其中

w(x) = α(x)2α(x)−1 Γ((d+ α(x))/2)

πd/2Γ((2− α(x))/2)
.

假设

(i) 0 < α1 = infx∈Rd α(x) 6 supx∈Rd α(x) 6 α2 < 2;

(ii) limr→0
ρ(r)

| log r| = 0,
∫ 1

0
ρ(r)
r dr < ∞, 其中 ρ(r) = sup|x−y|6r |α(x)− α(y)|.

则根据文献 [4] 可知, 关于 (4.2) 定义的算子 −(−∆)α(x)/2 的鞅问题解存在且唯一. 进一步地, 由定

理 4.1 可知其对应的 Markov 半群是 β-Hölder 连续的, 其中 β ∈ (0, α1 ∧ 1).

4.2 带跳随机 Hamilton 系统的遍历性

在统计物理中, 下面取值于 R2d := Rd × Rd 上的动理学 Langevin 过程 (Xt, Vt)t>0 可用以描绘粒

子的位置 Xt 和速率 Vt: dXt = Vtdt,

dVt = −Vtdt−∇U(Xt)dt+ dZt,
(4.3)

其中, U ∈ C1(Rd), (Zt)t>0 为 d维驱动噪声. 由于噪声项 (Zt)t>0 仅出现在第二分量过程 (Vt)t>0 上,所

以 (4.3)是典型的退化 SDE.在文献 [21]中,称 (4.3)为带阻尼随机 Hamilton系统,其对应的 Hamilton

函数为

H(x, v) = U(x) +
|v|2

2
.

当 (Zt)t>0 为 Brown 运动并且 U 是光滑函数时, 著名的 Hörmander 亚椭圆理论指出, 过程

(Xt, Vt)t>0 存在光滑的分布密度函数 p(t, x, v),且满足下列动理学 Fokker-Planck方程 (参见文献 [45]):

∂tp+ v · ∇xp−∇U(x) · ∇vp =
1

2
∆vp− divv(vp).

同时, 不难证明 µ∗(dx, dv) := e−H(x,v)dxdv 是过程 (Xt, Vt)t>0 的不变测度. 文献 [36, 49, 56] 研究了过

程 (Xt, Vt)t>0 关于该不变测度的收敛速度.在应用方面, SDE (4.3)收敛于不变测度 µ∗(dx, dv)的速度

估计在 Hamilton Monte Carlo 算法、深度学习中的随机梯度下降算法等理论中起重要作用 [15, 38].

然而在神经网络等研究领域,随机梯度噪声通常呈重尾现象,使得方程 (4.3)中驱动的噪声用 Lévy

过程来描绘更加贴切. 例如, 当 (Zt)t>0 为对称 α 平稳 Lévy 过程时, 出现了随机分数 Hamilton Monte

Carlo 算法和分数阶带阻尼 Langevin 过程等名词 [44, 57]. 尽管如此, 关于带跳随机 Hamilton 系统遍历

性的研究仍是空白.

最近, 利用修正基本耦合得到如下结论. 对于 Rd 上任意概率测度 µ1 和 µ2, WΨ(µ1, µ2) 是以

Ψ(x, y) 为费用函数的 Wasserstein 型距离, 其定义为

WΨ(µ1, µ2) = inf
Π∈C (µ1,µ2)

∫
Rd×Rd

Ψ(x, y)Π(dx, dy),
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其中 C (µ1, µ2) 表示 µ1 和 µ2 的耦合概率全体. Pt((x, v), ·) 为过程 (Xt, Vt)t>0 的转移概率.

定理 4.2 (参见文献 [1, 定理 1.1]) (i) 假设 (Zt)>0 是 Rd 上纯跳 Lévy 过程, 且其对应的 Lévy

测度 ν 满足 ∫
Rd

(|z|2 ∧ |z|θ)ν(dz) < ∞, ν(dz) > c

|z|d+θ0
11{0<z161}dz,

其中, x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, 0 < θ < 1, θ0 ∈ (0, θ/2);

(ii) 假设 x 7→ ∇U(x) 满足全局 Lipschitz 连续, 且存在常数 λ1, λ2 > 0, 使得对任意 x ∈ Rd, 都有

⟨x,∇U(x)⟩ > λ1|x|2 − λ2.

则 SDE (4.3) 确定的过程 (Xt, Vt)t>0 是指数遍历的. 更精确地, 存在唯一的不变概率测度 µ 和常数

λ > 0, 使得对于任意 (x, v) ∈ R2d, 都有

WΨ(Pt((x, v), ·), µ) 6 C(x, v)e−λt,

其中, C(x, v) 是正函数,

Ψ(x, v, x′, v′) = [1 ∧ (|x− x′|+ |v − v′|)][(1 + |x|2 + |v|2)θ/2 + (1 + |x′|2 + |v′|2)θ/2].

下面简要说明定理 4.2 的证明思路. 首先, 考虑变换过程 (Xt, V
′
t )t>0, 其中 V ′

t = Xt + Vt. 它满足dXt = (V ′
t −Xt)dt,

dV ′
t = −(V ′

t −Xt)dt−∇U(Xt)dt+ dZt,
(4.4)

这个变换的好处在于,不同于 (4.3),当 V ′
t 充分小时,方程 (4.4)中第一个退化的分量过程 (Xt)t>0 出现

了 “耗散” 现象. 之后, 引入过程 (Xt, Vt)t>0 适当地修正基本耦合. 具体地, 对于任意 k > 0 和 x ∈ Rd,

记 (x)κ := (1 ∧ (κ|x|−1))x. 基于方程 (4.4), 考虑如下耦合系统:

(x+ v, x′ + v′) →



(x+ (v + u), x′ + (v′ + u) + (q)κ),
1

2
µ−(q)κ(du),

(x+ (v + u), x′ + (v′ + u)− (q)κ),
1

2
µ(q)κ(du),

(x+ (v + u), x′ + (v′ + u)),

(
µ− 1

2
µ−(q)κ − 1

2
µ(q)κ

)
(du),

其中, µx(du) = [(ν ∧ δx ∗ ν)](du), q = x− x′ + (v− v′), 即对原 SDE (4.3) 速度分量过程 (Vt)t>0 采用如

下耦合:

(v, v′) →



(v + u, v′ + u+ (q)κ),
1

2
µ−(q)κ(du),

(v + u, v′ + u− (q)κ),
1

2
µ(q)κ(du),

(v + u, v′ + u),

(
ν − 1

2
µ−(q)κ − 1

2
µ(q)κ

)
(du).

由此容易写出 (Xt, Vt)t>0 对应的耦合算子. 从而根据例 3.2, 也可以构造相应的耦合过程.
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进一步地,为利用耦合思想考虑过程 (Xt, Vt)t>0 的指数遍历性,需要选择好的拟度量函数 Ψ̃(x, v),

使得存在常数 λ > 0, 对于任意 (x, v) ∈ R2d, 都有

L̃Ψ̃(x, v, x′, v′) 6 −λΨ̃(x, v, x′, v′), (4.5)

这里 L̃ 为上面构造的 Markov 耦合算子, Ψ̃(x, v, x′, v′) 具有如下形式:

Ψ̃(x, v, x′, v′) = f(|x− v| ∧R0)[1 + εW (x, v) + εW (x′, v′)],

其中 W (x, v) 是过程 (Xt, Vt)t>0 对应算子 L 的 Lyapunov 函数, 函数 f(r) 满足 f(0) = 0 且与线性函

数可比,常数 ε与 R0 待定. 显然, Ψ̃(x, v, x′, v′)与定理 4.2的函数 Ψ(x, v, x′, v′)可比.这样容易由 (4.5)

和 Grönwall 不等式得到定理 4.2. 这里需要指出的是, 类似于 Ψ̃(x, v, x′, v′), 乘积形式的拟度量函数常

用于研究退化系统的遍历性 (参见文献 [17, 20]). 3 个待定量 f、ε 和 R0 分 3 步来确定. (i) Lyapunov

函数 W (x, v) 用于控制紧集外 L̃Ψ̃(x, v, x′, v′) 的估计, 紧集的选择确定了 R0 的值. (ii) f(r) 的选择用

于控制紧集内两个边缘过程相对接近时 L̃Ψ̃(x, v, x′, v′) 的估计, 这时将充分利用上述耦合的构造. (iii)

进一步调整参数 ε, 使得 (4.5) 成立.

上述仅举两个例子来说明耦合方法在 Lévy 过程驱动的随机系统中的应用. 事实上, 也可以利用

修正基本耦合研究一般 Lévy型过程生成半群的正则性 [27],利用反射耦合考虑带阻尼状态依赖非局部

扰动下随机 Hamilton 系统的遍历性 [2]. 不仅如此, 耦合方法也可以处理系数退化的随机微分方程 (如

非线性分支过程 [24] 和带两因子随机交互过程 [3] 等) 的指数遍历性, 还可以用于考虑 Lévy 噪声驱动

的分布依赖随机微分方程的遍历性 [25] 和 Lévy 噪声驱动的随机微分方程 Euler 算法的收敛性 [22] 等

一系列不同但有趣的课题.

近十几年来耦合方法已得到了进一步的发展. 英国数学家 Hairer 等 [20] 提出了渐近耦合 (asymp-

totic coupling) 的概念, 并用它来考虑随机 (偏) 微分方程的遍历性问题. Wang [52] 为建立无穷维空间

上半群的 Harnack不等式引入了 Markov过程的变测度耦合 (coupling by change of measure)方法, 随

后用其来研究随机 (偏) 微分方程的 Bismut 导数公式、Driver 分部积分公式和梯度估计等. 这些使

得耦合方法适用的对象更加广泛并具有更加重大的理论意义及更加深远的应用价值.关于上述理论在

Lévy 型过程的深入研究目前似乎还未见到, 希望本文能够起到抛砖引玉的作用, 让更多同行共同发展

耦合这一经典的概率方法.
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