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摘要 线性嵌入理论是 Banach 空间几何学研究的核心领域之一, 而算子分解理论是同胚理论的一个

自然扩展和延伸. 本文首先详细介绍关于线性同胚理论的主要结果, 然后阐述该领域近期取得的一些

重要进展, 之后对算子分解的相关定理进行讨论, 最后提出一些本领域尚未解决的遗留问题.
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1 引言

线性嵌入在 Banach 空间几何理论诞生之时就是最基本和最重要的概念之一. 如果 Banach 空间

X 和 Banach 空间 Y 的某个子空间线性同胚, 那么称 Banach 空间 X 线性嵌入到 Banach 空间 Y . 如

果一个线性嵌入是等距的, 那么称其为线性等距嵌入. 因为两个线性同胚的 Banach 空间具有非常相

似的几何结构性质, 所以线性嵌入理论就自然成为 Banach 空间理论最经典、最核心的研究方向之一.

线性嵌入理论的第一个最具标志性的成果在 20 世纪 30 年代由 Banach 和 Mazur 共同完成.

定理 1.1 (Banach-Mazur 定理) 任意一个可分的 Banach 空间都可以线性嵌入到 C[0, 1] 空间,

其中 C[0, 1] 是 [0, 1] 区间上的连续函数空间.

事实上, 他们证明了一个更强的结论: 任意一个可分的 Banach 空间都与 C[0, 1] 空间的一个子空

间线性等距. 通过选取对偶空间的单位球作为指标集 Γ, 我们不难证明下面的定理.

定理 1.2 任意一个 Banach 空间都可以线性等距嵌入到 ℓ∞(Γ).

与线性嵌入理论密切相关的另一个概念是 Banach空间的 Schauder基. Banach空间 X 中的一列

向量 (ei)被称为 Schauder基当且仅当空间 X 中的任一元素 x都能够被唯一地表示为 x =
∑

aiei,其

中序列 (ai) ⊂ R. C[0, 1] 空间具有 Schauder 基, 因此, Banach-Mazur 定理告诉我们, 任意一个可分的

Banach 空间都可以线性嵌入到某个具有 Schauder 基的 Banach 空间. 当然, 这里有一个基本的问题:

是否每一个可分的 Banach 空间本身就具有 Schauder 基? 这个问题在 1973 年被 Enflo [1] 解决.
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定理 1.3 [1] 存在不具有 Schauder 基 (不具有逼近性质) 的可分 Banach 空间.

收缩基和有界完备基是两类特殊的 Schauder 基. Banach 空间 X 中的一组 Schauder 基 (ei) 是收

缩的当且仅当其对偶泛函列 (e∗i ) 构成 X∗ 的一组 Schauder 基. (ei) 被称为有界完备基当且仅当 (e∗i )

构成其线性闭包的一组收缩基. 对这两类基重要性的最好诠释就是著名的 James [2] 定理.

定理 1.4 [2] 一个自反空间的任意 Schauder 基 (如果具有) 都是收缩和有界完备的.

1974 年, Davis 等 [3] 证明了如下定理.

定理 1.5 [3] 任意一个可分对偶空间都可以线性嵌入到某个具有有界完备基的 Banach 空间.

1988 年, Zippin [4] 证明了上述定理的对偶定理.

定理 1.6 [4] 如果一个 Banach 空间 X 的对偶空间 X∗ 是可分的, 那么 X 可以线性嵌入到某个

具有收缩基的 Banach 空间.

在文献 [4] 中, Zippin 进一步证明了任意一个可分自反空间都可以线性嵌入到某个具有 Schauder

基的自反空间. 另一类性质非常特殊的 Schauder 基是无条件基. 一组 Schauder 基 (ei) 被称为无条

件基当且仅当存在 C > 1 使得对于所有的自然数 n、符号序列 (δi)
n
i=1 ∈ {−1, 1}n 以及所有的实数列

(ai)
n
i=1, 有

C−1

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥ n∑

i=1

δiaiei

∥∥∥∥ 6 C

∥∥∥∥ n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥.
经典的序列空间 ℓp (1 6 p < ∞) 以及 c0 的标准单位基就是无条件基. 经典的函数空间 Lp (1 <

p < ∞) 的 Haar 基也是无条件基. 但是 L1 空间不具有无条件基. 非无条件的 Schauder 基被称为条件

Schauder 基. 具有无条件基的 Banach 空间不仅拥有非常丰富的结构, 而且这类空间上也有着大量的

非平凡投影算子. James [2] 在 1950 年给出了具有无条件基的 Banach 空间自反性的一个刻画.

定理 1.7 [2] 假定 Banach 空间 X 具有无条件基. 如果 c0 和 ℓ1 不能线性嵌入到 X, 那么 X 是

自反的.

假定 A 是一族 Banach 空间构成的集合. 如果 A 中的任意元素都能够线性嵌入到 Banach 空间

Y , 那么称 Y 为 A 的万有空间. 前面提到的 Banach-Mazur 定理告诉我们 C[0, 1] 是所有可分 Banach

空间的万有空间. 那么对于所有的可分自反空间, 是否存在一个可分自反的万有空间? Szlenk [5] 在

1968 年对这个问题给出了否定的答案.

定理 1.8 [5] 任意可分自反空间都不是全体可分自反空间的万有空间.

Szlenk 在证明中引入了著名的 Szlenk 指标. 1980 年, Bourgain [6] 证明了一个更强的结论.

定理 1.9 [6] 如果一个 Banach 空间 Y 是全体可分自反空间的万有空间, 那么 C[0, 1] 线性嵌入

到 Y .

如果任意在 Banach 空间 X 中能够有限表示的空间都是自反的, 那么称 X 是一个超自反空间.

是否存在一个可分自反空间是全体可分超自反空间的万有空间? 2006 年, Odell 和 Schlumprecht [7]

对这个问题给出了肯定的回答.

定理 1.10 [7] 存在一个可分自反空间 Y 是全体可分超自反空间的万有空间.

在很长一段时间里, 泛函分析学家们所知道的无穷维 Banach 空间都包含某个与 ℓp 或者 c0 线性

同胚的子空间. 对于任意的无穷维 Banach 空间 X, 是否一定存在某个 ℓp 或者 c0 线性嵌入到 X? 这

个问题在 1974 年被 Tsirel’son [8] 解决.

定理 1.11 [8] 存在一个无穷维 Banach 空间使得任意 ℓp 或者 c0 都不能线性嵌入.
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这个空间是自反的并且具有无条件基. 1974 年, Figiel 和 Johnson [9] 构造出一个无穷维的一致凸

Banach 空间使得任意 ℓp 都不能线性嵌入. 在该文献里, Figiel 和 Johnson 用 T 来标记 Tsirelson 空

间的对偶空间, 而原来的 Tsirelson 空间被记为 T ∗. 因为 Figiel 和 Johnson 的构造方法更直观和方便,

所以现在大家通常使用的 T 实际上是 Tsirelson 空间的对偶空间. Tsirelson 空间构造方法给泛函分析

学家们提供了一个非常强大的工具, 其中一个非常重要的延伸就是 Banach 空间 “任意扭曲” 问题的

解决.

假定无穷维 Banach 空间 X 具有范数 ∥ · ∥, 如果存在 X 上的一个等价范数 | · | 及 λ > 1, 满足对

于 X 的任意无穷维子空间 Y ,

sup

{
|y1|
|y2|

: y1, y2 ∈ Y, ∥y1∥ = ∥y2∥ = 1

}
> λ,

那么称 X 是 λ-可扭曲的. James [10] 证明了 c0 和 ℓ1 是不可扭曲的. Mil’man [11] 证明了,如果 c0 和 ℓp

(1 6 p < ∞)不能线性嵌入到 Banach空间 X, 那么存在一个可扭曲的 Banach空间线性嵌入到 X. 所

以 Tsirelson空间的性质告诉我们,它包含一个可扭曲的 Banach空间. 从以上的结论可知关于 Banach

空间可扭曲性问题的研究主要集中在 ℓp (1 < p < ∞). 如果对于每一个 λ > 1, X 都是 λ-可扭曲的,则

X 被称为是可任意扭曲的. 那么,是否存在一个可任意扭曲的 Banach空间? 1991年, Schlumprecht [12]

运用 Tsirelson 空间构造的思想对这个问题给出了肯定的回答.

定理 1.12 [12] 存在一个可任意扭曲的 Banach 空间.

在 Schlumprecht空间的基础上,结合非线性泛函分析的方法, Odell和 Schlumprecht [13] 完整地解

决了 Banach 空间的任意扭曲问题.

定理 1.13 [13] ℓp (1 < p < ∞) 是可任意扭曲的.

20 世纪 90 年代, 菲尔兹奖得主 Gowers 和著名泛函分析学家 Maurey [14] 的工作将嵌入理论和无

条件基的研究推到了一个高峰. 通过运用博弈论的手段结合 Schlumprecht空间的构造方法, 他们成功

地构造出第一个 “遗传不可分解” 空间.

定理 1.14 [14] 存在一个可分自反空间 X 使得它的任意无穷维子空间都不能被分解为两个无穷

维子空间的直和.

一个重要的推论就是, 任意一个具有无条件基的 Banach 空间都不能够线性嵌入到这个空间. 满

足这类性质的空间结构相对 “贫瘠”, 因而空间上的算子相对 “较少”. 这也为第一个具有不变子空间

性质的 Banach 空间的构造奠定了基础.

2 线性嵌入与弱零树

与 Gowers-Maurey 空间相对应的一个基本问题是, 什么样的 Banach 空间能够线性嵌入到具有无

条件基的 Banach 空间? 这样的空间具有丰富的结构和易于处理的性质. 显然, 这类空间不能够线性

嵌入到遗传不可分解空间. 2008 年, Johnson 和 Zheng [15] 在自反空间的范畴内给出了这个问题的答

案. 2011年, Johnson和 Zheng [16] 通过对 Markuchevich基的进一步研究,在对偶可分空间的范畴内给

出了这个问题的答案. 在陈述这个问题的具体答案之前, 我们需要先了解一下相关的概念.

给定两组 Schauder 基序列 (xi) 和 (yi). 如果存在常数 C > 1 使得对于任意的自然数 n 以及所有

的实数列 (ai)
n
i=1, 有

C−1

∥∥∥∥ n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥ n∑

i=1

aiyi

∥∥∥∥ 6 C

∥∥∥∥ n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥,
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那么就称 (xi) 与 (yi) C- 等价. 假定 (en) 是一组 Schauder 基, (kn) 是一列严格递增的自然数序列. 如

果对于任意的自然数 n, 存在实数列 (ai) 使得

xn =

kn+1−1∑
i=kn

aiei,

那么 (xn) 被称为 (en) 的一组块状基. 如果存在常数 0 6 C 6 1 和 1 6 p < ∞ 使得 (en) 的任意单位

块状基 (xn) 满足 ∥∥∥∥ n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥ > C

( n∑
i=1

|ai|p
)1/p

,

则称 (en) 关于常数 C 满足块状下 ℓp 估计. 类似地, 如果存在常数 C > 1 和 1 6 p < ∞ 使得 (en) 的

任意单位块状基 (xn) 满足 ∥∥∥∥ n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥ 6 C

( n∑
i=1

|ai|p
)1/p

,

则称 (en) 关于常数 C 满足块状上 ℓp 估计.

我们知道, 如果一个 Banach 空间 X 线性嵌入到某个具有无条件基的 Banach空间, 那么 X 中的

任意标准弱零列 (在弱拓扑下收敛到 0) 都有一个无条件的子序列. 这个重要的性质一直以来都被认

为是刻画可线性嵌入到具有无条件基空间的候选条件. 直到 2008 年, Johnson 和 Zheng [15] 才给出了

第一个自反空间的反例.

例 2.1 [15] 记 [N]6n 为所有势不超过 n 的自然数子集构成的集合, 记 c00([N]6n) 为以 [N]6n 为

指标的具有有限支撑的序列构成的空间. (eA)A∈[N]6n 是 c00([N]6n) 的标准单位基. 选取单位序列 (hi)

满足如下两个条件:

(i) (hi) 是条件 Schauder 基序列;

(ii) (hi) 关于常数 1 满足块状下 ℓ2 估计.

这样的序列实际上不难取到, 如著名的 James 空间的有界完备基. 假设 (βk)mk=1 是 [N]6n 中不

相交的片段. 在这里, 片段指的是一列集合 (Ai)
k
i=1 ⊂ [N]6n 满足 A1 = {m1,m2, . . . ,ml}, A2 =

{m1,m2, . . . ,ml,ml+1}, . . . , Ak = {m1,m2, . . . ,ml, . . . ,ml+k−1}, 其中 m1 < m2 < · · · < ml+k−1. 假

定
∑

aAeA 是 c00([N]6n) 中的一个元素. 我们将 Xn 定义为 c00([N]6n) 在如下范数下的完备化空间:∥∥∥∥∑ aAeA

∥∥∥∥
Xn

= sup

{( m∑
k=1

(∥∥∥∥ ∑
Ai,k∈βk

aAi,k
hi

∥∥∥∥)2)1/2

: (βk)mk=1 是不相交的片段

}
.

令 X = (
∑∞

n=1 Xn)2, 即 (Xn)∞n=1 的 ℓ2 直和. 我们可以证明 X 中的任意标准弱零列都包含一个

等价于 ℓ2 的单位标准基的子列. ℓ2 的单位标准基是无条件基,所以, X 中的任意标准弱零列都包含一

个无条件子列. 后面将看到, X 不能线性嵌入到具有无条件基的 Banach 空间.

需要指出的是, 我们的例子是受到 Odell 和 Schlumprecht [17] 的启发. 在文献 [17] 中, 他们发现

“弱零树” 的概念与线性嵌入紧密相关.

定义 2.1 令 [N]<ω 为所有自然数的有限子集构成的集合. 假定 X 是一个 Banach 空间. 如

果 X 单位球面的子集 (xA)A∈[N]<ω ⊂ SX 满足对于任意的 A ∈ [N]<ω, (xA∪{n})n∈N 都是弱零列, 那

么 (xA)A∈[N]<ω 被称为标准弱零树. 令 (kn)∞n=1 为严格递增的自然数列. 对于任意的自然数 n, 记

An = {k1, k2, . . . , kn}, 则 (xAn)∞n=1 被称为弱零树的一根枝条. 令 C > 1 为给定常数. 称 X 具有 C-
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无条件树性质,如果 X 中的任意标准弱零列树都拥有一根枝条构成一组关于常数 C 的无条件基序列.

X 被称为具有无条件树性质当且仅当存在 C > 1 使得 X 具有 C- 无条件树性质.

Kalton [18] 在 2001 年证明了如下定理:

定理 2.1 [18] 假定 X 是一个 Banach 空间, 其对偶空间 X∗ 是可分的. 如果 X 中的任意标准弱

零树都有一根枝条与 c0 的标准单位基等价, 那么 X 线性嵌入到 c0.

Odell 和 Schlumprecht [17] 在 2002 年将博弈论的方法与 Banach 空间理论相结合, 得到了下面的

结果:

定理 2.2 [17] 假定 X 是一个可分自反的 Banach空间. 如果 X 中的任意标准弱零树都有一根枝

条与 ℓp 的标准单位基等价, 那么存在一列有限维空间 (En) 使得 X 线性嵌入到 (
∑

En)ℓp .

现在给出本节最开始提出的基本问题的答案.

定理 2.3 [15] 假定 X 是一个可分自反的 Banach 空间, 则 X 线性嵌入到某个具有无条件基的

Banach 空间当且仅当 X 具有无条件树性质.

我们可以验证例 2.1 中的空间 X 不具有无条件树性质, 因此, 它不能线性嵌入到具有无条件基的

Banach 空间. 结合空间理论的一些其他经典的结论, 我们得到一系列的等价条件.

推论 2.1 [15] 假定 X 是一个可分自反的 Banach 空间, 则以下条件等价:

(i) X 线性嵌入到某个具有无条件基的 Banach 空间;

(ii) X 线性嵌入到某个具有无条件基的自反空间;

(iii) X 与某个具有无条件收缩基空间的商空间线性同胚;

(iv) X 与某个具有无条件基自反空间的商空间线性同胚;

(v) X 线性嵌入到某个具有无条件基自反空间的商空间;

(vi) X 线性嵌入到某个具有无条件收缩基空间的自反商空间.

Odell在文献 [19]中指出, Rosenthal首先提出了具有无条件基空间的商空间和子空间的等价性问

题, 即具有收缩无条件基空间的任意商空间是否和另一个具有无条件基空间的子空间线性同胚? 这里

无条件基的收缩性是必要的, 因为任意可分 Banach 空间都与 ℓ1 的某个商空间线性同胚, 而 ℓ1 很显

然具有无条件基. 在非自反的范畴内, 我们之前用到的无条件树性质已经无法保证线性嵌入到具有无

条件基的 Banach空间. 事实上, James空间的任意标准弱零树都有一根枝条与 ℓ2 的标准单位基等价.

而我们知道 James 空间不能线性嵌入到具有无条件基的 Banach 空间. 为了回答上述由 Rosenthal 提

出的问题, 我们需要下面更强的性质.

定义 2.2 假定 X 是一个 Banach空间. 如果 X∗ 单位球面的子集 (x∗
A)A∈[N]<ω 满足对于任意的

A ∈ [N]<ω, (xA∪{n})n∈N 都是弱 ∗ 零列 (在弱 ∗ 拓扑下收敛到零), 那么 (xA)A∈[N]<ω 被称为标准弱 ∗
零树. 称 X 具有 C- 弱 ∗ 无条件树性质, 如果 X∗ 中的任意标准弱零列树都拥有一根枝条构成一组关

于常数 C 的无条件基序列. X 被称为具有弱 ∗无条件树性质当且仅当存在 C > 1使得 X 具有 C-弱 ∗
无条件树性质.

2011 年, Johnson 和 Zheng [16] 通过对 Markuchevich 基的研究, 肯定地回答了 Rosenthal 提出的

关于具有无条件基空间的商空间和子空间的等价性问题.

定理 2.4 [16] 假定 X 是一个可分的 Banach 空间, 则以下条件等价:

(i) X 具有弱 ∗ 无条件树性质;

(ii) X 线性嵌入到某个具有收缩无条件基的 Banach 空间;

(iii) X 与某个具有无条件收缩基空间的商空间线性同胚.
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Lp 作为最常见最经典的函数空间,一直受到最广泛的关注. 而如何对其子空间在线性同胚意义下

进行分类就成为空间理论研究的一个热点问题. 1962 年, Kadec 和 Pe lczyński [20] 证明了如下定理:

定理 2.5 [20] 设 2 < p < ∞, 则 Lp 的任意无穷维子空间要么与 ℓ2 线性同胚, 要么包含一个与 ℓp

线性同胚的子空间.

Johnson 和 Odell [21] 在 1974 年证明了与其相对称的结果:

定理 2.6 [21] 设 2 < p < ∞, 则 Lp 的任意无穷维子空间要么包含一个与 ℓ2 线性同胚的子空间,

要么线性嵌入到 ℓp.

当 1 < p < 2 时, Johnson [22] 在 1977 年给出了可线性嵌入到 ℓp 的 Lp 子空间的刻画.

定理 2.7 [22] 设 1 < p < 2, 则 Lp 的子空间 X 线性嵌入到 ℓp 当且仅当存在常数 1 6 K < ∞ 使
得 X 中任意标准弱零列都包含一个子列与 ℓp 的标准单位基 K- 等价.

而 Alspach 和 Odell [23] 运用弱零树的方法, 得到了如下统一的结论:

定理 2.8 [23] 设 1 < p < ∞, 则 Lp 的子空间 X 线性嵌入到 ℓp 当且仅当 X 中任意标准弱零树

都包含一根枝条与 ℓp 的标准单位基等价.

ℓp 和 ℓ2 是 Lp 中最基本的可补子空间. 当 2 < p < ∞时, Lp 的子空间 X 如果不能线性嵌入到 ℓp

或者 ℓ2,那么 X 必定包含一个与 ℓp ⊕ ℓ2 线性同胚的子空间. Lp 的另一个除了本身之外的相对明显的

可补子空间是 (
∑

ℓ2)ℓp . 直到 1970 年, Rosenthal [24] 才发现了 Lp 的第一个非平凡的可补子空间 Xp.

Schechtman [25] 1975 年在 Xp 空间的基础上构造出了无穷多的互不线性同胚的 Lp 可补子空间. 1981

年, Bourgain 等 [26] 进一步证明了存在不可数多的互不线性同胚的 Lp 可补子空间. 这个结果告诉我

们完全地刻画 Lp 的可补子空间是不实际的. 那么是否能够对某类特定的 Lp 可补子空间进行完整的

刻画? 1972 年, Johnson 和 Zippin [27] 证明了如下定理:

定理 2.9 [27] 设 1 < p < ∞, 如果 Lp 的可补子空间 X 线性嵌入到 ℓp, 则 X 与 ℓp 线性同胚.

Johnson 和 Odell [28] 在 1981 年得到了下面的一系列结果:

定理 2.10 [28] 假定 X 是 Lp 的无穷维子空间.

(i)设 1 < p < 2,如果 X 在 Lp 中可补,具有无条件基并且线性嵌入到 ℓp⊕ ℓ2,则 X 只能与 ℓp、ℓ2

或者 ℓp ⊕ ℓ2 其中之一线性同胚;

(ii) 设 2 < p < ∞, 如果 X 在 Lp 中可补, 具有无条件基并且线性嵌入到 ℓp ⊕ ℓ2, 则 X 只能与

ℓp、ℓ2、ℓp ⊕ ℓ2 或者 Xp 其中之一线性同胚;

(iii) 设 2 < p < ∞, 如果 X 与 ℓp ⊕ ℓ2 某个子空间的商空间线性同胚, 则 X 与线性嵌入到 ℓp ⊕ ℓ2

的某个 Banach 空间线性同胚.

线性嵌入理论在近十几年间被 Odell、Schlumprecht 以及 Argyros 和 Haydon 等推向了一个新的

高潮. Haydon 等 [29] 在 2011 年对 Lp 空间的 “微小” 子空间进行了更深入的研究. 具体来说, 他们在

Lp 子空间的范畴内给出了可线性嵌入到 ℓp ⊕ ℓ2 空间的刻画, 从而确定了 Lp 的下一个 “微小” 子空

间, 即 (
∑

ℓ2)ℓp .

定理 2.11 [29] 设 2 < p < ∞. 如果 Lp 的子空间 X 不能线性嵌入到 ℓp ⊕ ℓ2, 那么 X 必定包含一

个与 (
∑

ℓ2)ℓp 线性同胚的子空间.

不变子空间问题是泛函分析领域的一个著名的公开问题. Lindenstrauss [30] 指出, 如果 Banach 空

间上的一个算子可以被分解为一个紧算子与恒等算子的某个倍数之和, 那么这个算子就具有非平凡

的不变子空间. 假定存在一个无穷维的 Banach 空间使得其上所有的有界线性算子都能够被分解为

一个紧算子与恒等算子的某个倍数之和, 则这个 Banach 空间就具有不变子空间性质, 即空间上的每

个有界线性算子都具有非平凡不变子空间. 在前面提到的 Gowers-Maurey 遗传不可分解空间上, 每
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个有界线性算子都能够被分解为一个严格奇异算子与恒等算子的某个倍数之和. 一段时间内, 空间理

论学家们猜测 Gowers-Maurey 空间本身就具有不变子空间性质. 然而, Gowers [31] 在 1996 年构造出

一个从 Gowers-Maurey 空间的某个子空间到 Gowers-Maurey 空间上的非紧严格奇异算子. 2001 年,

Androulakis 和 Schlumprecht [32] 进一步证明了这个算子可以线性延拓到整个 Gowers-Maurey 空间并

保持性质不变. 虽然到目前为止, 在 Hilbert 空间上不变子空间问题依然没有解决, 但是 Argyros 和

Haydon [33] 在 2011 年通过将 Gowers-Maurey 空间的构造方法与 Bourgain 和 Delbaen 构造 L∞ 的手

段相结合, 成功地构造出第一个具有不变子空间性质的无穷维 Banach 空间. 这个空间同时也是一个

遗传不可分解的 L∞ 空间.

定理 2.12 [33] 存在一个无穷维 Banach 空间 X 使得 X 上的任意有界线性算子都能够被分解为

一个紧算子与恒等算子的某个倍数之和.

Argyros-Haydon 空间不仅是第一个无穷维 Banach 空间使得其上所有有界线性算子都具有非平

凡不变子空间, 还是第一个无穷维 Banach 空间使得其上全体有界线性算子构成的空间是可分的.

Banach空间中弱零列的子列的性质通常都与空间本身的性质密切相关.一个 Banach空间 X 被称

为具有无条件子序列性质,如果 X 中的任意标准弱零列都包含一个无条件子序列. 在相当长的时间里,

人们无法证实是否任意无穷维 Banach 空间都具有无条件子序列性质. 第一个被证实不具有无条件子

序列性质的 Banach空间在 1977年被 Maurey和 Rosenthal [34] 发现. 那么是否存在经典的 Banach空

间不具有无条件子序列性质? 我们知道 L1 不能线性嵌入到具有无条件基的 Banach空间,因此, L1 是

否具有无条件子序列性质就成为一个自然的问题. 而这个问题的答案直到 2007年才由 Johnson等 [35]

给出. 他们证明了 L1 不具有无条件子序列性质.

定理 2.13 [35] 存在 L1 中的标准弱零列 (fi) 使得对于任意的 ϵ > 0, L1 的 Haar 基与 (fi) 的任

意子列的某个块状基 (1 + ϵ)- 等价. 因此, (fi) 没有无条件子序列.

如果存在常数 1 6 K < ∞使得 X 中的任意标准弱零列都包含一个 K-无条件子序列,则 Banach

空间 X 被称为具有 K- 无条件子序列性质. 2010 年, Odell 和 Zheng [36] 运用 Johnson、Maurey 和

Schechtman 的构造方法得到了如下结果:

定理 2.14 [36] 存在自反空间中的标准弱零列 (fi)使得对于任意的 ϵ > 0和任意的 1 < p 6 2, Lp

的 Haar 基与 (fi) 的任意子列的某个块状基 (1 + ϵ)- 等价. 存在一个具有无条件子序列性质的自反空

间 X 使得对于任意的 1 6 K < ∞, X 都不具有 K- 无条件子序列性质.

3 算子分解理论

算子分解理论是研究如何将一个有界线性算子写成两个或者多个算子的复合,它也是线性嵌入的

一个自然延伸和推广. 实际上,一个 Banach空间 X 上的恒等算子可以通过空间 Y 的某个子空间进行

分解等价于空间 X 线性嵌入到空间 Y ;而 X 上的恒等算子可以通过整个空间 Y 进行分解等价于空间

X 与 Y 的一个可补子空间线性同胚. 另一方面,算子分解理论的重要性还在于将给定算子分解成为性

质更好或者更加容易处理的几个算子的复合, 从而方便研究算子本身的特征. 可和算子、积分算子和

核算子研究的基础都是算子分解理论. 其中非常著名的就有 Pietsch 分解定理、Grothendieck-Pietsch

算子分解定理和 Maurey 外插定理.

首先了解绝对可和算子. 设 T 是从 Banach空间 X 到 Banach空间 Y 的一个有界线性算子. 如果

对于 X 中任意无条件收敛的级数
∑

xi,级数
∑

Txi 在 Y 中都绝对收敛,则 T 被称为绝对可和的. 闭
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图像定理告诉我们, T 是绝对可和的当且仅当存在一个常数 C, 使得对于 X 中的任意序列 (xi)
n
i=1, 有

n∑
i=1

∥Txi∥ 6 C sup

{ n∑
i=1

|x∗(xi)| : ∥x∗∥ 6 1, x∗ ∈ X∗
}
.

更一般地, 对于 1 6 p < ∞, 如果存在常数 C 使得对于 X 中的任意序列 (xi)
n
i=1, 有( n∑

i=1

∥Txi∥p
)1/p

6 C sup

{( n∑
i=1

|x∗(xi)|p
)1/p

: ∥x∗∥ 6 1, x∗ ∈ X∗
}
,

则 T 被称为 p- 可和的. 很显然, 1- 可和就是绝对可和.

定理 3.1 (Pietsch 分解定理) 设 Banach 空间 X 是 C(K) 空间的一个子空间, 其中 K 是紧

Hausdorff 空间. 从 X 到 Banach 空间 Y 的有界线性算子 T 是 p- 可和的 (1 6 p < ∞) 当且仅当存在

K 上的正则概率测度 µ 和常数 C 使得对于 X 中的所有元素 x, 有

∥Tx∥ 6 C

(∫
K

|x(t)|pdµ(t)

)1/p

.

Pietsch 分解定理也可以用交换图的语言进行表述. 设 T 是从 X 到 Banach 空间 Y 的有界线性

算子, 则 T 是 p- 可和算子 (1 6 p < ∞) 当且仅当存在正则概率测度 µ 和有界线性算子 S 使得下图

交换:

X
T−−−→ YyiX

xS

iX(X)
jp|iX (X)−−−−−→ Yp

∩ ∩

C(K)
jp−−−→ Lp(µ),

其中 Yp = jp(iX(X)), iX : X → C(K) 是从 X 到 C(K) 的一个线性等距嵌入, jp 是从 C(K) 到 Lp(µ)

的包含映射.

从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的有界线性算子 T 被称为 p- 可积算子 (1 6 p 6 ∞) 当且

仅当存在有界线性算子 A 和 B 及正则概率测度 µ 使得下图交换:

X
T−−−→ Y

JY−−−−→ Y ∗∗yB xA

L∞(µ)
ip−−−−−−−−→ Lp(µ),

其中 ip 是从 L∞(µ) 到 Lp(µ) 的包含映射, 而 JY 是空间 Y 到 Y ∗∗ 的经典等距嵌入.

从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的有界线性算子 T 被称为 p- 核算子 (1 6 p 6 ∞) 当且仅

当 T 能够被表示为 T =
∑

j x
∗
j ⊗ yj , 其中 (x∗

j )j ∈ X∗ 和 (yj)j ∈ Y 满足 Np((x∗
j )j , (yj)j) < ∞, 这里

Np((x∗
j )j , (yj)j) =

(∑
j

∥x∗
j∥
)(

sup
j

∥yj∥
)
, p = 1,

Np((x∗
j )j , (yj)j) =

(∑
j

∥x∗
j∥p

) 1
p

sup
y∗∈BY ∗

(∑
j

|⟨y∗, yj⟩|p
∗
) 1

p∗

, 1 < p < ∞,
1

p
+

1

p∗
= 1,
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Np((x∗
j )j , (yj)j) =

(
sup
j

∥x∗
j∥
)

sup
y∗∈BY ∗

∑
j

|⟨y∗, yj⟩|, p = ∞.

同样, T 是 p- 核算子等价于存在 a : ℓp → Y 和 b : X → ℓ∞ 及 λ ∈ ℓp 使得下图交换:

X
u−−→ Yyb xa

ℓ∞
Mλ−−−→ ℓp,

其中 Mλ : ℓ∞ → ℓp 是一个对角线算子. 从以上的结论我们不难看出, 经典的算子分解理论都是将给

定的算子分解为 Lp 甚至是 ℓp 上定义的算子, 因为在这些空间上, 我们拥有的工具较多, 处理起来相

对容易. 更广泛地, 自反空间的性质比一般的 Banach 空间好得多, 尤其是需要考虑弱 ∗ 拓扑及共轭
算子的时候. 所以在什么情形下能够将给定算子通过自反空间进行分解就成为一个自然的问题. 1974

年, Davis 等 [3] 证明了任意一个弱紧算子都能够通过一个自反空间进行分解. 这个定理成为算子分解

理论的一个现代经典, 自发表起就被广泛引用.

定理 3.2 [3] 设 T 是从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的有界线性算子, 则 T 是弱紧算子当

且仅当 T 可通过某个自反空间分解, 即存在自反空间 Z 以及有界线性算子 A 和 B 使得下图交换:

X
T−−−→ Y

↘ B ↗ A

Z .

1976 年, Johnson [37] 证明了如下定理:

定理 3.3 [37] 设 T 是从 Banach 空间 X 到 Lp (2 < p < ∞) 的有界线性算子, ip,2 是从 Lp 到 L2

的包含映射, 则 ip,2T 是紧算子当且仅当 T 可通过 ℓp 分解, 即存在有界线性算子 A 和 B 使得下图

交换:

X
T−−−→ Lp

↘ B ↗ A

ℓp .

Lp 空间上算子的分解理论是算子分解理论中最基本的,其中一个重要的问题就是 Lp 空间上的算

子在什么情形下可以通过 ℓp 空间进行分解. 定理 3.3可以看作是此问题在 1 < p < 2范围内的一个答

案. Johnson 猜测: 如果 2 < p < ∞, 定义在 Lp 空间上的有界线性算子 T 可通过 ℓp 分解当且仅当 T

具有 p 型 Banach-Saks 性质. 空间 X 上的有界线性算子 T 具有 p 型 Banach-Saks 性质当且仅当存在

常数 λ 使得任意 X 中的标准弱零列都有一个子列 (xi) 满足对于任意的自然数 n, 有∥∥∥∥ n∑
i=1

Txi

∥∥∥∥ 6 λn1/p.

1977 年, Johnson [22] 对上面的猜测给出了部分答案.

定理 3.4 [22] 设 T 是定义在 Lp (2 < p < ∞) 上的有界线性算子, 并且 T 的值域是闭的, 则 T 可

通过 ℓp 分解当且仅当 T 具有 p 型 Banach-Saks 性质.
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1980 年, Johnson [38] 找到了一个反例. 他通过加强条件给出了如下的猜测:

猜想 3.1 [38] 设 T 是定义在 Lp (2 < p < ∞) 上的有界线性算子, 则 T 可通过 ℓp 分解当且仅当

存在常数 C 使得 Lp 中的任意标准弱零列 (xn) 包含一个子列 (xnk
) 满足∥∥∥∥T(∑

akxnk

)∥∥∥∥ 6 C

(∑
|ak|p

)1/p

, ∀ (ak) ⊂ R.

这个猜测直到 2006 年才由 Zheng [39] 给出了反例. 在文献 [39] 中, Zheng 给出了可通过 ℓp 分解

的定义在 Lp (2 < p < ∞) 上的有界线性算子的特征.

定理 3.5 [39] 设 T 是定义在 Lp (2 < p < ∞) 上的有界线性算子, 则 T 可通过 ℓp 分解当且仅当

存在常数 C 使得 Lp 中的任意标准弱零树都包含一根枝条 (xk) 满足∥∥∥∥T(∑
akxk

)∥∥∥∥ 6 C

(∑
|ak|p

)1/p

, ∀ (ak) ⊂ R.

这个定理同时也告诉我们,对于 Lp 上的算子,弱零树的条件要严格强于弱零列的条件.通过对 Lp

子空间结构的进一步研究, Zheng [39] 得到了定义在 Lp 子空间上的算子分解的相关结论.

定理 3.6 [39] 设 X 是 Lp (2 < p < ∞) 的子空间, T 是定义在 X 上的有界线性算子, 则 T 可通

过 ℓp 的某个子空间进行分解当且仅当存在常数 C 使得 X 中的任意标准弱零树都包含一根枝条 (xk)

满足 ∥∥∥∥T(∑
akxk

)∥∥∥∥ 6 C

(∑
|ak|p

)1/p

, ∀ (ak) ⊂ R.

在定理 3.6中,如果令 T 为 X 到 Lp 的恒等嵌入,则得到 Lp 的子空间线性嵌入到 ℓp 的另一个刻

画, 即 Lp (2 < p < ∞)的子空间 X 线性嵌入到 ℓp 当且仅当存在常数 C 使得 X 中的任意标准弱零树

都包含一根枝条 (xk) 满足 ∥∥∥∥∑ akxk

∥∥∥∥ 6 C

(∑
|ak|p

)1/p

, ∀ (ak) ⊂ R.

在 p = ∞ 的情形下, 有下面相应的结果.

定理 3.7 [39] 设 X 是一个 Banach 空间满足 X∗ 可分, T 是定义在 X 上的有界线性算子, 则 T

可通过 c0 的某个子空间进行分解当且仅当存在常数 C 使得 X 中的任意标准弱零树都包含一根枝条

(xk) 满足 ∥∥∥∥T(∑
akxk

)∥∥∥∥ 6 C sup{|ak|}, ∀ (ak) ⊂ R.

同样地, 如果在定理 3.7 中令 T 为 X 上的恒等算子, 则得到可线性嵌入到 c0 的 Banach 空间的

特征: 设 X 是一个 Banach 空间满足 X∗ 可分, X 线性嵌入到 c0 当且仅当存在常数 C 使得 X 中的

任意标准弱零树都包含一根枝条 (xk) 满足∥∥∥∥∑ akxk

∥∥∥∥ 6 C sup{|ak|}, ∀ (ak) ⊂ R.

定义 3.1 Banach 空间 X 的一列有限维子空间 (En) 被称为 X 的有限维分解, 如果 X 中的任

意元素 x 都能够被唯一地表示为如下的收敛级数:

x =
∞∑

n=1

xn, xn ∈ En, ∀n ∈ N.
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当所有的 En都是一维空间时,我们得到的实际上就是一组 Schauder基.如果存在常数 1 6 C < ∞
和 1 6 p 6 ∞ 使得对于任意的自然数 m 和 (En)n>m 的所有块状基 (xn), 有

C−1

( m∑
n=1

∥xn∥p
)1/p

6
∥∥∥∥ m∑

n=1

xn

∥∥∥∥ 6 C

( m∑
n=1

∥xn∥p
)1/p

,

则 (En) 被称为渐进 ℓp 有限维分解. 更一般地, 如果存在常数 1 6 C < ∞ 和 1 6 q 6 p 6 ∞ 使得对于
任意的自然数 m 和 (En)n>m 的所有块状基 (xn), 有

C−1

( m∑
n=1

∥xn∥p
)1/p

6
∥∥∥∥ m∑

n=1

xn

∥∥∥∥ 6 C

( m∑
n=1

∥xn∥q
)1/q

,

则 (En) 被称为渐进 (ℓp, ℓq) 有限维分解. Banach 空间 X 被称为渐进 ℓp 空间当且仅当存在常数

1 6 C < ∞ 使得对于所有的自然数 n, ∃Y1 ∈ cof(X), ∀ y1 ∈ SY1 , . . . ,∃Yn ∈ cof(X), ∀ yn ∈ SYn 满足

(yi)
n
i=1 与 ℓp 的标准单位基 C- 等价, 其中 cof(X) 是 X 的全体有限余维空间. 很明显, 如果 X 具有一

组渐进 ℓp 有限维分解, 则 X 就是一个渐进 ℓp 空间.

定义 3.2 设 [N]6k 是由所有势不超过 k 的自然数子集所构成的集合.假定 X 是一个 Banach空

间. 如果 X 单位球面的子集 (xA)A∈[N]6k ⊂ SX 满足对于任意的 A ∈ [N]<k, (xA∪{n})n∈N 都是弱零列,

那么 (xA)A∈[N]<ω 被称为高度 k 的标准弱零树. 令 (mn)kn=1 为严格递增的自然数列. 对于任意的自然

数 n 6 k, 记 An = {m1,m2, . . . ,mn}, 则 (xAn)kn=1 被称为弱零树的一根枝条.

定义 3.3 设 1 6 p 6 ∞. 如果存在常数 1 6 C < ∞ 使得对于任意的自然数 k, X 中所有高度 k

的标准弱零树都包含一根枝条 (xi)
k
i=1 满足∥∥∥∥ k∑
i=1

aixi

∥∥∥∥ > C−1

( k∑
i=1

|ai|p
)1/p

,

则 Banach 空间 X 具有渐进下 ℓp 树估计.

定义 3.4 设 1 6 q 6 ∞, T 是定义在 Banach 空间 X 上的有界线性算子. 如果存在常数

1 6 C < ∞ 使得对于任意的自然数 k, X 中所有高度 k 的标准弱零树都包含一根枝条 (xi)
k
i=1 满足∥∥∥∥ k∑

i=1

T (aixi)

∥∥∥∥ 6 C

( k∑
i=1

|ai|q
)1/q

,

则 T 具有渐进上 ℓq 树估计.

2008 年, Zheng [40] 证明了如下的算子分解定理:

定理 3.8 [40] 令 1 < q < r < p < ∞. 设 X 是一个具有下 ℓq 树估计的可分自反空间. 如果定义在

X 上的有界线性算子 T 满足渐进上 ℓp 树估计, 则存在一列有限维空间 (Fn) 使得 T 可通过 (
∑

Fn)ℓr

的某个子空间进行分解.

这个定理的意义在于将渐进 ℓp 估计转化为 ℓr 估计, 而 ℓr 估计相对容易处理. 同时, 定理 3.8 的

一个重要推论如下:

定理 3.9 [40] 令 1 < q < p < ∞. 设 X 是一个具有下 ℓq 树估计的可分自反空间. 如果定义在 X

上的有界线性算子 T 满足渐进上 ℓp 树估计, 则 T 可通过某个具有 (ℓp, ℓq) 有限维分解的空间的子空

间进行分解.

上述定理无法告诉我们当 p = q 时的情形. 通过结合 Johnson [37] 和 Odell 等 [41] 的相关结论,

Zheng 进一步得到如下定理:
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定理 3.10 [40] 令 2 < p < ∞. 设 X 是一个可分自反的渐进 ℓp 空间. 如果从 X 到 Lp 的有界线

性算子 T 满足渐进上 ℓp 树估计, 则 T 可通过 ℓp 进行分解.

非常有意思的是, 如果在定理 3.10 中令 X 为 Lp 的子空间, 令 T 为 X 上的恒等算子, 则得到 X

与 ℓp 线性同胚. 也就是说, 当 2 < p < ∞ 时, Lp 的渐进 ℓp 子空间必定与 ℓp 线性同胚.

前面曾经提到, Rosenthal空间 Xp 是 Lp 的第一个非平凡的可补子空间. 因此, 找出定义在 Lp 上

的算子可通过 Xp 或者 Xp 的子空间进行分解的特征就成为算子分解理论一个重要的问题. 因为 Xp

是 ℓp ⊕ ℓ2 的子空间, 所以更好地了解 ℓp ⊕ ℓ2 的性质将对问题的解决有着很大的帮助. 而从上面一系

列 Lp 上算子的分解定理来看, 某种弱零树的条件应该是比较自然的选择.

定义 3.5 [40] 设 T 是定义在 Lp (2 < p < ∞) 上的有界线性算子. 如果存在常数 1 6 C < ∞ 使
得 X 中所有的标准弱零树都包含一根枝条 (xi)

k
i=1 满足∥∥∥∥ k∑

i=1

T (aixi)

∥∥∥∥ 6 C max

{( k∑
i=1

|ai|p
)1/p

,

∥∥∥∥∑ aixi

∥∥∥∥
2

}
,

其中 ∥ · ∥2 代表函数的 L2 范数, 则称 T 具有上 ℓq ⊕ ℓ2 树估计.

运用 Banach 空间的经典手段和上述定理中成熟的方法, Zheng [42] 证明了下面的结果:

定理 3.11 [42] 设 T : Lp → Lp (2 < p < ∞)是一个有界线性算子. 如果 T 满足上 ℓq ⊕ ℓ2 树估计,

则 T 可通过 ℓq ⊕ ℓ2 的某个子空间进行分解.

反过来, 定理 3.11 的逆定理是否成立? 在相当长的时间里, 作者一直都认为答案是肯定的, 因为

之前所有的可通过 ℓp 子空间分解的定理都是在类似的条件之下, 而且定理 3.11 也告诉我们上 ℓq ⊕ ℓ2

树估计是必要条件. 这个问题的答案直到 2017 年才由 Zheng [42] 给出了第一个反例. 这个反例的构造

需要下面的定理:

定理 3.12 [42] 记 (en,i)
∞
i=1 为 Zp = (

∑∞
n=1 ℓ2)ℓp (2 < p < ∞)中第 n个 ℓ2 空间的标准单位基.令

T : Zp → Zp 满足 T (en,i) = λnen,i, 其中 (λn) 是一列递减趋于零的正数, 则 T 可通过 ℓp ⊕ ℓ2 的某个

子空间进行分解当且仅当
∑∞

n=1 λ
2p

p−2
n < ∞.

Johnson 和 Odell [28] 在 1981 年证明了任意从 Lp (2 < p < ∞) 到 ℓp ⊕ ℓ2 的有界线性算子都可以

通过 Xp 空间分解. 因此,定理 3.12中的算子实际上可以通过 Xp 进行分解. 通过将 Zp 适当地可补嵌

入到 Lp, 我们可以构造出 Lp 上的诱导算子 T̃ , 使得 T̃ 可通过 Xp 进行分解但是不满足上 ℓp ⊕ ℓ2 树

估计. 那么什么条件才能保证 Lp (2 < p < ∞) 上的算子可通过 Xp 进行分解? 这里需要另外一个概

念—Lp 空间的密度变换.

定义 3.6 Lp 空间的密度变换是一个正值函数 g ∈ L1(dm),满足
∫
gdm = 1. 这样的函数 g 诱导

出从 Lp(dm) 到 Lp(gdm) 的一个自然等距 ϕ 使得

ϕ(f) = g−1/pf.

设 T 是 Lp(dm) 上的有界线性算子. 定义 T 的诱导算子如下:

T̃ = ϕTϕ−1 : Lp(gdm) → Lp(gdm).

定理 3.13 [42] 设 T 是 Lp (2 < p < ∞)空间上的有界线性算子, 则 T 可通过 ℓp ⊕ ℓ2 空间的某个

子空间进行分解当且仅当存在 Lp 的一个密度变换使得其诱导算子 T̃ 具有上 ℓp ⊕ ℓ2 树估计.

接下来提供另一类保证 Lp (2 < p < ∞) 上的算子可通过 Xp 进行分解的充分条件. 这里要用到

严格奇异算子的概念. 我们知道空间 X 上的一个有界线性算子 T 是严格奇异的当且仅当 T 限制在
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X 的任意无穷维子空间上都不是线性同胚. 设 Z 是一个 Banach 空间. 如果 T 限制在任意与 Z 线性

同胚的 X 的子空间上都不是线性同胚, 则称 T 是 Z- 严格奇异算子. Z- 严格奇异算子可以被用来刻

画经典 Banach 空间上算子空间中的极大理想. 例如, Gohberg 等 [43] 在 1960 年证明了当 X 等于 ℓp

(1 6 p < ∞) 或者 c0 时, 严格奇异算子构成 L(X) 中的唯一极大理想. Chen 等 [44] 在 2011 年证明了

Zp- 严格奇异算子构成 L(Zp) 中的唯一极大理想, Dosev 等 [45] 在 2013 年证明了 Lp (1 6 p < ∞)- 严

格奇异算子构成了 L(Lp) 中的唯一极大理想. 对这类问题感兴趣的读者可参见文献 [46–50].

我们不难看出, 任意可通过 Xp (2 < p < ∞) 空间进行分解的有界线性算子都是 Zp- 严格奇异的.

Zheng [42] 在 2017 年得到的定理告诉我们 Lp 上的闭 Zp- 严格奇异算子可通过 ℓp ⊕ ℓ2 的某个子空间

进行分解.

定理 3.14 [42] 设 T 是从 Lp (2 < p < ∞) 空间的子空间 X 到 Lp 的有界线性算子. 如果 T 是闭

Zp- 严格奇异算子, 则 T 可通过 ℓp ⊕ ℓ2 空间的某个子空间进行分解.

在定理 3.14 中令 T 为 X 上的恒等算子, 我们在 Lp 子空间的范畴内得到了可嵌入到 ℓp ⊕ ℓ2 的

特征 (定理 2.11). 当 X = Lp 时, T 可通过 Xp 进行分解. 如果 T 是 Lp 到 Lp 的可补子空间的投影,

则定理 3.14 给出了可线性嵌入到 Xp 的 Lp 可补子空间的刻画. 值得注意的是, 定理中要求 T 是闭算

子, 这个条件不能够被简单地去掉, 因为存在 Lp (2 < p < ∞) 上的 Zp- 严格奇异算子不能通过 Xp 进

行分解. 事实上, 根据定理 3.12, 可以得到下面的结果:

定理 3.15 [42] 设 T 是 Zp (2 < p < ∞) 上的有界线性算子满足 T (en,i) = λnen,i, 其中 (λn) 是一

列递减趋于零的正数. 如果
∑∞

n=1 λ
2p

p−2
n = ∞, 则 T 是 ℓp- 严格奇异的, 但不能通过 Xp 分解.

注意到一个简单的事实, ℓp- 严格奇异算子是 Zp- 严格奇异的. 定理 3.15 给出一类不能通过 Xp

进行分解的 Zp- 严格奇异算子. 因为 Zp 是 Lp 的可补子空间, 所以, 这类算子的定义域可以被延拓到

整个 Lp 空间.

4 尚未解决的问题

在定理 2.4 中, 我们得到了可线性嵌入到具有收缩无条件基的 Banach 空间的特征. 在更一般的

情形下, 下面的问题仍然没有解决:

问题 4.1 满足什么条件的 Banach 空间可以线性嵌入到具有无条件基的空间?

Banach 空间的无条件基如果不是收缩的, 那么这个空间必然包含一个与 ℓ1 线性同胚的子空间.

而 ℓ1 本身就具有无条件基, 因此解决问题 4.1 的一个重要步骤就是解决下面的问题:

问题 4.2 满足什么条件的 Banach 空间可以线性嵌入到 ℓ1?

类似于对 Lp (1 < p < ∞) 中可嵌入到 ℓp 空间的刻画, 问题 4.2 的一个重要子问题如下:

问题 4.3 满足什么条件的 L1 子空间可以线性嵌入到 ℓ1?

因为在 ℓ1 空间里不存在标准弱零列,所以不能考虑弱零树的条件. Rosendal [51] 在 2009年系统地

研究了无穷渐进博弈. 设 A 为 Banach 空间 X 中一族单位序列构成的集合. 博弈的规则如下: 玩家一

选取 X 的一个有限余维空间 X1, 玩家二选取空间 X1 中的单位向量 x1; 玩家一再次选取 X 的一个

有限余维空间 X2, 玩家二选取空间 X2 中的单位向量 x2; . . .; 游戏一直如此无限的重复下去. 我们说

玩家一拥有关于 A 的制胜策略, 如果他能够迫使玩家二所选取的序列 (xi) 永远落在集合 A 里. 如果

A 是由 Banach 空间 X 中所有等价于 ℓ1 标准单位基的序列构成, 而玩家一拥有关于 A 的制胜策略,

则称空间 X 拥有关于 ℓ1 的制胜策略. 让人失望的是, 存在 L1 的子空间拥有关于 ℓ1 的制胜策略, 但
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却不能线性嵌入到 ℓ1. 所以需要加上额外的条件.

问题 4.4 假设 L1 的子空间 X 具有有界完备基并且拥有关于 ℓ1 的制胜策略, 则 X 是否可以

线性嵌入到 ℓ1?

问题 4.5 假设 L1 的子空间 X 具有可分对偶空间并且拥有关于 ℓ1 的制胜策略, 则 X 是否可

以线性嵌入到 ℓ1?

Banach 空间的一组 Schauder 基 (en) 被称为是弥散基, 如果 (en) 与它的任意子列都是等价的.

2018 年, Freeman 等 [52] 对条件弥散基进行了系统的研究, 证明了具有条件弥散基的空间和 James 空

间非常相似. 一个自然的问题如下:

问题 4.6 具有什么性质的 Banach 空间可以线性嵌入到具有条件弥散基的空间?

设 (en) 为 Banach 空间 X 的一组 Schauder 基. (xk) 被称为关于 (en) 的跳跃块状基, 如果存在自

然数列 (mk) 满足 mk < mk+1 − 1, 使得

xk =

mk+1−2∑
n=mk

anen, ∀ k ∈ N.

如果 (en) 的所有单位跳跃块状基都是无条件的, 那么 (en) 就称为跳跃无条件基. 在文献 [52] 中, 任意

具有条件弥散基的空间都被证明具有一组跳跃无条件基.

问题 4.7 如果 Banach 空间 X 具有一组无条件跳跃基, 那么 X 是否可以线性嵌入到具有条件

弥散基的空间?

因为所有具有条件弥散基的空间都是拟自反的 (参见文献 [52]), 所以有下面进一步的问题:

问题 4.8 如果拟自反的 Banach 空间 X 具有一组无条件跳跃基, 那么 X 是否可以线性嵌入到

具有条件弥散基的空间?

前面提到 Zheng [42] 在 2017 年证明了 Lp (2 < p < ∞) 上闭的 Zp- 严格奇异算子可以通过 Xp 进

行分解, 但是存在非闭的 Zp-严格奇异算子不能通过 Xp 进行分解. 那么, 是否可以用可通过 Xp 进行

分解的算子来逼近 Zp- 严格奇异算子?

问题 4.9 给定 ϵ > 0及 Lp (2 < p < ∞)上的 Zp-严格奇异算子 T . 是否存在一个可通过 Xp 分

解的有界线性算子 S 满足 ∥T − S∥ < ϵ?

与问题 4.9 相关联的是关于 L(Lp) 中理想的结构问题:

问题 4.10 记 ΓXp (2 < p < ∞) 为 Lp 上的可通过 Xp 分解的算子的全体, 那么 ΓXp 是否是

L(Lp) 中的一个闭理想?

Tylli 猜测: 是否 Lp (1 < p ̸= 2 < ∞) 上的 ℓp- 严格奇异算子可以用可通过 ℓ2 分解的算子逼近?

2008 年, Johnson 和 Schechtman [53] 证明了 Tylli 猜测不成立. 相应地, 他们证明了弱化的 Tylli 猜测.

具体来说, 他们证明了, 如果 T 是 Lp (1 < p ̸= 2 < ∞) 上的 ℓp- 严格奇异算子以及 J : Lp → ℓ∞ 是一

个线性等距嵌入, 则 JT 可以用可通过 ℓ2 分解的算子逼近. 对于 Zp- 严格奇异算子, 我们有如下相对

应的问题:

问题 4.11 如果 T 是 Lp (2 < p < ∞) 上的 Zp- 严格奇异算子以及 J : Lp → ℓ∞ 是一个线性等

距嵌入, 那么 JT 是否可以用可通过 Xp 分解的算子逼近?

一个形式上简单一点的问题是考虑 Zp 空间上的算子.

问题 4.12 给定 ϵ > 0 及 Zp (2 < p < ∞) 上的 Zp- 严格奇异算子 T . 是否存在一个可通过 Xp

分解的有界线性算子 S 满足 ∥T − S∥ < ϵ?
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Abstract Embedding theory is one of the most important topics in the geometry of Banach spaces and factor-
izations of operators are the natural extensions. In this paper, we will first systematically introduce the historical
results on isomorphic theory and present some of the recent progress in this direction. Then we will discuss related
results about factorizations of operators. Interesting open problems will be listed at the end of the paper.

Keywords isomorphic embedding, isomorphism, factorization of operators, Schauder basis, unconditional

basis

MSC(2010) 46B03, 46B20

doi: 10.1360/SSM-2020-0152

1938

https://doi.org/10.4064/sm176-2-5
https://doi.org/10.4064/sm185-1-6
https://doi.org/10.1093/qmath/ham026
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2017.04.007
https://doi.org/10.4064/sm206-2-5
https://www.ams.org/journals/jams/2013-26-01/S0894-0347-2012-00748-6/home.html
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2012.03.011
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2012.03.011
https://doi.org/10.1112/jlms/jdr083
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-2014-11903-4
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-2014-11903-4
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2013.11.066
https://doi.org/10.5802/aif.2467
https://doi.org/10.1090/tran/7189
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download;jsessionid=2BAB0D725FDDDC0CF819EF4DC0419246?doi=10.1.1.145.8921&rep=rep1&type=pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download;jsessionid=2BAB0D725FDDDC0CF819EF4DC0419246?doi=10.1.1.145.8921&rep=rep1&type=pdf

	引言
	线性嵌入与弱零树
	算子分解理论
	尚未解决的问题

