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sinc函数加权圆弧形恒定束宽阵列∗

冯雪磊† 蒋令闻 张崇丙 李晓伟

(中国船舶科学研究中心 深海载人装备国家重点实验室 无锡 214082)

摘要 加权函数对于圆弧形恒定束宽阵列的性能至关重要，因此分析了圆弧形恒定束宽阵列的加权函数的特

性，并提出了 sinc函数加权方法。分别对窄覆盖 sinc函数加权阵列和宽覆盖 sinc函数加权阵列的波束特性进
行数值分析，验证其恒定束宽的波束特性。结果表明，sinc函数加权阵列在工作频率范围内产生近似不随频率
变化的波束。此外，还与多种已有的圆弧形恒定束宽阵列进行对比分析，包括Legendre函数加权阵列、余弦函
数加权阵列、Chebyshev多项式加权阵列等。结果表明，相较于已有的阵列，sinc函数加权阵列具有更低的低
频截止频率，因而对应更大的工作频率范围。
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Constant-beamwidth circular-arc line array using sinc-function array shading
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Abstract Shading function is critical to the performance capability of a constant-beamwidth array and is
therefore analyzed theoretically and the sinc-function shading is then derived. A sinc-function-shaded narrow-
arc array and broad-arc array are analyzed, and their constant-beamwidth performance capabilities are verified.
The results indicate that the beam patterns vary little with frequency above the cutoff frequencies. Several ex-
iting constant-beamwidth circular-arc arrays are analyzed for comparison, including Legendre-function-shaded
array, cosine-shaded array, Chebyshev-polynomials-shaded array, etc. The results indicate that the lower
bandwidth limitation for sinc-function-shaded array is lower than those for exiting constant-beamwidth arrays,
corresponding to a wider operating bandwidth.
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1 引言

圆弧形换能器阵列是声学领域常用的阵列。为

了不失真地处理宽带声学信号或者实现声场的均

匀覆盖，通常要求声学换能器阵列在一定频率范围

内具有不随频率变化的恒定波束特性 [1]。常用的声

学换能器阵列通常可以采用数字信号处理方法实

现恒定束宽，这种方法具有非常优越的性能 [2−3]。

但是这种方法通常是将宽频带分为若干个窄带，在

每个窄带中采用优化算法实现所需的波束，这就使

得阵列中阵元的权重都是随频率变化的复杂函数，

增加了计算的复杂度。

美国海军研究实验室的研究人员提出了基于

Legendre函数加权的球冠形恒定束宽换能器 (Con-
stant beamwidth transducer, CBT)阵列 [4−5]，此

后Keele[6]将球冠形CBT阵列推广到圆弧形阵列。
圆弧形CBT阵列可以利用不随频率变化的简单阵
元权重，实现宽频带的近似恒定束宽的波束特性。

此外，Keele还制造了圆弧形CBT阵列的原型样机，
并通过实验验证了圆弧形CBT阵列的波束特性。
然而圆弧形CBT阵列的理论研究较少，因此多采
用Legendre函数加权这一种加权方法，直到最近，
Taylor等 [7]才提出了圆弧形恒定束宽阵列的初步

理论框架，并提出了多种其他加权方式。本文基于

Taylor和Keele的工作，分析圆弧形恒定束宽阵列
的波束特性，并提出 sinc函数加权方法。

2 圆弧形恒定束宽阵列

圆弧形恒定束宽阵列的分析方法主要是基于

Taylor和Keele的工作 [7]，但是本文所采用的公式

略有不同，这里主要列举不同之处和最终的公式，详

细的推导和分析参考文献 [7]。圆弧形阵列的几何结
构如图 1所示，其中黑色粗圆弧表示阵列的有效部
分。自由空间中阵列位于x-O-y平面，且阵列圆心
位于坐标原点O。设Q为圆弧形阵列上的任意一点，

P为自由空间中的接收点，P ′为P在x-O-z平面的
投影。设α(−π 6 α 6 π)为x轴正方向与OQ的夹

角，θ(−π 6 θ 6 π)为OP与x-O-z平面的夹角 (即
OP与OP ′ 的夹角)，φ(−π/2 6 ϕ 6 π/2)为OP ′与

x轴正方向的夹角。假定接收点P位于远场，且满

足远场条件 r ≫ r0，其中 r为P到原点O的距离，r0

为圆弧形阵列的半径，推得接收点P处的声压为 [8]

p(θ) =
e−jkr

r

∫ π
−π

A(α)exp [jkr0G (φ, θ, α)] r0dα,

(1)

其中，G (φ, θ, α) = cosφ cos θ cosα + sin θ sinα，

A(α)为与频率无关的阵元加权函数，k为波数，

j =
√
−1。

通常情况下，所需的波束是关于轴向对称的，

并假定x轴是圆弧形阵列波束的轴向，因此可以假

定A (α)为偶函数，这样可以将A (α)展开为余弦

Fourier级数：

A(α) =

∞∑
n=0

an cos (nα). (2)

此外多数情况下，相对于圆弧形阵列在其他平

面的波束，对圆弧形阵列所在平面 (即x-O-y平面)
的波束特性更感兴趣，此时有φ = 0。将φ = 0和

式 (2)代入式 (1)可以将积分项积出，然后通过简单
的运算得到

p(θ) = 2πr0
e−jkr

r

∞∑
n=0

anjnJn (kr0) cos (nθ), (3)

其中，Jn(x)为n阶Bessel函数。
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图 1 圆弧形阵列

Fig. 1 Geometry of a circular-arc array

注意到当x ≫ n时Bessel函数Jn(x)具有大宗

量近似形式：Jn(x) ≈
√
2/(πx) cos(x−nπ/2−π/4)，

因此考虑kr0 ≫ n情况下，在式 (3)中采用Jn(x)的

近似式，得到

p(θ) =

√
8πr0
k

e−jkr

r

∞∑
n=0

anjn cos
(
kr0 −

nπ

2
− π

4

)
× cos (nθ) . (4)
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可以将A(α)分为奇数项部分和偶数项部分，即

A (α) = Ao(α) +Ae(α)，其中

Ao(α) =
∑

n为奇数

an cos (nα),

Ae(α) =
∑

n为偶数

an cos (nα),

代入式 (4)推得

|p(θ)|2 =
8πr0
kr2

[
A2

e(θ) cos2
(
kr0 −

π

4

)
+A2

o(θ) sin2
(
kr0 −

π

4

)]
, (5)

不 难 发 现 当 |Ao(θ)| = |Ae (θ)|(即 |Ao(α)| =

|Ae(α)|)时，p (θ)的幅度与频率无关，即波束形

状与频率无关。

考虑Ae(α)和Ao(α)的对称性： Ae(α)关于

α = π/2偶对称，即Ae (π− α) = Ae (α)；Ao(α)

关于α = π/2奇对称，即Ao (π− α) = −Ao(α)。这

样不难发现，在满足条件 |Ao(α)| = |Ae(α)|的情况
下，A(α)和A (π− α)中最多只有一个为非零。考

虑到通常希望波束主瓣出现在 θ = 0附近，因此

可以取

A(α) =

f(α), |α| 6 α0,

0, |α| > α0,
(6)

其中，0 < α0 6 π/2，f(α)为待定偶函数。从式 (6)
可以看出，阵列仅在 |α| 6 α0范围内有效，如图 1
所示。

综上所述，可以总结出圆弧形恒定束宽阵列加

权函数A(α)的两条准则：(1)加权函数A(α)为偶函

数，并且具有式 (6)的形式；(2)工作频率足够高，使
得高频近似条件kr0 ≫ n对于式 (2)中不可忽略的
项都能满足，并且式 (4)中采用的近似具有足够高
的精度。值得注意的是，准则 (2)决定了恒定束宽阵
列工作频率的下限，即截止频率。

3 优化加权函数

3.1 sinc加权函数
加权函数A(α)的构造对于圆弧形恒定束宽阵

列的性能至关重要，根据上文总结的准则 (2)，考
虑到式 (5)的近似条件，为了使圆弧形恒定束宽
阵列具有良好的波束特性，加权函数A(α)的余弦

Fourier级数的能量应当集中在低阶项，而高阶项可

以忽略。这样可以定义整数N，使得当n > N时，

式 (2)中的an可以忽略。根据前面的分析，显然为

了尽可能降低截止频率以提高工作带宽，所选择的

加权函数A(α)的Fourier频谱应在n = N附近迅

速下降，而这对应数字信号处理领域的低通滤波器

的冲击响应函数。注意到理想低通滤波器的频谱在

截止频率n = N处具有最快的下降速度，因此可以

选择函数 f(α)为理想低通滤波器的单位冲击响应，

即 sinc函数。为了避免旁瓣，可以取

f(α) = sinc α

α0
, (7)

其中， sinc(x)为归一化 sinc函数， 即x ̸= 0时

sinc(x) = sin(πx)/(πx)，x = 0时 sinc(x) = 1。此时

加权函数A(α)为在零点截断的 sinc函数的主瓣。

3.2 截止频率

截止频率是恒定束宽阵列的重要参数，截

止频率越低，对应的工作频率范围越大。这里

采用Rogers和van Buren[5]提出的方法进行分析。

Rogers和van Buren提出，对于CBT阵列，考虑a2n

为α0的函数，当n 6 N时a2n 取得极大值，N为满

足这一条件的最大正整数。由式 (2)可见，an可由
A(α)的逆Fourier积分得到

an =
2

π

∫ α0

0

A(α) cos (nα)dα, n > 0, (8)

n = 0的情况下只是积分号前的系数改为1/π，因此

不再赘述。对于权函数 A(α)，即满足式 (6)和式 (7)，
推得

∂a2n
∂α0

=
4

π
anf (α0) cos (nα0) = 0, (9)

即a2n总是为极值。为了判断a2n取得极大值还是极

小值，需要检验a2n的二阶导数，得到

∂2a2n
∂α2

0

=
4

π
anf

′ (α0) cos (nα0) , (10)

其中，f ′(x) = df(x)/dx。对于本文提出的 sinc加权
函数，显然有 f ′ (α0) < 0。这样有N = ⌊π/(2α0)⌋，
其中 ⌊x⌋为不大于x的最大整数。此时，当n 6 N

时，在区间 [0, α0]内有 cos(nα) > 0，因而根据式 (8)
得到an > 0，因此∂2a2n/∂α

2
0 < 0，a2n取得极大值。

当n = N + 1时，对于式 (7) 给出的 f(α)经数值计

算不难验证有∂2a2n/∂α
2
0 > 0，a2n取得极小值。根据

前面提出的准则 (2)为kr0 ≫ n对于不可忽略的an

均成立，显然有kr0 ≫ N，得到

kl ≫ π, (11)
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其中，l为圆弧形阵列有效部分的弧长，即 l = 2α0r0。

式 (11)给出了一个估计截止频率的粗略方法，同时
式 (11)提示截止频率与kl有关。

4 仿真分析

为了验证本文所提出的 sinc函数加权阵列的
性能，采用Riemann求和来近似式 (1)，分别计
算窄覆盖和宽覆盖连续 sinc函数加权圆弧形恒定
束宽阵列在阵列所在平面的波束特性，如图 2所
示。其中窄覆盖阵列对应α0 = 15◦，宽覆盖阵列

对应α0 = 60◦，计算频率对应的kl的取值范围为

10∼10000。图 2(a)和图 2(b)分别为窄覆盖圆弧形
阵列和宽覆盖圆弧形阵列的三维波束图，由图 2可
见，无论是窄覆盖阵列还是宽覆盖阵列，当kl大于

某一值以后，阵列的指向性具有非常高的一致性，其

波束宽度近似不随频率变化。

进一步计算 sinc函数加权阵列的−6 dB波束
宽度，并且分别与其他圆弧形恒定束宽阵列的波束

宽度进行对比，如图3所示，其中黑色实线为 sinc函
数加权阵列，黑色虚线为Bessel函数加权阵列，黑
色点线为Legendre 函数加权阵列，灰色实线为余
弦函数加权阵列，灰色虚线为Chebyshev多项式加
权阵列。图 3(a)中的窄覆盖阵列均采用α0 = 15◦，

图 3(b)中的宽覆盖阵列均采用α0 = 60◦。由图 3
可见，不同阵列对应的波束宽度不同，这是由于

其加权函数的形状各不相同。Bessel函数加权为
f(α) = J0 (x0α/α0)，其中x0为 J0(x)的最小正零

点，即x0 = 2.405；圆弧形CBT阵列采用的Leg-
endre函数加权为 f(α) = Pv (cosα)，其中Pv (x)为

Legendre函数，且设定阶数 ν使得 α0 为 Pv (cosα)
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图 2 sinc函数加权恒定束宽阵列三维波束图
Fig. 2 Beam patterns (in the plane of the array) of sinc-function-shaded arrays
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Fig. 3 Beamwidths of various constant-beamwidthc arrays
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的最小正零点；Taylor和Keele提出的余弦函数
加权和Chebyshev 多项式加权分别为 f (α) =

cos [(πα)/(2α0)]、f(α) = Tn [2u (α)/u (α0)− 1]，其

中u(α) = 1 + cosα，Tn(x)为n 阶Chebyshev多项
式。由图 3可见，无论是窄覆盖阵列还是宽覆盖阵
列，在高于截止频率时，波束宽度随频率变化均很

小，其中 sinc函数加权阵列的波束宽度变化相对更
小一些。注意到Chebyshev多项式加权阵列对于宽
覆盖阵列有较好的性能，而对于窄覆盖阵列性能较

差，这主要是由于对于较小的α0，Chebyshev多项
式加权函数并不足够集中在α = 0附近。

计算不同阵列的截止频率，如图 4所示。显然，
根据式 (11)无法计算截止频率，因此这里采用一个
可行的截止频率的计算准则：当工作频率高于截

止频率时，阵列的波束宽度与设计波束宽度的偏

差不超过 5%。这里阵列的波束宽度由仿真计算得
到，而设计波束宽度实际上是加权函数A(θ)的波

束宽度 (根据第 2节的分析，当频率足够高时，有
|p(θ)| ∝ |A(θ)|)。对于 sinc函数加权恒定束宽阵列，
−6 dB设计波束宽度约为 1.2α0。由图 4可见，对于
大部分α0，sinc函数加权阵列均具有较低的截止频
率。注意到较低的α0对应较高的截止频率，这是因

为本文采用的波束宽度的计算准则在α0较小时更

为苛刻。此外，图 4中截止频率曲线出现若干不连
续性，这主要是由于波束宽度曲线在截止频率附近

的波动引起的，如图 3所示。还可以进一步计算得
到，对于 sinc函数加权阵列，当kl > 20π时，约90%
的α0情况下工作频率高于截止频率，而当kl > 10π

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
101

102

103

k
l

sinc

Bessel

Legendre

Chebyshev

α0/(O)

图 4 不同阵列的截止频率

Fig. 4 Cutoff frequencies of various constant-
beamwidth circular-arc line arrays

时，约80%的α0情况下工作频率高于截止频率。此

外，由于滤波器设计中常用的窗函数也具有圆弧

形恒定束宽阵列加权函数的性质，因此窗函数也能

作为加权函数。但是通过计算表明，使用多种常见

的窗函数会导致较高的截止频率，并且采用在截断

点 (即α = ±α0)处不为零的窗函数会导致波束的
畸变。

本文采用Riemann求和来近似式 (1)中的积
分，因此计算得到的波束实际上是阵元间距很近

的离散阵列的波束，而为了避免出现栅瓣采用的积

分步长对应的 r0dα为不大于计算频率对应波长的
1/2.5(其中 r0dα为相邻阵元间的弧长，略大于阵元
间距)。

5 结论

本文提出了 sinc加权函数，并对比分析了窄覆
盖和宽覆盖 sinc函数加权阵列和其他函数加权阵
列的波束特性。结果表明，sinc函数加权阵列在工作
频率范围内具有良好的波束一致性。此外还对比分

析了其他多种加权方法，结果表明，sinc函数加权阵
列具有更低的截止频率，对应更大的工作频率范围。
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