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摘要 本文综述了用 “元素的阶之集” 和 “两个阶” (群的阶和元素的阶之集) 刻画有限单群、研究有

限群的工作, 讨论它的相关课题、应用及推广.
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1 引言

群论是数学的重要分支,在数学、物理和化学等领域都有重要的应用. 于 2004年宣布完成的有限

单群分类定理, 是 20 世纪最重要的数学成就之一. 证明时间之长、参与者之众、文章之多和篇幅之大

(15,000多页),在数学史上都是空前的,具有里程碑的意义.通过研究某些给定子群的结构, Burnside于

1899年发表了第一篇分类无限系列单群的论文. (“Group theory is an important branch of mathematics,

and it has important applications in mathematics, physics, chemistry and other fields. The classification

theorem for the finite simple groups, which was completed in 2004, is one of the most important mathe-

matical achievements of the 20th century. In terms of the number of participating researchers, the number

of published papers, and the total length of the proof (more than 15,000 pages), it is unprecedented in the

history of mathematics. The first paper classifying an infinite family of finite simple groups, starting from

a hypothesis on the structure of certain proper subgroups, was published by Burnside in 1899.”)

近年来, 群表示论中 McKay 猜想和 Alperin 猜想等重要课题已经约化为单群和拟单群情形 (参

见文献 [146]), 迫切地需要理解和识别单群更多的性质. 著名群论专家 Solomon [186] 指出: “目前正在

进行的项目是出版一个超过 12 卷的系列书, 以展示有限单群分类定理的完整证明, 预计该项目将于

2025 年完成.” (“The ongoing project to publish a series of more than 12 volumes presenting a complete

proof of this theorem is expected to be completed by 2025.”) (上述两段英文摘自 R. Solomon 于 2020

年 11 月 2 日寄给作者的电子邮件, 也可参见文献 [186]).
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对有限群, 群 G 的阶 |G| 和 G 中元素的阶是两个最基本的数量. 设 G 是有限群, πe(G) 记为 G

中元素的阶的集. 本文作者于 1987 年提出了如下猜想:

猜想 1.1 [165] 设 G是有限群, S为有限单群,则 G ∼= S当且仅当 (1) πe(G) = πe(S); (2) |G| = |S|,
即对所有的有限单群可以仅用群的阶和元素的阶之集 (简称 “两个阶”) 加以刻画.

作者于 1987年向 Thompson教授报告了上述猜想,得到了 Thompson的鼓励和充分肯定. Thomp-

son 在回信中指出: “Good luck with your conjecture about simple groups. I hope you continue to work

on it”, “I like your arguments”, “This would certainly be a nice theorem”. 与此同时, Thompson 1) 2) 在

1987 和 1988 年的两封信中分别提出了如下的问题和猜想 (参见文献 [100, 问题 12.37–12.39]).

定义 1.2 设 G 是有限群, d 为正整数, G(d) = {x ∈ G | xd = 1}. G1 和 G2 称为同阶型群当且

仅当 |G1(d)| = |G2(d)| (d = 1, 2, . . .).

Thompson 问题 (1987) 1) 设 G1 和 G2 为同阶型群, 如果 G1 是可解群, G2 是否也一定可解?

Thompson 在他的信中指出: “The problem arose initially in the study of algebraic number fields,

and is of considerable interest.”

设 G 是有限群, 记 N(G) = {n ∈ Z+ | G 有共轭类 C, |C| = n}, 即 G 的所有共轭类长度的集合.

Thompson 猜想 (1988) 2) 设 G 和 M 是有限群且 N(G) = N(M), 再设 M 为非 Abel 单群而

G 的中心为 1, 则 G 和 M 同构.

本文将对上述猜想 1.1 的证明、Thompson 猜想和 Thompson 问题的解决现状、以及一些相关的

数量与群的问题作一个综述, 涉及其应用和推广, 也包括一些没有解决的问题.

事实上, 猜想 1.1 的提出源于本文作者的硕士学位论文. 该论文研究除单位元外元素的阶均为素

数的有限群 (element prime order group, EPO- 群) [184] 以及元素的阶均为素数幂的有限群 (element

prime power order group, EPPO- 群) [185]. 进一步地, 得到了如下结果 (参见文献 [163]):

定理 1.3 设 G 是有限群, 则 G 同构于 A5 当且仅当 πe(G) = {1, 2, 3, 5}.
段学复先生得知这一结果后, 在给陈重穆教授的信中写道: “很有意思, 有空也要想一想.” 段先生

和陈教授的鼓励促使作者用 “元素的阶之集” 去刻画更多的单群. 而对于不能仅用 “元素的阶之集”

去刻画的单群 (如 A6), 自然想到了加上 “群的阶”, 于是就提出了上述猜想 1.1.

文献 [184] 是以中文发表的文章, 类似的文章在 5 年后发表在 Proceedings of the American Math-

ematical Society [42] 上, 且该文的主要定理有错误. 为此, 作者与其合作者发表了文献 [39], 作为文献

[42] 的一个勘误. 文献 [185] 最初同样是以中文发表的文章, 由于近期受到关注, 因此作者将其译成英

文, 发布在 arXiv 上. 文献 [149] 对文献 [184] 进行了推广, 研究了除一个正规子群外元素都是素数阶

元的有限群. 近期出现在 arXiv上 Lewis的文章 Groups having all elements of a normal subgroup with

prime power order (arXiv:2203.02537v1) 是文献 [185] 的一个推广.

2 有限单群的谱刻画

在仅用元素的阶之集刻画单群 A5 之前, 作者曾用群的阶的素因子个数 |π(G)| 和对 “元素的阶之

集”给出一些限制条件刻画单群 PSL2(7)
[160] 和一些其他单群 (参见文献 [159,161,162,164]). 而从 “元

1) Thompson J G. 1987 年 4 月 22 日给作者的私人信件. 信中提出的问题也见 Khukhro E I, Mazurov V D. Unsolved
problems in group theory. The Kourovka notebook, No. 20. 2022, 12.37, p. 58

2) Thompson J G. 1988 年 1 月 4 日给作者的私人信件. 信中提出的猜想也见 Khukhro E I, Mazurov V D. Unsolved
problems in group theory. The Kourovka notebook, No. 20. 2022, 12.38, p. 59
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素的阶之集” 不难推导出上述的一些限制条件成立, 例如, 文献 [160] 证明如下结论:

定理 2.1 设 G 是满足如下条件的有限群:

(1) |G| 至少包含 3 个不同的素数, 即 |π(G)| > 3;

(2) G 中每个非单位元的阶或为 2 的幂, 或为异于 5 的素数;

则 G 同构于 PSL2(7).

由 πe(G) = {1, 2, 3, 4, 7} (= πe(PSL2(7))) 容易推导出上述条件 (1) 和 (2) 均成立.

文献 [163] 仅应用初等的群论知识以 “元素的阶之集” 为条件刻画单群 A5. 此后, 文献 [153] 也使

用初等的办法证明了有限群 G 同构于 A5 当且仅当 πe(G) = {1, p, q, r}, 其中 p、q 和 r 为不同的素数.

由于 “群的元素的阶之集” 概念的重要性, 一些跟进的文献将它称为 “谱 (spectrum)”.

Mazurov [129] 指出: “These results opened a wide way for investigations of recognizability of groups

by spectrum.” (这些结果开启了用谱研究群的可刻画性的一条宽阔的道路.)

群 G 的元素的阶之集 πe(G) 显然是正整数集 Z+ 的一个子集, 然而, 反过来下面的问题却是十分

困难的:

问题 2.2 什么样的数量集可以成为某个有限群 G 的元素的阶之集 πe(G)?

1996 年 10 月, 作者在普林斯顿大学举办的 “Group Theory Seminar” 报告中给出如下定义: 对正

整数集的子集 Γ 可定义如下的 h 函数, h(Γ) 为群 G 同构类的个数使得 πe(G) = Γ.

定义 2.3 [175] 对给定的群 G, 显然有 h(πe(G)) > 1. 如果 h(πe(G)) = 1, 则称群 G 为可刻画的.

而若 h(πe(G)) = k 是有限的, 则称群 G 为几乎可刻画的 (k- 可刻画的); 否则, 称群 G 为不可刻画的.

可解群是不可刻画群 (参见文献 [175, 定理 4]). 一般地有如下结论:

定理 2.4 [67, 125,136,170,177] 若群G有可解的极小正规子群,或G为A6、A10、L3(3)、U3(3)、U3(5)、

U3(7)、U4(2)、U5(2)、J2、S4(q) (q ̸= 32m+1, m > 0), 则 G 是不可刻画的.

对可刻画群, 2010 年 4 月, 作者在意大利举办的 Ischia Group Theory 会议上报告了如下定理 (参

见文献 [177]):

定理 2.5 设 G 为下列单群.

(1) 交错群 An (n ̸= 6, 10).

(2) 散在单群 S, S ̸= J2.

(3) Lie 型单群:

• L2(q), q ̸= 9; L3(2
m), m > 1; L3(q), 其中 3 < q ≡ 2 (mod 5) 且 (6, (q − 1)/2) = 1;

• U3(2
m), m > 2; L4(2

m), m > 1; U4(2
m), m > 2;

• Sz(22m+1), m > 1; R(32m+1), m > 1; 2F4(2
2m+1), m > 1; S4(3

2m+1), m > 0;

• Bp(3), p > 3 为奇素数; Cp(3), p 为奇素数; Dp(5), p 为奇素数;

• Dn(q), q = 2, 3 或 5 对某些 n; G2(3
m);

• 2F4(2)
′, L3(7), L4(3); Ln(2), n > 3; L5(3), U3(9), U3(11), U4(3), U6(2), G2(3);

• G2(4), S6(3), O
+
8 (2), O

+
10(2), F4(2),

3D4(2),
2E6(2).

则 G 为可刻画的.

上述可刻画群的研究已经有了一个比较完整的综述报告, 可参见文献 [67, 表 1–9], 表中 h 函数为

1 的有限单群即为可刻画单群.

Mazurov 等对上述刻画条件去掉了群为 “有限” 的限制, 证明了一系列的结果 (参见文献 [70, 85,

114–119,126–128,130–133,135,208,224–227]). 一个典型的结果如下:

定理 2.6 [113] 如果群 G 的谱为 {1, 2, 3, 4, 7}, 则 G 同构于 PSL2(7).
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注意到, 如果加上群 G 为有限的条件, 那么上述定理的结论发表于 1984 年的文献 [160], 而去掉

“有限” 的条件, 有同样结论的文章发表于 2007 年, 其中经历了 23 年.

对于 h函数, 文献 [148]和 [100, 问题 12.84]猜测 h(Γ) = {0, 1,∞}, 文献 [40,122,123,138,148,173,

183,192] 先后对这个猜想给出了反例, 并给出了 h 函数为 2 的群的例子. 其中, 文献 [173] 提出了如下

的问题: 设 Γ 是自然数集的任意子集, 是否存在一个正整数 k, 使得 h(Γ) = {0, 1, 2, . . . , k,∞}, 如果存
在, 这样的 k 为多少? 文献 [214] 给出了如下的群的例子: 对任意 r > 0, h(πe(L3(7

n))) = r + 1, 其中

n = 3r, 这些 r + 1 个群为 L3(7
n)⟨ρ⟩, ρ 为 L3(7

n) (n = 3r) 的域自同构, k = 0, 1, 2, . . . , r. 这给出了对

任意正整数 k, 都有 h 函数为 k- 可刻画的群的例子. 观察 h 函数为 2 的群的例子 (参见文献 [170, 定

理 5.4]),作者曾提出,对于任意 k,是否存在两个有限的 k-可刻画群,它们是截断自由的 (section-free),

即相互之间一个不是另一个的单截断 (参见文献 [170, 问题 5.2]). 文献 [66] 指出了存在这样的群的例

子, 它们是 G1 = L15(2
60).3 和 G2 = L15(2

60).5 (参见文献 [100, 问题 A: 16.106]). 注意到, 上述的 G1

和 G2 虽是截断自由的, 但有相同的正规子群 L15(2
60).

有限群的谱是一个包含 1 的正整数集. 如果将整数集 πe(G) 划分为 1、素数集 π′
e(G) (π′

e(G) =

π(G)) 和合数集 π′′
e (G), 那么下述结论成立:

定理 2.7 [45] 设 G 是有限群, 则 |π′
e(G)| 6 |π′′

e (G)|+ 3. 而当等式成立时, G 为单群, 且这些单群

均可被它的谱加以刻画. 它们是下述单群之一:

(I) A5、L2(11)、L2(13)、L2(16)、L3(4) 和 J1.

(II) Sz(q), 其中 q = 22n+1 满足 q − 1、q −
√
2q + 1 和 q +

√
2q + 1 中的每一个数或为素数, 或为

两个素数乘积.

(III) L2(2
n), 其中 n (n > 5) 为奇素数且满足 (2n + 1)/3 为素数, 同时 2n − 1 或为素数, 或为两个

素数的乘积.

(IV) L2(3
n),其中 n为奇素数且满足 (3n +1)/4为素数, 同时 (3n − 1)/2或为素数, 或为两个素数

的乘积.

(V) L2(5
n), 其中 n 为奇素数且满足 (5n − 1)/4 和 (5n + 1)/6 均为素数.

(VI) L2(p), 其中 p 为大于 13 的素数且有

(i) (p− 1)/4 和 (p+ 1)/6 均为素数;

(ii) (p− 1)/6 和 (p+ 1)/4 均为素数.

问题 2.8 在上述定理的情形 (II)–(VI) 中, 满足相应条件的单群的个数是有限多个还是无限

多个?

如果记 ι(G) 为集合 πe(G) 中的 pq (p ̸= q) 型数之集, 则有如下定理:

定理 2.9 [44] 设 G 是有限群, 则 |π(G)| 6 |ι(G)|+ 4. 而当等式成立时, G 为单群, 且这些单群均

可以被它的谱加以刻画.

定理 2.9 中有限群的阶的素因子个数 |π(G)| 受到 |π′′
e (G)| (或 |ι(G)|) 的制约.

若 “群的阶” 无平方因子, 则群为可解群 (亚循环群). 对照这个结论和 A5 的特征性质 (定理 1.3),

作者提出如下问题:

问题 2.10 研究 “元素的阶无平方因子” 的有限群.

不附加其他条件, 有限群的谱还能有哪些性质? 即问题 2.2 中提到的: 什么样的数量集可以成为

元素的阶的集 πe(G)?

文献 [160] 发表后, Brandl 给作者来信, 提出了两个问题, 其中的一个问题是: 若有限群 G 中元

素的阶为连续整数, 即 πe(G) = {1, 2, 3, . . . , n}, 则可以连续下去的最大的 n 是多少? 显然, 这个问题
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也是对群的谱附加了 “连续” 的条件. 为解决这个问题, 作者考虑了有限群的素图分支 (prime graph

components),找到了解决这个问题的关键性文献 [201] (相关的文献参见 [83,102],而文献 [103]最为完

整地记载了素图分支).

定义 2.11 [201] 设 G 是有限群. 用 πe(G) 给出 G 如下的简单图 Γ(G): 图的顶点集为 π(G), 两

个不同的点 p 和 q 连成一个边当且仅当 pq ∈ πe(G), 记为 p ∼ q. 记 t(G)为 Γ(G)的连通分支数, 而用

πi = πi(G) (i = 1, 2, . . . , t(G)) 表示 Γ(G) 的第 i 个连通分支. 当 G 的阶为偶数时, 记 2 ∈ π1(G). 该图

Γ(G)常称为群 G的素图. 此图由 Grunberg和 Kegel于 1975年提出,故也称为群 G的 Grunberg-Kegel

图 (简写为 GK(G)).

由素图的定义易知, πe(G)决定 Γ(G);但反过来,同样的 Γ(G)可以有不同的 πe(G). 于是,用 Γ(G)

去研究有限群, 特别是有限单群, 就成为一个新的课题.

定理 2.12 [20] 设 G 是有限群, 若 G 的谱为连续整数, 即 πe(G) = {1, 2, 3, . . . , n} (称这样的群为

有限 OCn 群), 则 n 6 8. 进一步地, 这些群已被分类如下:

(I) n 6 2 , G 为初等 Abel 群.

(II) n = 3, G = [N ]Q 为 Frobenius 群, 其中 N ∼= Zt
3, Q

∼= Z2 或 N ∼= Z2t
2 , Q ∼= Z3.

(III) n = 4, G = [N ]Q 且有下面情形之一成立:

(i) N 的方次数 (exponent) 为 4, 且类小于等于 2 而 Q ∼= Z3.

(ii) N ∼= Z2t
2 , Q ∼= Σ3.

(iii) N ∼= Z2t
3 , Q ∼= Z4 或 Q8 而 G 为 Frobenius 群.

(IV) n = 5, G ∼= A6 或 G = [N ]Q, 其中 Q ∼= A5, N 是初等 Abel 2- 群且为自然的 SL(2, 4)- 模的

直和.

(V) n = 6, G 为下面情形之一:

(i) G = [P5]Q 为 Frobenius 群, 其中 Q ∼= [Z3]Z4 或 Q ∼= SL(2, 3), P5
∼= Z2t

5 .

(ii) G/O2(G) ∼= A5, 且 O2(G) 是初等 Abel 群且为自然和正交 SL(2, 4)- 模的直和.

(iii) G ∼= Σ5 或 G ∼= Σ6.

(VI) n = 7, G ∼= A7.

(VII) n = 8, G = [PSL(3, 4)]⟨β⟩, β 为 PSL(3, 4) 的酉自同构.

这里 [A]B 为正规子群 A 借助于补群 B 的半直积.

推论 2.13 设 G 是有限群, 则 πe(G) = {1, 2, 3, . . . , 7} 当且仅当 G ∼= A7.

对于无限的 OC7 群 G,文献 [120]证明了它是局部有限的,即 G中任意有限多个元素生成的子群

为有限的, 从而推导出 G ∼= A7 (参见文献 [100, 问题 A: 19.80]).

易知, Z∞
2 和 [Z∞

3 ]Z2 分别是无限 OC2 群和 OC3 群. 对 4 6 n 6 6, 也存在无限的 OCn 群.

问题 2.14 对无限 OCn 群, 它的最大值 n 是多少? 无限 OCn 群是周期的, 即群中元素的阶均

为有限的, 它是否为局部有限的? 这是 Burnside 问题 [72] 的一个特殊情形.

文献 [108,202] 则分别讨论了元素的阶为奇数连续和元素的阶除一些素数外连续的有限群.

问题 2.15 对照定理 2.12, 研究有限群的谱为分段连续的有限群. 例如, πe(A5) = {1, 2, 3, 5} [184]

和 πe(PSL2(7)) = {1, 2, 3, 4, 7} [160] 都是谱为两段连续的有限单群. 进一步地,对分段连续的有限群,找

出其最大连续的长度. 例如, 一段连续情形的有限群, 即为 OCn 群, 其长度为 8.

注意到群中元素的阶为循环子群的阶, 文献 [51,171] 分别给出了交换子群的阶和真子群的阶为连

续的有限群. 又因为群中元素的阶是一个共轭不变量, 文献 [150] 则研究了非线性特征标次数为连续

的有限群.
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3 用群的阶和元素的阶之集刻画有限单群

按照有限单群分类 (classification of finite simple groups, CFSG), 任一有限单群为下述单群之一

(参见文献 [54]):

(i) 素数阶群;

(ii) 次数大于等于 5 的交错群;

(iii) 典型单群;

(iv) 例外的 Lie 型单群;

(v) 26 个散在单群.

从 1987 年到 2003 年, 作者及其合作者先后证明了除典型群 Bn(q)、Cn(q) 和 Dn(q) (n 为偶) 外,

对所有的有限单群, 猜想 1.1 都成立 (参见文献 [32,165,172,180–182,205]). 2009 年, 文献 [195] 证明了

该猜想对 Bn(q)、Cn(q) 和 Dn(q) (n 为偶) 也成立. 于是, 上述猜想得到证明而成为一个定理, 即所有

的有限单群均可由 “群的阶” 和 “元素的阶之集” (简称 “两个阶”) 确定.

对于 26 个散在单群, 它们的 “两个阶” 十分明确, 只需要利用文献 [201] 中有限群的素图分支进

行研究. 而事实上, 这 26 个散在单群除 J2 外, 均可仅用 “元素的阶之集” 加以刻画 (参见定理 2.5(2)).

对于次数大于等于 5 的交错群, 文献 [182] 根据群 An 的阶 (n!)/2, 建立了一系列的引理, 特别地

引用了数论中的 Stirling 公式, 在不依赖于文献 [201] 关于有限群的素图分支的情形下证明了结论成

立. 事实上, 对于所有的次数大于等于 5 的交错群, 除 A6 和 A10 外, 均可仅用 “元素的阶之集” 加以

刻画 (参见定理 2.5(1)).

对于典型单群和例外的 Lie 型单群, 作者首先用单群分类定理解决了 Artin 于 1955 年所提出

的一个问题: 确定所有 Sylow 子群的阶大于 |G|1/3 的有限单群 [14], 即证明了如下两个引理 (参见文

献 [168]):

引理 3.1 设 G 是有限单群, 若 |G| = pkm, 其中 p 不整除 m, p 为奇素数, 且 |G| < p3k, 则 G 为

下述群之一:

(1) 一个特征为 p 的 Lie 型单群;

(2) A5、A6 和 A9;

(3) L2(p− 1) (p 为 Fermat 素数)、L2(8) 和 U5(2).

引理 3.2 设 G 是有限单群, 若 |G| = 2km, 其中 m 为奇数, 且 |G| < 23k, 则 G 为下述群之一:

(1) 一个特征为 2 的 Lie 型单群;

(2) L2(r) (r 为 Fermat 素数或为 Mersenne 素数);

(3) A6、U3(3)、A9、M12、U3(4)、A10、M22、J2、HS、M24、Suz、Ru、Fi22、Co2、Co1 和 B.

上述引理和群的阶将研究的范围缩小到 Lie 型单群内. 再进一步分析, 证明了除典型群 Bn(q)、

Cn(q) 和 Dn(q) (n 为偶) 外, 猜想 1.1 均成立.

事实上, 在例外的 Lie 型单群中, Suzuki-Ree 群 2B2(2
2n+1) (n > 1) [169]、2G2(3

2n+1) (n > 1) [21]、
2F4(2

2n+1) (n > 1) [46] 以及 G2(q)
[196]、E8(q)

[104] 和 F4(2
m) [31] 等均可仅用 “元素的阶之集” 加以刻

画 (参见文献 [67, 表 8]).

对典型群 Bn(q) 和 Cn(q), 它们的群的阶是相同的, 是否存在某个 n 和素数幂 q, 使得它们的群的

谱也相同, 从而构成了猜想 1.1 的反例? Shi [176] 和 Grechkoseeva [65] 几乎同时考虑了这样一个问题,

用不同的方法都证明了对所有的 n 和素数幂 q, πe(Bn(q)) ̸= πe(Cn(q)), 从而这样的反例不存在.
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为最终证明猜想 1.1, 文献 [194]直接从典型群 Bn(q)、Cn(q)和 Dn(q) (n为偶)的谱出发, 给出了

这些辛群和正交群的非交换合成因子. 最后,利用文献 [194]中的 3个定理,文献 [195]证明了猜想 1.1

成立, 从而利用 “两个阶” 刻画有限单群的猜想 1.1 成为一个定理.

数和数量集在数学中有很重要的地位. “元素的阶之集” (谱)是作者最早提出的概念,现在在群论

界已被普遍重视. 单群复杂多样, 而 “两个阶” 却是最简单的概念. 猜想 1.1 的成立给出了 “简单” 与

“复杂” 的一个联系. 当然, 其证明依赖于单群分类定理.

“两个阶” 刻画了所有的有限单群, 然而对一些阶很小的群, 却不能刻画. 例如, 对 8 阶的二面体

群 D8 和 8 阶的四元数群 Q8, 有 πe(D8) = πe(Q8) = {1, 2, 4}, 但它们不同构.

下面给出猜想 1.1 的一个应用.

设 G 是有限群, B(G) 是 G 的 Burnside 环. Yoshida [211] 提出了如下公开问题: 设 G 和 S 是有限

群, B(G) ∼= B(S) 能否推导出 G ∼= S (参见文献 [211, 第 340 页, 问题 2])? 文献 [101, 推论 5.2] 证明了

有限群的谱由它的 Burnside 环所确定, 于是有如下应用:

推论 3.3 设 G 是有限群, S 是有限单群, 如果 B(G) ∼= B(S), 则 G ∼= S.

于是, Burnside 环可识别单群, 或者说单群可由它的 Burnside 环刻画.

问题 3.4 能否不依赖于单群分类定理去证明上述猜想 1.1?

对于少数的群的阶小的单群,可以不用分类定理去证明,如 A5 (参见文献 [163]). 而对所有的有限

单群不用分类定理给出证明似乎是不可能的.

问题 3.5 弱化 “两个阶” 的条件, 对所有的有限单群给出刻画, 即能否由 “群的阶” 和 “部分元

素的阶之集” 或 “群的 Hall 子群的阶” 和 “元素的阶之集” 对所有的单群给出刻画?

对素数幂 q = pe, 记 ch(q)= p, 而对定义在 GF(q) 上的 Lie 型单群 G, 记 G 的特征 ch(G) = p. 文

献 [92] 证明了如下定理 (参见文献 [92, 定理 1.2]):

定理 3.6 设 G 和 H 是特征为奇数的 Lie 型单群, 如果 mi(G) = mi(H) (i = 1, 2, 3), 则 G 和 H

有相同的特征, 其中 m1(G)、m2(G) 和 m3(G) 分别表示群 G 中元素的最大、第二大和第三大的阶.

由此产生如下问题: 能否由 “群的阶” 和 “部分元素的阶之集” 对单群给出刻画? 事实上, 已经证

明有如下定理:

定理 3.7 [75, 76,107,212] 设 G 是群. S 是下述单群之一:

(1) 散在单群 [76];

(2) L2(p), 其中 p ̸= 7 为素数 [107];

(3) L2(q) 型的单 K4 群, 其中 q 为素数幂 [75];

(4) L3(p) 型的单 K5 群, 其中 p 为素数, 且 (3, p− 1) = 1 [212].

则 G ∼= S 当且仅当 |G| = |S| 以及 m1(G) = m1(S), 其中 m1(G) 是群 G 中元素的最大阶.

如果增加群 G 中元素的第二大或第三大的阶, 则还可以对一些单群加以刻画 (参见文献 [74]).

设 G 是有限群, 记 Van(G) = {g ∈ G | 存在 χ 使得 χ(g) = 0}, 其中 χ 为 G 的一个不可约复特征

标, 记 Vo(G) 为 Van(G) 中元素的阶之集. 显然, Vo(G) 是 G 的元素的阶之集 πe(G) 的一个子集. 文

献 [100, 问题 19.30] 提出了如下猜想:

猜想 3.8 设 G 是有限群, S 为有限单群, 则 G ∼= S 当且仅当 (1) Vo(G) = Vo(S); (2) |G| = |S|.
上述猜想作为问题也在张金山的博士学位论文中被提出 [217], 近期进展参见文献 [158] 和脚注 3).

事实上, 群的阶、元素的阶、同阶元长、共轭类长和特征标次数等都是群中的共轭不变量. 此外,

3) Yan Q F, Shen Z C, Zhang J S, et al. A new characteristic of sporadic simple groups J1 and J4. Submitted
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Sylow 正规化子的阶、极大 Abel (可解) 子群的阶、极大子群指数和 Sylow 数等数量都是群的重要指

标.从它们出发研究群特别是单群的结构是一个广泛而有意义的课题.例如,研究共轭类长均为素数幂

的有限群的结构.

Qian [151] 和 Qian 等 [154] 定义了特征标的余次数并给出了元素的阶与特征标次数之间的一个关

系. 下面考虑用 “群的 Hall 子群的阶” 和 “元素的阶之集” 对单群给出刻画. 首先, 研究利用群 G 的

“Sylow 2- 子群的阶” (|G|2) 和 “元素的阶之集” 刻画交错单群和散在单群. 我们有如下定理:

定理 3.9 设 G 是一个有限群, S 为交错单群, 则 G 同构于 S 当且仅当 (1) |G|2 = |S|2; (2)

πe(G) = πe(S).

定理 3.10 设 G 是一个有限群, S 为散在单群, 则 G 同构于 S 当且仅当 (1) |G|2 = |S|2; (2)
πe(G) = πe(S).

引理 3.11 [56] 设 G 是有限群且 πe(G) = πe(S), S 为交错单群 An (n > 5, n ̸= 6, 10), 则 G ∼= S.

文献 [123,148,163]较早地考察了用元素的阶之集来刻画交错群和对称群. 文献 [56,106,213]接着

研究用元素的阶之集刻画交错群问题. 而文献 [187] 指出了 A6 和 A10 的不可刻画性.

引理 3.12 [20] 设 G是有限群且 πe(G) = πe(A6) = {1, 2, 3, 4, 5},则 G ∼= A6,或 G = [N1]Q,其中,

Q ∼= A5, 而 N1 是初等 Abel 2- 群, 为自然 SL(2, 4)- 模的直和.

引理 3.13 [187] 设 G 是有限群且 πe(G) = πe(A10) = {1, 2, . . . , 10, 12, 15, 21}, 则 G ∼= A10, 或

G = [A]C, 其中 A 是 Abel {3, 7}- 群, C = CG(t) = [⟨t⟩]S5, 这里 t 为对合且 at = a−1, a ∈ A. C 的

Sylow 2- 子群为 16 阶广义四元数群.

引理 3.14 [134,170] 设 G是有限群且 πe(G) = πe(M), M 为散在单群, M 不同构于 J2,则 G ∼= M .

文献 [170] 证明了除 Co2 和 J2 外, 其余 24 个散在单群均可用元素的阶之集加以刻画. 文献 [134]

证明了 Co2 可用元素的阶之集加以刻画, 而当 πe(G) = πe(J2) = {1, 2, . . . , 8, 10, 12, 15} 时, G ∼= J2, S8,

或 G 是一个 26t (t = 1, 2, . . .) 阶 2- 群 N 借助于 A8 的一个扩张 [N ]A8. 由此以及引理 3.11, 不难证明

定理 3.9 和 3.10 成立.

问题 3.15 设 G 是一个有限群, S 为有限单群. 如果 (1) |G|π = |S|π, 其中 |G|π 为 G 的 π- Hall

子群的阶, π ̸= π(G); (2) πe(G) = πe(S), 能否证明 G ∼= S?

Mazurov 于 2007 年在圣彼得堡举办的国际代数会议上提出了如下猜想: 设 G 是有限群, L 是次

数足够大的交错群或 Lie 秩足够大的 Lie 型单群. 若 G 与 L 同谱, 则 G 为有 socle 同构于 L 的几

乎单群. 事实上, 如果 L 为有限单群, G 与 L 同谱, 则或者 G 为可解的, 此时 L 为下述情形之一:

L3(3)、U3(3) 和 S4(3); 或者 G 为有 socle 同构于 L 的几乎单群 (参见文献 [56, 定理 2]). 文献 [68]

最后证明了 Mazurov 提出的上述猜想成立. 利用这些结果, 比较 |G|π 和 |M |π, 可以回答问题 3.15.

4 Thompson 猜想和 Thompson 问题

4.1 Thompson 猜想的起源和早期的工作

如前所述, 作者于 1987 年向 Thompson 报告了猜想 1.1, Thompson 在他 1988 年的回信中提出

(Thompson 猜想 (1988)): 设 G 和 M 是有限群, 记 N(G) = {n ∈ Z+ | G 有共轭类 C, |C| = n}. 再设
M 为非 Abel 单群, G 的中心为 1, 如果 N(G) = N(M), 则 G 和 M 同构.

对 M 为散在单群的情形, Chen [33] 证明了 Thompson 猜想成立. 接着, 完成了他的博士学位论文

“关于 Thompson 猜想”. 文献 [34] 在素图分支 [201] 的基础上给出了阶分量的定义:
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定义 4.1 设 G 是有限群, π1, π2, . . . , πt 为 G 的素图分支, 其中 t = t(G) 为群 Γ(G) 的连通

分支数. 令 |G| = m1m2 · · ·mt, 其中 πi = π(mi), 则称 m1,m2, . . . ,mt 为 G 的阶分量. 记 OC(G)

= {m1,m2, . . . ,mt(G)} 为群 G 的阶分量的集.

在此基础上, 文献 [33, 34] 证明了 Thompson 猜想对所有的散在单群成立. 文献 [35, 36] 证明了该

猜想对所有素图分支数大于 2 的有限群成立. 而对于素图分支数等于 2 的情形也可以进行同样的讨

论, 例如, 文献 [37] 证明了 Thompson 猜想对群 3D4(q) 成立.

4.2 群的素图为连通的情形

到了 2009年,对于素图为连通的单群 A10 和 L4(4),文献 [193]证明了 Thompson猜想成立. 接着,

Ahanjideh在系列文章中证明了对 Lie型单群 An(q)
[5]、Bn(q)

[8]、Cn(q)
[6]、Dn(q) (n ̸= 4, 8) [7]、2An(q)

[9]

和 2Dn(q)
[10], Thompson 猜想也成立. 而对于其他例外型 Lie 型单群, 文献 [62, 84, 97, 98, 206] 证明了

Thompson 猜想成立. 对于交错单群, 文献 [13, 55, 57–60, 110, 204] 给出了证明. 最后, Gorshkov [61] 对

余下的情形 D4(q) 和 D8(q) 证明了 Thompson 猜想成立. 至此最终证明了 Thompson 猜想成立, 从而

Thompson 猜想成为一个定理.

4.3 Thompson 问题

Thompson问题是 Thompson在 1987年给作者的回信中提出的问题.设 G1 和 G2 为同阶型群 (见

定义 1.2). 又设 G1 是可解群, G2 是否也一定可解? 即对于偶阶群 G, 不能仅用 |G| 来判断它的可解
性 (参见文献 [50]). 但是, 如果 Thompson 问题正确, 那么通过同阶型可以判断 G 的可解性. 特别地,

Thompson 在信中写道: 我已经把关于同阶型的问题告诉了很多数学工作者, 这个问题起源于研究代

数数域, 这是我非常感兴趣的. 同时, Thompson 还在信中给出了如下同阶型且为非可解的群的例子:

G1 = 24 : A7, G2 = L3(4) : 22.

它们都是 M23 的极大子群, 其中符号 “:” 表示半直积, 详见文献 [41] 正文第 72 页中 M23 的极大子群

以及第 23 页中 L3(4) 的自同构群.

作者曾于 2011年 9月在俄罗斯举办的 “Algebra and Mathematical Logic”纪念 V. V. Morozov诞

辰 100 周年的国际会议上作了题为 “Thompson Problem and Thompson Conjecture” 的大会报告, 介

绍了上述问题和猜想.

4.4 阶方程

记 MG(n) 是 G 中 n 阶元的集合. 同阶元可以给出 G 的一个分拆, 即 G = ∪MG(n), n ∈ πe(G).

因为每个 n 阶元必定在某个 n 阶循环子群里面, 所以 |MG(n)| = Vn(G)ϕ(n), 这里 Vn(G) 是 n 阶循环

子群的个数, ϕ(n) 表示 Euler 函数. 因此, 以下方程成立: |G| = ∪Vn(G)ϕ(n), n ∈ πe(G), 称其为 G 的

阶方程. 记该方程为 Ord(G). 于是, 对于有限群 G 和 H, 它们的阶方程相同, 表示 πe(G) = πe(H), 且

对于每个 d ∈ πe(G) 有 Vd(G) = Vd(H). 容易看出阶方程相同与 Thompson 问题中的同阶型一致.

如果 G和 H 为同阶型,不难证明,如果 H 幂零,则 G也幂零;如果 H 超可解,则 G可解 (参见文

献 [203]). 当然, 如果 H 是有限非交换单群, 则 G 同构于 H 是非可解的, 这是因为猜想 1.1 已经被证

明成立. 文献 [156,157] 证明了, 如果 H 是可解的且 H 的素图不连通, 则 G 也可解. 文献 [156,157] 主

要证明了如下论断:
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引理 4.2 如 G 是有限群, H 是 Frobenius 群 (2-Frobenius 群), G 和 H 的阶方程相同, 则 G 是

Frobenius 群 (2-Frobenius 群). 进一步地, 如果 H 是可解的, 则 G 也是可解的.

由引理 4.2 即可推导出如下定理:

定理 4.3 设 G 是有限群且使得 G 和 H 是同阶型. 如果 H 是可解的且 H 的素图非连通, 则 G

也可解.

注意到群中两个元素共轭必然为同阶,于是一个 “同阶类”是若干个 “共轭类”的并. 反过来,两个

元 “同阶”未必 “共轭”.系列丛书《群论中没有解决的问题》记载了如下问题:在有限群 G中,如果同阶

元均共轭,是否有 |G| 6 6 (参见文献 [100,问题 7.48])? 利用有限单群分类 (CFSG),文献 [49,52,191,215]

先后对此问题给出了正面的回答.

问题 4.4 不用单群分类定理, 能否证明在有限群 G 中, 若同阶元均共轭, 则 |G| 6 6?

Thompson 问题从 “同阶” 出发来研究群的结构, 而 Thompson 猜想从 “共轭” 出发来研究群, 两

者既有区别又有联系. 共轭类对于研究有限群结构的重要性是很早就知道的. 文献 [30] 综述了共轭类

长或共轭类数对有限群结构的影响. 文献 [155] 用同阶类长刻画了单群 A5, 即证明了如下定理:

定理 4.5 群 G 同构于交错群 A5 当且仅当 G 的同阶型为 {1, 15, 20, 24}.
如果记 nse(G) = {mk | k ∈ πe(G)}, 其中 mk 为 G 中 k 阶元的个数, 则上述定理可表示为: G 同

构于交错群 A5 当且仅当 nse(G) = nse(A5). 对于一些交错单群和线性单群, 也有不少文献用 nse(G)

对这些单群进行刻画 (参见文献 [11, 15]).

文献 [155] 给出了如下一个结论:

命题 4.6 设 G 是元素的个数大于 2 的群. 若 G 的同阶元的长度有限, 其最大长度为 s, 则

|G| 6 s(s2 − 1).

Thompson 问题研究的是用 “同阶” 来判别群的可解性, 这里 “同阶” 的条件不能加强为 “共轭”.

事实上, 下述结论成立:

定理 4.7 [145] 存在两个有限群 G 和 H 使得 N(G) = N(H), 即它们共轭类长度的集合相同, 但

G 为可解的, H 为非可解的.

与研究 Thompson 问题相关的一项工作是用最高阶元的个数或型研究群的可解性 (参见文献 [38,

48,77,87–91,189,207]).

5 相关的数量刻画问题

5.1 有限群的阶宽和谱宽

对任意正整数 n, 算术基本定理断言 n = paqb · · · rc , 其中 p, q, . . . , r 为不同素数.

数的素因子分解可能是数学中最重要的结果. 下文将考虑素因子的个数对群结构的影响.

注意到有限群 G 的阶 |G| 和群中元素 g 的阶 |g| 都是数, 用 |π(G)| 表示 |G| 的素因子的个数, 而

|π(g)| 表示 |g| 的素因子的个数. 分别称它们为有限群的阶的宽度 wo(G) 和元的宽度.

定义 5.1 设 G 是有限群, 称 wo(G) = |π(G)| 为 G 的阶的宽度, 而称 ws(G) = max{|π(g)| | g ∈
πe(G)} 为 G 的谱的宽度.

对于群 G 的其他的共轭不变量集, 也可以给出相应的宽度的概念.

2020年 8 月, 在俄罗斯举办的 “Ural Workshop on Group Theory and Combinatorics”线上系列会

议上, 作者作了首场大会邀请报告, 提出了上述两个宽度的概念, 并讨论了宽度较小的有限群的结构,

940



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 7 期

其中, 关于 “阶的宽度” 的一些结果可参见文献 [179]. 该文献指出, wo(G) = 1 的群即为有限 p 群, 虽

然其群的阶只有一个素因子, 但其结构仍然十分复杂. 近期的中文文献可参见 [221, 222]. 举一个特别

“简单” 的情形, πe(G) = {1, 3}, 其结构仍然复杂, 目前还没有明确的分类.

当 wo(G) = 2 时, 也就是 paqb 阶群, 它是一类特殊的可解群. 1904 年, Burnside [25] 用表示论对

其可解性给出了第一个证明. 在此之后, Goldschmidt [53] 在 p 和 q 均为奇素数情形时对此定理给出了

纯群论证明, 接着 Bender [16] 和 Matsuyama [121] 分别于 1972 和 1973 年证明了剩余情形, 从而给出了

paqb 定理的抽象群证明.

对于 wo(G) = 3的情形,它们可以是非可解群,其主因子包含 wo(G) = 3的有限单群. Herzog [80]给

出了所有的 8个 wo(G) = 3的有限单群 (单 K3群),它们是 A5、L2(7)、L2(8)、A6、L2(17)、L3(3)、U3(3)

和 U4(2).

用单群分类定理, 文献 [82,167,200]先后给出了 wo(G) = 4的单群 (单 K4-群) 4) , 而文献 [24,223]

对单 K4- 群作了进一步的讨论. 它们是:

(I) An (n = 7, 8, 9, 10)、M11、M12、J2; L2(q) (q=16, 25, 49, 81, 97, 243, 577)、L3(q) (q=4, 5, 7, 8, 17)、

L4(3); O5(q) (q = 4, 5, 7, 9)、O7(2)、O
+
8 (2)、G2(3); U3(q) (q = 4, 5, 7, 8, 9)、U4(3)、U5(2);

3D4(2)、2F4(2)
′、

Sz(8)、Sz(32);

(II) L2(r), 其中 r 为素数且满足如下方程: r2 − 1 = 2a3bu, 其中 a > 1, b > 1, u 为大于 3 的素数;

(III) L2(2
m) 且满足如下方程: 2m − 1 = u, 2m + 1 = 3t, 其中 m > 1, u 和 t 为素数, t > 3;

(IV) L2(3
m)且满足如下方程: 3m +1 = 4t, 3m − 1 = 2u,或 3m +1 = 4t, 3m − 1 = 2u,其中 m > 1,

u 和 t 为奇素数.

因为 paqb 阶群为可解, 所以单 K2 群个数为 0, 而单 K3 群个数为 8. 以下是关于单 K4 群个数的

一个猜测.

猜想 5.2 单 K4 群有无限多个.

特别地, 作者猜测存在无限多个素数 r 使得 wo(L2(r)) = 4. 然而, 要证明这个结论是一个困难的

问题, 因为它是一个没有解决的 Dickson 猜想 [47] 的特殊情形. 在数对

(x, 3x− 2), (x, 2x+ 1), (x, 4x+ 1), (x, 6x− 1),

(x, 6x+ 1), (x, 2x− 1), (x, 4x− 1), (x, 8x− 1)

中, 如果能证明对素数 x 使得上述任意一个数对中有无限多个素数对出现, 那么单 K4 群的个数是无

限的. 反过来考虑, 如果对无限多的素数 x, 上述数对中的第二个数只能出现有限多个素数, 那么能否

由此推导出矛盾?

文献 [86, 105] 研究了 wo(G) = 5 和 wo(G) = 6 的单群. 对群 G 的阶的宽度 wo(G), 如下结论

成立: wo(G) 6 |π′′
e (G)| + 3, 当等式成立时, G 为单群, 其中 π′′

e (G) 为 πe(G) 中的合数集 (定理 2.7);

wo(G) 6 |ι(G)|+4,当等式成立时, G为单群,其中 ι(G)为 πe(G)中的 pq (p ̸= q)型数的集 (定理 2.9).

与上述猜想 5.2 类似, 从单群分类中出现的还有如下的数论问题:

问题 5.3 群的阶为平方数的单群的个数是否为无限?

5.2 谱宽较小的有限群

谱宽为 1 的有限群为有限质幂元群. 更特殊一点, 除单位元外, 元素的阶均为素数的群称为质元

4) 文献 [200] 中有结论没有具体的证明, 个别地方有遗漏 (如 L3(8) 和 U3(7)), 也有重复 (如 O7(2) 和 S6(2) 是同一个
群), 另外, Suzuki 系列单群是可以完全确定的
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群. 文献 [184,185]已经研究了这一类群. 对于可解质幂元群 G,除得出 wo(G) = 2外,给出了 G的主列

的具体结构 (参见文献 [185,定理 2.4]);而对不可解情形,在文献 [188]的基础上,也给出了这类群的明

确分类 (参见文献 [185,定理 3.1和 3.2]). 此外,文献 [185,定理 2.1]证明了可解质幂元群 G是 M -群,

即 G的每一个不可约复表示都是单项表示. 文献 [185]表明质幂元群有如下的性质 (参见文献 [185,定

理 1.4]):

性质 5.4 若 G 是质幂元群, H < G, (|H|, d) = 1, d > 1, 则 |H| 整除 G 中 d 阶元的个数.

下述结果说明上述性质是质幂元群的特征性质.

定理 5.5 [26] 有限群 G 是质幂元群, 当且仅当对所有 H < G, 1 ̸= d ∈ πe(G), (|H|, d) = 1, 则 |H|
整除 G 中 d 阶元的个数.

文献 [79, 209] 将有限质幂元群的研究推广到了无限情形.

问题 5.6 研究谱宽为 2 和 3 的有限群的结构.

文献 [96] 研究了谱宽为 2 的有限群 G, 即存在 pq ∈ πe(G), 而不存在 pqr ∈ πe(G), 其中 p、q 和 r

为相异素数. 对其特殊情形, 即可解的 {p, q, r}- 群, 得到了如下结论 (参见文献 [96, 定理 C]):

设 G 为可解的 {p, q, r}- 群, p、q 和 r 整除 |G|. 若不存在 pqr ∈ πe(G) (即 G 的谱宽小于等于 2),

则 h(G) 6 21. 又若 |G| 为奇数, 则 h(G) 6 15, 其中 h(G) 为 G 的 Fitting 高度.

文献 [96, 定理 C] 是最近得出的一个结果, 可以看出一般地研究谱宽为 2 的有限群的结构是一个

比较困难的问题. Qian [152] 最近给出了谱宽为 3 的可解群的结构. 注意到, 对谱宽为 1 (质幂元群) 的

有限群的分类是在文献 [188] 的基础上完成的. 而要完成谱宽为 2 和 3 的有限群的结构, 估计要用上

单群分类定理.

5.3 相关问题的推广

用有限群的谱刻画有限单群 A5 是三四十年前的工作. 下面给出该项工作的若干推广.

“谱” 是元素的阶之集, 即循环子群的阶之集, 可以考虑交换子群的阶之集、幂零子群的阶之集、

可解子群阶之集 [19,43] 或者 Sylow子群正规化子阶之集 [18] 等数量集对群结构的影响;元素的阶、同阶

元的个数、共轭类长和特征标次数等都是群中的共轭不变量, 从这些共轭不变量出发可构成不同的数

量集.

“刻画” 可以是 “同构”, 也可以是同态. 从 “h 函数” 来讲, 可以 h(Γ) = 1, 也可以 h(Γ) = k 为有

限, 否则, 称它为不可刻画的.

“有限单群” 可以是 “单群”, 也可以是不可解群, 如一些单群的自同构群 [17, 78], 也可以是单群的

直积, 如 Sz(27)× Sz(27) [124] 和 J4 × J4
[64].

“谱”是研究条件, “刻画”是研究方式, “有限单群”是研究对象.从不同的角度可提出关于这 3个

方面的不少问题来进行研究.

5.4 阶宽和谱宽的一个数量关系

1991 年, 作者 [166] 总结了用 “阶” 刻画单群的早期工作, 介绍了 Thompson 问题和猜想 (见本文

的第 4.1 和 4.4 小节). 作者在文献 [166] 的第 5 节中提出如下问题 (参见文献 [166, 问题 4.3]):

记 |π(k)| 为数 k 的相异素因子数. 设 G 为有限群, n = max{|π(k)| | k ∈ πe(G)}, 是否存在一个函
数 f , 使得 |π(G)| 6 f(n)? 也就是说, 对任意有限群, 其阶宽是否受谱宽的制约?
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当 ws(G) = n = 1 时, G 为有限质幂元群, 由文献 [185, 定理 2.4, 3.1 和 3.2] 即知, 此时 wo(G)

= |π(G)| 6 4.

对上述问题, Zhang [216] 证明了若 G 可解, 则阶宽 wo(G) 的界受限于谱宽 ws(G) 的二次函数, 即

wo(G) 6 ws(G)(ws(G)+3)
2 .对一般的群 G, wo(G)的界受限于 ws(G)的一个超指数函数. 文献 [94,95,144]

先后改进了上述结果. 最近, 文献 [81] 证明了如下定理.

定理 5.7 设 G 为有限群, 则 wo(G) < 210ws(G)4.

一个类似的关于群的阶和余次数的结果可参见文献 [210].

由阶宽和谱宽的定义, 显然有 ws(G) 6 wo(G). 下述结论对所有有限单群成立.

定理 5.8 [179] 设 G 为有限单群, 则 ws(G) < wo(G).

自然地, 本文作者提出研究两个宽度差 d = wo(G)− ws(G) 的问题. 例如, 讨论 d = 1 的有限单群

的分类.

6 群、数与图

6.1 群与数

群与数有着密切的联系.用群的阶可以决定群的一些重要性质,如 15阶群必循环、p2 阶群必交换

和 135 阶群必幂零等. 对于可解性, 在群论研究史上有很多有名的工作, 如 Feit-Thompson 的奇数阶

群可解定理 [50] 和 Thompson 的极小单群分类定理 [190]. 由此可以得出如下定理:

定理 6.1 设 G 是有限群, 若 (|G|, 2) = 1 或 (|G|, 15) = 1, 则 G 为可解群.

对上述 (|G|, 15) = 1 的情形, 可参考美国《数学评论》(Mathematical Reviews)MR0230809 (37

#6367).

文献 [73] 称上述定理中的 2 和 15 为可解互素数, 即阶与其互素的群必为可解群. 进一步地, 文

献 [73] 证明了所有的可解互素数一定是 2 或 15 的倍数. 对照用群的阶研究有限群 G, 用元素的阶之

集 πe(G) 刻画有限单群. 此外, 用元素的阶之集 πe(G) 也可以判断 G 的可解性.

定义 6.2 设 G 是有限群, πe(G) 为 G 中元素的阶之集. 如果由 πe(G) ∩ T = ∅ 可推导出 G 为

可解群, 则称数量集 T 为 G 的交空可解集.

定理 6.3 [178] 设 G是有限群, πe(G)为 G中元素的阶之集. 若 πe(G)∩T = ∅,其中 T = {2}, {3, 4}
或 {3, 5}, 则 G 可解. 进一步地, 仅用 πe(G) 的交空可解集来判定 G 是否可解, 仅有上述 3 种情形.

问题 6.4 设 G 是有限群, 能否用 πe(G) 给出 G 为循环、交换、幂零、超可解以及 M - 群等性

质的充分条件?

对照 “群的阶” 中数量的问题, 还可以用 “元素的阶” 提出类似的问题. 例如, 有限群的 Lagrange

定理表明, 子群的阶整除群的阶. 但对群的阶的任意一个因子不一定存在阶为这个因子的子群, 即

Lagrange 定理的逆不成立.

定义 6.5 一个有限群称为 CLT (the converse of Lagrange’s theorem)群当且仅当它满足 Lagrange

定理的逆.

定义 6.6 一个正整数集的子集 M 称为闭子集, 如果对所有 k ∈ M , k 的所有因子均属于 M .

不是所有的闭子集都可以成为群 G 的子群的元素的阶之集.

对照 CLT- 群, 给出如下定义:
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定义 6.7 一个有限群 G 称为 COE 群, 如果对 πe(G) 的每一个闭子集 M , 都存在一个子群 H

使得 πe(H) = M .

定理 6.8 [174] 若 G 是 COE 群, 则 |π(G)| 6 3, 且有下述情形成立:

(1) G 是一个 p- 群;

(2) |G| = paqb (p ̸= q, ab ̸= 0), 且若 G 的方次数为 pmqn, 则 G 有一个方次数为 pmqn 的 EPPO-

子群;

(3) |G| = 2a3b5c (abc ̸= 0)且 G的方次数为 30、60或 120, 进一步地, G有一个同构于 A5 的真子

群, G 不是质幂元群.

6.2 群与图有密切的联系

Gruenberg和 Kegel 5)首先在群上给出了素图 Γ(G)的概念 (参见定义 2.11)和它的分类. 之后,文

献 [83, 102,103,201] 给出了有限单群素图分支的具体连接情形. Lucido [111] 定义了素图的直径.

定义 6.9 称 diam(Γ(G)) = max{d(p, q) | p 和 q 位于 Γ(G) 的同一连通分支, d(p, q) 表示 p 与 q

之间的距离} 为群 G 的素图 Γ(G) 的直径.

若 G为有限可解群,则 diam(Γ(G)) 6 3. 文献 [111]证明了当 G为一般有限群时 diam(Γ(G)) 6 5,

并刻画了 diam(Γ(G)) = 5的几乎单群 B, 这里 B 称为几乎单群, 是指存在非交换单群 A, 使得 A 6 B

6 Aut(A).

文献 [63] 给出了素图直径为 5 的有限群.

注意到, 当 diam(Γ(G)) = 1 时, 群 G 即为质幂元群 [185]. 于是有如下问题.

问题 6.10 研究 diam(Γ(G)) = 2, 3, 4 的有限群.

对可解群的情形, 文献 [96, 152] 分别研究了素图直径为 2 和 3 的有限可解群.

文献 [112] 在文献 [111] 的基础上进一步讨论了素图为树, 即没有圈的情形, 得到了如下结果:

定理 6.11 若有限群 G 的素图为树, 则 |π(G)| 6 8.

文中还给出了 |π(G)| = 8 的实例.

对照 G 的素图 Γ(G), 文献 [4] 提出了可解图的如下概念:

定义 6.12 设 G 为有限群, G 的可解图 ΓS(G) 定义如下: 其顶点为整除 |G| 的素数, 两个不同

的点 p 和 q 相连成一个边当且仅当 G 中存在一个阶被 pq 整除的可解子群.

文献 [71] 证明了 diam(ΓS(G)) 6 4.

用图来研究群有很多工作, 1976 年 Erdös 定义了非交换图 [147].

定义 6.13 设 G为有限群. G的非交换图 ∇(G)定义如下: ∇(G)的顶点集为 G \Z(G), 两个顶

点 x 和 y 相连当且仅当 xy ̸= yx.

文献 [1, 140] 曾猜想: 设 G 和 H 是两个非交换有限群, 满足 ∇(G) = ∇(H), 则 |G| = |H|. 文
献 [137] 给出群的例子证明这个猜想不成立. 进一步地, 文献 [1] 提出了如下猜想 (也称为 AAM

(Abdollahi-Akbari-Maimani) 猜想):

猜想 6.14 设 S 是非交换单群, G 是群. 若 ∇(G) = ∇(S), 则 G ∼= S.

文献 [199,220]证明了,对素图不连通的单群 A10 和交错群 L4(4),上述猜想成立. 此外,文献 [199]

还证明了如下结论:

命题 6.15 设 S 是非交换单群, G 是群, Z(G) = 1. 若 ∇(G) = ∇(S), 则 N(G) = N(S).

5) Gruenberg K W, Kegel O H. Unpublished manuscript, 1975
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由于 Thompson 猜想已经被证明成立 (参见第 4.1 和 4.2 小节), 于是 AAM 猜想成立.

定义 6.16 (单群的 OD- 刻画) 设有限群 G 的阶 |G| = paqb · · · rc, 其中 p < q < · · · < r 为素数,

a, b, . . . , c 为正整数. 对 s ∈ π(G), 定义 deg(s) = |{t ∈ π(G) | s ∼ t}|, 称 deg(s) 为顶点 s 的次数. 令

D(G) = (deg(p),deg(q), . . . ,deg(r)), 称 D(G) 为群 G 的素图度数序列. 如果恰好存在 k 个不同构的群

G 使得 |G| = |M | 且 D(G) = D(M), 则称群 M 为可 k- 重 OD- 刻画. 特别地, 称可 1- 重 OD- 刻画群

为可 OD- 刻画.

对于单群 (几乎单群)的 OD-刻画 (k-重 OD-刻画), Moghaddamfar和张良才等作了大量的研究

(参见文献 [12, 141–143,218,219]).

6.3 有限单群素图 (GK 图) 顶点的连接标准

无论是研究用元素的阶之集 πe(G)刻画有限单群,还是上述单群的 OD-刻画,都离不开研究有关

群的素图 (GK 图) (定义 2.11). 于是, 研究素图顶点的连接是一项十分重要的工作. 文献 [197, 198] 对

每一个非交换单群的素图 (GK 图) 都给出了它们顶点的连接标准. 特别是与顶点 “2” 连接的情形以

及顶点两两不相连的 “独立集”的情形. 文献 [197,198]用表格的形式对所有的单群列出了大量的图和

数据. 文献 [198] 是文献 [197] 的续篇, 并对文献 [197] 中的一些内容作了更正.

6.4 不能用素图刻画的有限群

文献 [69,99]用素图 Γ(G)刻画了有限单群 E6(2)、E6(3)和 2E6(3). 显然,有不少单群是不能仅用

素图加以刻画的. 于是, 文献 [29] 研究了不能用素图刻画的有限群的标准. 主要研究了如下问题:

(1) 什么样的群 G 能唯一地由它们的素图 Γ(G) 确定?

(2) 什么样的有限多个的群具有与 G 同样的素图 Γ(G)?

(3) 什么样的群 G 能唯一地由它们的素图 Γ(G) 的同构型确定?

素图相同与仅作为图的同构是有区别的, 例如, Γ(A10) ̸= Γ(Aut(J2)), 但作为抽象图来讲, Γ(A10)

∼= Γ(Aut(J2)).

问题 6.17 有哪些单群可以用它们的素图和群的阶加以刻画?

上述问题的提出是考虑推广 “两个阶”刻画所有单群的工作.而从典型群 Bn(q)和 Cn(q)得知 (参

见文献 [176]), 对 n > 3、q 为奇数的情形, 它们的素图和群的阶均相同. 所以, 不是所有的单群都可以

由它们的素图和群的阶加以刻画.

6.5 定义在群上的图

定义在群上的图有各种图, 而与数量刻画联系比较紧密的是素图 (GK 图). Cameron [27] 提到了

如下一些图: 它们的顶点集是有限群 G, 而其边以某种方式反映了群的结构, 使得 G 的自同构群替

代图的自同构. 这些图包括交换图 (两个顶点 x 和 y 相连当且仅当 xy = yx; 这类图于 1955 年被

提出, 参见文献 [22])、生成图 (两个顶点 x 和 y 相连当且仅当 ⟨x, y⟩ = G; 1996 年开始研究, 参见文

献 [23,109])、幂图 (两个顶点相连当且仅当 x和 y 中的一个元素是另一个的幂; 2000年开始研究,参见

文献 [93, 139])、强幂图 (两个顶点 x 和 y 相连当且仅当 ⟨x, y⟩ 不循环; 2007 年开始研究, 参见文

献 [2,3])和深交换图 (两个顶点 x和 y 相连当且仅当它们在 G的每一个中心扩张中的原像可交换,即

对于每一个群 H, 有中心 Z, H/Z ∼= G, 在 H 中的元素可交换; 参见文献 [28]).
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本文主要讨论了有限单群的数量刻画, 它是群的数量性质的一个重要的组成部分, 也是群论研究

的一个重要内容. 用群中元素的阶之集去研究有限群以及用 “两个阶” 统一刻画有限单群是作者率先

提出并开展研究的, 在国内外群论界已产生了较大的影响. 作者自 20 世纪 80 年代以来, 先后在西南

师范大学 (含在四川大学兼任博士生导师)、苏州大学、重庆文理学院工作, 同时得到了国家自然科学

基金 11项面上项目的资助,使得这项工作能够不断地有所进展.撰写本文不仅是想系统地总结我们的

工作, 提炼出新的观点、思想和技术, 用以解决相关的问题, 而且也希望能将这项工作继续深入下去,

并找到更多的重要应用.

致谢 衷心感谢审稿人提出的宝贵修改意见. 靳平、钱国华教授对本文的撰写和具体的内容提出了很多宝贵的意见, 杨

南迎、沈如林博士也对本文提出了修改意见. 特别地, 李金宝博士为本文的编辑和修改做了大量的工作. 在此作者一并

表示诚挚的感谢!
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graph. Sib Èlektron Mat Izv, 2021, 18: 1651–1656

100 Khukhro E I, Mazurov V D. Unsolved problems in group theory. The Kourovka notebook, No. 20. arXiv:1401.

0300v26, 2022

101 Kimmerle W, Luca F, Raggi-Cárdenas A G. Irreducible components and isomorphisms of the Burnside ring. J Group

Theory, 2008, 11: 831–844

102 Kondrat’ev A S. Prime graph components of finite simple groups. Math USSR Sb, 1990, 67: 235–247

103 Kondrat’ev A S, Mazurov V D. Recognition of alternating groups of prime degree from their element orders. Sib

Math J, 2000, 41: 294–302

104 Kondrat’ev A S. Recognizability by spectrum of groups E8(q). Tr Inst Mat Mekh UrO RAN, 2010, 16: 146–149

105 Kondrat’ev A S. Finite almost simple 5-primary groups and their Gruenberg-Kegel graphs. Sib Èlektron Mat Izv,
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Abstract In this paper, we summarize the work on the characterization of finite simple groups and the study
on finite groups with “the set of element orders” and “two orders” (the set of group orders and the set of element
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