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1 ��

� Newton � Leibniz 
���, �������������. ���������

�� [1]. ����, �������������
������
��������.

����������� ε− δ �	�	������. ������	����	�

�������	�������
��. �	������������, ��
���

��������. �
���� [2] �����	 “� ε �	�	���”, ������

�������. ���� 3 	�� [3−5] �	��� [2] ���	, �������	�


��
� [6]. ��, �� [2] ����
	������	�����	, �	��
��

�	���	�
�, ����������	�.

���,�

������	�������� [7−9]. ��� (	��� [7]� 32	),

�	 “�
��” ��
����
�����
�����. � “�
��” �����



�
�	: ��������


� [2] ���	���	�
��������, ���
��� [10]���������

	����.

�
���� [11] �, 	��� [12] �������������	�. 	����

[13] �, 
�		����	��������	�,������������	���

��	����	�.


�������������������
���, ����	�������


���. ���������, ����������	���
, ���������


�������	�. ��, 
�����������	������	�, ����	

�����������. ����,�	������,
�������	�
��,	

�, ���
���, Taylor 	�	, ��
������	����. ��, ������

�����
�����
�����������: ����
����.

2 �����������


����� [11, 13] ����������	���
���
.

�� 2.1 (����
�
) � f(x) ��
��� [a, b] ����, 

� ∀x ∈ [a, b]

��
� h, �����	���:

|f(x + h) − f(x)| � d(|h|), (1)

��, d(h)�� (0, A]��� x	���
������,����	�. 
	 f(x)� [a, b]

��
�
.

�� 2.2 (�
��) ��� F (x) � [a, b] ���
. ��
���� [a, b] ���


��� f(x) ��� M , ��
 [a, b] ��
� x � x + h, ����	�:

|F (x + h) − F (x) − f(x)h| � M |h|d(|h|), (2)

��, d(h) �� (0, b − a] ��� x 	���
������, ����	�. 
	 F (x) �

[a, b] ��
��, ��	 f(x) � F (x) ���, �� F ′(x) = f(x).

��
 2.2 �	 d(x) = x, 
�������
, ��������
��, ���


�. �	����
, ����:

�� 2.1 � F (x), G(x) �
 (�) ��, �����
� f(x) � g(x), 


(1) 
�

� c, cF (x) �
 (�) ��, ����� cf(x);

(2) F (x) + G(x) �
 (�) ��, ����� f(x) + g(x);

(3) F (cx + d) �
 (�) ��, ����� cf(cx + d).

����	�����
:

�� 2.3 (��	�) � f(x) ��� [a, b] ���
; �����

�� S(u, v)

(u ∈ [a, b], v ∈ [a, b]), 	�

(I) ���: 
 [a, b] ��
� w1, w2, w3, � S(w1, w2) + S(w2, w3) = S(w1, w3);

(II) �
�: � [a, b] ��
��� [w1, w2] �, �� m � f(x) � M , ���� m(w2 −
w1) � S(w1, w2) � M(w2 − w1);


	 S(u, v) � f(x) � [a, b] ������	�. �� f(x) � [a, b] ��
����	�

S(u, v), 
	 f(x) � [a, b]���,�	�
 S(w1, w2)� f(x) � [w1, w2] �����,��

248
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S(w1, w2) =
∫ w2

w1
f(x)dx. ����� f(x) 	�����, x 	����
, w1 � w2 �
	

���������; 	��� w1, w2 ���		 (� t) ��
 x 
, S(w1, w2) �
��.

�����
���	�	���, �	�������� Riemann ����

�

��, ���������������
����������.

�
��
 2.3 �, ��	��	���
���������	�. ����
��

���	

�����
��������, ����	����	�. �����	�

��

�� 2.4 (�����	�) � S(u, v) � f(x) ��� [a, b] ������	�, ��


���� [w1, w2] ⊆ [a, b] �, �� m < f(x) < M , ��� m(w2 − w1) < S(w1, w2) <

M(w2 − w1), 
	��	� S(u, v) ��� [a, b] �	������	�.


�����, ���
 2.3 ���	�����	������	�
�
����

�. ���	����� [1, 2] �, �
����

f(x) =

⎧⎨
⎩

1, x �	��;
1
n

, x =
m

n
, �� m, n �������.

� [1, 2] ��


��: S(u, v) = 0. �����

��	��
 2.3 ��	� (I) �

(II), ������ f(x) � [1, 2] ����	�, ����	��	������	�: ��

[1, 2]�, 	� 0 < f(x) ��, �� S(u, v) = 0.


�
 2.3 �������, 
 S(u, v) � f(x) � [a, b] ������	�, 
 G(x) :=

S(a, x), ���	����, �� S(u, v) �������	���:

S(u, v) = S(a, v) − S(a, u) = G(v) − G(u).

��� [13]�,�
������� f(x) �
�
,
���: ����	�	�����

�	�, 
�����
��.

�� 2.2 (�
��) �� S(x, y) = G(y) − G(x) � f(x) � [a, b] �
���	�, �

�	������	�. 

��
���� [u, v] ⊆ [a, b], �
� x1, x2 ∈ [u, v] ����

��:

f(x1)(v − u) � G(v) − G(u) � f(x2)(v − u). (3)

�� 	��	����. ���
� x1 ∈ [u, v], ���	� f(x1)(v − u) � G(v) −
G(u) ��, �
��
�
� x ∈ [u, v], ��

f(x) >
G(v) − G(u)

v − u
. (4)

��� [u, v] 	�� 2 �, ���� w. ���	� S(u, v) 	������	���:

G(w) − G(u) >
1
2
(G(v) − G(u)),

G(v) − G(w) >
1
2
(G(v) − G(u)).

����
���:

G(v) − G(u) > G(v) − G(u).

��, ������� [u, v] �, ������	� (4) ��, �����
� x1 ∈ [u, v], �

��	� (3) ��. ����
� x2 ∈ [u, v], ���	� G(v) − G(u) � f(x2)(v − u) ��.

����.
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3 ���������

�

��	�������. � f(x)��
��� [a, b]����,�� 1��. f(x)

� [u, v] �����	

�� f(x)�x �, �� x = u�x = v �����. 
� [a, x] ��

�
���� F (x) , 
� [u, v] ������ F (v) − F (u). �������������

��� v − u ���, 
������� [u, v] ������


�� f(x) �
��. �

��
, 
� [u, v] ��� p � q, ������	���:

f(p) � F (v) − F (u)
v − u

� f(q). (5)

����	�	�	����
���. ��� F (x) ��� [a, b]���
,�� 2�

�, F (x) � [a, b] �
����, ��	

���������	����, 
�� [a, b]

��
�� u, v,
 (u, F (u)), (v, F (v)) ������������ [u, v]����� p, q �

	�����. ���,
���	�������
����,
���
�� [u, v]��


��, �����������������
������. �, ��
���
� p

�����������, ���
���
� q �����������. ������

����	� (5).

� 1 �������

� 2 �����
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������, �	� (5) �
�������
���, ��������
.

�� 3.1 � F (x) � f(x) �� [a, b] ��
�����, 
�
�� [u, v] ⊆ [a, b] �


� p ∈ [u, v] � q ∈ [u, v] 	��	� (5). 
	 F (x) ���� f(x) ��
.


 f(x) ���� g(x) ��
, �����������
����
�����, �

��������.

������
, ��	���������������
��������. �


�����:

�� 3.1 � S(u, v)� f(x)� [a, b]����	�,��	������	�. � [a, b]

�	�� c, 
 F (x) = S(c, x), 
� [a, b]� F (x) ���� f(x) ��
;��,
� [a, b]�

F (x) ���� f(x) ��
, 
 S(u, v) = F (v) − F (u), 
 S(u, v) � f(x) � [a, b] ����

��	�, ��	������	�.

�� ��
�� 2.2, �����������. ����	������, ���


� S(u, v) = F (v) − F (u) 	����, ��� [a, b] � F (x) ���� f(x) ��
���

S(u, v) ��
�, �	�����	�. ��������.

��
 2.3 �, ��	����	������	�, �
	���	��	����

��	�. ��
��
	������	����	����, ��� 3.1 �, �	��

�����
��
��������	���
:

�� 3.2 (��	�����) � f(x) ��� [a, b] ���
, ��
���

��

S(x, y), x ∈ [a, b], y ∈ [a, b], 	�

(I) ���: 
 [a, b] ��
� u, v, w � S(u, v) + S(v, w) = S(u, w);

(II) �
�: 
 [a, b] ��
� u < v, � [u, v] ����� p � q, ��

f(p)(v − u) � S(u, v) � f(q)(v − u);


	 S(x, y) � f(x) � [a, b] ������	�. �� f(x) � [a, b] ��
����	�

S(x, y), 
	 f(x) � [a, b] ���, �	�
 S(u, v) � f(x) � [u, v] �����, ��

S(u, v) =
∫ v

u
f(x)dx, ����� f(x) 	�����, x ����
, u � v �
�����

����. 	��� u, v ���		 (� t) ��
 x 
, S(u, v) �
��.

����� f(x) ���	��, �
�
���	�, ���	��������.

�� 3.2 �� [a, b] �, F (x) ���� f(x) ��
, � f(x) �
�
, 
 f(x) �

[a, b] ���
���	� S(x, y) = F (y) − F (x), �� x, y ∈ [a, b].

�� (��	) ��
� G(x) 	��	� (5) � u, v ∈ [a, b], �� G(v) − G(u) �=
F (v)− F (u). ��
� c > 0, �� c = |G(v) −G(u)− F (v) + F (u)| > 0. � [u, v] n 	�, 


h = (v − u)/n,	���
�� u = x0, x1, . . . , xn = v. 
��
	�� xi, �	� (5) ��:

f(ξi
1)h � F (xi + h) − F (xi) � f(ξi

2)h,

f(ηi
1)h � G(xi + h) − G(xi) � f(ηi

2)h,

�� ξi
1, ξ

i
2, η

i
1, η

i
2 ∈ [xi, xi + h]. ���

h
n−1∑
i=0

f(ξi
1) � F (v) − F (u) � h

n−1∑
i=0

f(ξi
2), (6)
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h

n−1∑
i=0

f(ηi
1) � G(v) − G(u) � h

n−1∑
i=0

f(ηi
2). (7)

��, 
����

h

n−1∑
i=0

(f(ξi
1) − f(ηi

2)) � F (v) − F (u) − G(v) + G(u) � h

n−1∑
i=0

(f(ξi
2) − f(ηi

1)).

������:

c = |F (v) − F (u) − G(v) + G(u)|

� max
{∣∣∣∣h

n−1∑
i=0

(f(ξi
1) − f(ηi

2))
∣∣∣∣,

∣∣∣∣h
n−1∑
i=0

(f(ξi
2) − f(ηi

1))
∣∣∣∣
}

.

�
�	� (1) ��:∣∣∣∣h
n−1∑
i=0

(f(ξi
1) − f(ηi

2))
∣∣∣∣ � h

n−1∑
i=0

(|f(ξi
1) − f(ηi

2)|) � h

n−1∑
i=0

(d(|ηi
2 − ξi

1|))

� h

n−1∑
i=0

d(h) = hnd(h) = (v − u)d(h),

∣∣∣∣h
n−1∑
i=0

(f(ξi
2) − f(ηi

1))
∣∣∣∣ � h

n−1∑
i=0

(|f(ξi
2) − f(ηi

1)|) � h

n−1∑
i=0

(d(|ξi
2 − ηi

1|))

� h

n−1∑
i=0

d(h) = hnd(h) = (v − u)d(h).

��, c � (v − u)d(h), ��. ����� S(x, y) = F (y) − F (x) � f(x) 
����	�.

�� 3.2 ��� [13] ���� 1 �
.

������������
�������. �����:

�� 3.3 � [a, b] �, F (x) ���� f(x) ��
, � f(x) ����� (�
���

M > 0, �� |f(x + h) − f(x)| < M |h|), ���� F (x) � [a, b] ���� (�	��	�

|F (x + h) − F (x) − f(x)h| � Mh2).

�� ������. ��� [a, b] � F (x) ���� f(x) ��
, 
��
� x �

x + h, 
� p, q ∈ [x, x + h], �����	���

f(p) � F (x + h) − F (x)
h

� f(q),

���
�� f(x) ��

f(p) − f(x) � F (x + h) − F (x)
h

− f(x) � f(q) − f(x).

�	 f(x) ������, ��∣∣∣∣F (x + h) − F (x)
h

− f(x)
∣∣∣∣ � Mh,

���
� h �������	�.

�����. 
 F (x)� [a, b]����,�� x�	��	� |F (x+h)−F (x)−f(x)h| �
Mh2, ��	����

F (x + h) − F (x) = f(x)h + M1(x, h)h2.
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� x + h �, 
��	�

F (x) − F (x + h) = −f(x + h)h + M2(x, h)h2.

��
���

f(x + h) − f(x) = (M1(x, h) + M2(x, h))h.

�� M1(x, h) < M , M2(x, h) < M , ��

|f(x + h) − f(x)| � (|M1(x, h)| + |M2(x, h)|)h = 2Mh.

���� f(x)� [a, b]�����. ��� [11]���
�� (	� 8)�� F (x)����

f(x) ��
. ����.

���
�����, �����:

�� 3.4 �� F (x) � [a, b] ��
��, ����� f(x), ���� F (x) ����

f(x) ��
, �� f(x) � [a, b] ��
�
.

�� �����. � F (x) ���� f(x) ��
, ��	� (5) ��, ����

hf(x1) � F (x + h) − F (x) � f(x2)h

⇒ hf(x1) − hf(x) � F (x + h) − F (x) − f(x)h � (f(x2) − f(x))h.

�� f(x) � [a, b] ��
�
����	� (1), ��� |f(x1) − f(x)| � d(|x1 − x|) � d(h)

� |f(x2) − f(x)| � d(|x2 − x|) � d(h), ��� |F (x + h) − F (x) − f(x)h| � hd(h).

������. ��, 
 F (x) � [a, b] ��
��, ���� f(x), � F (x) � f(x) 	

��	� (2), ��	���

F (x + h) − F (x) = f(x)h + M(x, h)hd(|h|). (8)


� x + h, �

F (x) − F (x + h) = −f(x + h)h + M ′(x + h, h)hd(|h|). (9)

���
���� h �

f(x + h) − f(x) = (M(x, h) + M ′(x + h, h))d(|h|),
�
� −1 � M(x, h) � 1 � −1 � M ′(x + h, h) � 1, ��

|f(x + h) − f(x)| � 2d(|h|).
���	� (1)	�,���� f(x)�
�
.�������� F (x)���� f(x)��


. ����� [11] �	� 18 ��. ����.

4 ����������


�����
���������	���
��, ���������	. ��


3.2 �
����������:

�� 4.1 � F (x) � [a, b]��
��,���� f(x). 
� [a, b]��� f(x) � 0,


F (x) ���; 
� [a, b] ��� f(x) � 0, 
 F (x) ���. ��	���	����
, 


F (x) �������������.

�� ����� 3.4,�� F (x) ���� f(x) ��
,��	� (5) ��,����


�����.
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�� 4.2 (����
��) ��� F (x) � [a, b] ��
��, F ′(x) = f(x), 
�

Newton-Leibniz 	�: ∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a). (10)

�� ���� F (x) � [a, b]��
��, ��� 3.4, f(x) �
�
,�� F (x) ��

�� f(x) ��
, ��� 3.2 ��, F (x2) − F (x1) � f(x) � [x1, x2] �����. Newton-

Leibniz 	��� f(x) � [a, b] ����������, ����.

�� 4.3 (����������) � f(x) � [a, b]��
�
������
�, �


 G(x) :=
∫ x

a
f(t)dt, 
 G(x) � [a, b] ��
��, �� G′(x) = f(x).

�� ��� G(x) ��
��, S(u, v) = G(v) − G(u) �� f(x) � [a, b] �
���

�	�, G(x) ����� f(x) ��
. � f(x) � G(x) 	��	� (5). � f(x) � [a, b] �

�
�
��� 3.4, �� G(x) �
��������� f(x). ��������.

����� Taylor 	�, �
�����:

�� 4.4 (Taylor	������) 
 H � [a, b]� n ��
 (�) �� (n ����),

��

(1) k = 0, 1, . . . , n − 1 
, H(k)(a) = 0;

(2) � [a, b] �� m � H(n)(x) � M ;


� [a, b] ��
m(x − a)n

n!
� H(x) � M(x − a)n

n!
.

�� �	���
	��: m(x − a)k/k! � H(n−k)(x) � M(x − a)k/k!, �� k =

1, 2, . . . , n, � k = 1 
, ��� 3.4 �

H(n)(x1) � H(n−1)(x) − H(n−1)(a)
x − a

� H(n)(x2),

�� x1, x2 ∈ [a, x]. ���

m(x − a) � H(n−1)(x) � M(x − a);

�� k < n 
��, ��
m(x − a)k

k!
� H(n−k)(x) � M(x − a)k

k!
.

�� k + 1 
��, � G1(x) = m(x − a)k+1/(k + 1)!, G2 = M(x − a)k+1/(k + 1)!. ��

G2(x2) − G2(x1)
x2 − x1

= M

∑k
i=0(x2 − a)k−i(x1 − a)i

(k + 1)!
. (11)

����, �� (x2 − a) > (x1 − a) > 0, 
�

M
(x1 − a)k

k!
� M

∑k
i=0(x2 − a)k−i(x1 − a)i

(k + 1)!
� M

(x2 − a)k

k!
. (12)

����, 
 f2(x) = M (x−a)k

k! , ���	� (11), 
���

f2(x2) − f2(x1)
x2 − x1

= M

∑k−1
i=0 (x2 − a)k−1−i(x1 − a)i

k!
.

�� 0 � x2 − a � (b − a) � 0 � x1 − a � (b − a), 
�∣∣∣∣f2(x2) − f2(x1)
x2 − x1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣M

∑k−1
i=0 (x2 − a)k−1−i(x1 − a)i

k!

∣∣∣∣ � M(b − a)k−1

(k − 1)!
.
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���� A �: �� � 39 � � 2 �

���� f2(x)� [a, b]�����,�� G2(x)� [a, b]��
 (�)��,����� f2(x).

��� 2.1�, H(n−k−1)(x)−G2(x)� [a, b]��
 (�)��,����� H(n−k)(x)−f2(x),

��
� x2 ∈ [a, x], ��

H(n−k−1)(x) − G2(x) − H(n−k−1)(a) + G2(a)
x − a

� H(n−k)(x2) − f2(x2),

��
��� H(n−k)(x)−f2(x) � 0. ��, H(n−k−1)(x)−G2(x) � 0. ���� H(n−k−1)(x)−
G1(x) � 0. ����.

�� 4.5 (Taylor 	�) 
 F (x) � [a, b] � n ��
 (�) ��, �� [a, b] ��

|F (n)(x)| � M , 
 [a, b] ��
� c � x, �

Tn(x, c) = F (c) + F (1)(c)(x − c) +
F (2)(c)(x − c)2

2!
+ · · · + F (n−1)(c)(x − c)n−1

(n − 1)!
,


� |F (x) − Tn(x, c)| � M |x − c|n/n!

�� � Taylor 	��������, �
 (x − c)k/k!(k > 1) � [c, b] ����, �

����� (x − c)k−1/(k − 1)!. � H(x) = F (x) − Tn(x, c), ��� 2.1 ��� H(x) 	�

Taylor	������	�, ��
 x ∈ [c, b], �� |F (x) − Tn(x, c)| � M |x − c|n/n!.

� x ∈ [a, c] 
, 	 u = −x, �	��� (x − c)k/k! (k > 1) ���
���	, ���

(u − (−c))k/k! (k > 1) � [−c,−a] ����, ������ (u − (−c))k−1/(k − 1)!, �	


G(u) = F (−u), 
 G(u) � [−c,−a] ��	�	
����, �� G �
� F , �����

������. ��.

5 ��


�������������������
���, �������������

��������	�
���. ���������, ����������	���
,

���������
�������	�, ������	����������
��

���	��
. ��, ������	������	�. ��������, ��	��

��	������
��, ���
�
����	�, �	�����	�; ����

�������������, 
�������	��, ������	, ���	��

	������������������������, ��, 
�����	����

����������.


��
, �	������, 
�������	�
��, 	�, ���
���,

Taylor 	�	, ��
������	����. ��, �����������
���

��
����
��������: ����
����.

��������������, ������������
���. 
���, �

����	�����	�, 	� “�������������”.

�� ����������������������
�����������.
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