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摘

本文采用代数几何的方法
,

研 究了在任意剖分下多元样条 函数的各种性质
.

定理 2一 4 给出了一个 函数 S (
。 , 。

) 是多元参数型样条的充分必要条件
.

定

理 1 指出了多元样条 函数具有
“

解析延拓
”

的特征性质
.

文中得到在任意剖分下

多元样条的一般表达形式 (定理 9 和 1 0) 和多元样条插值的一般理论
.

文中也

讨论了多元有理样条 函数
.

作者在文献 t lJ 中
,

从分析光滑性与整除性的关系入手
,

沟通 了多元样条函样与代数

几何之间的关系
,

从而便于我们抓住多元样条函数的几何本质以及逐块
“
解析

”
开拓的具

体形象
,

为作理论分析和实际运用提供了方法
.

本文在作者另一文
〔, ’的基础上

,

以多元参数样条为具体背景
,

指出多元样条函数与代

数几何的联系
.

并以代数几何为工具
,

讨论了在给定剖分下
,

多元样条函数存在的充分必

要条件和表现形式
.

本文仅就三维空间的多元样条函数进行讨论
.

自然
,

本文所有结果均不受空间维数

的限制
.

、 ,了
`

、了
`、产,.1,山佗j厂、

山

`、了飞、

一
、

基本引理及记号

设 D 是 、 平面上的一个单连通区域 一考虑三维空间中曲面的一般参数形式
:

x
~

x
(

11 , 。

)
,

夕 ~ 夕 (
“ , 。

)
, z = 。

(
u , 。

)
,

(
“ , 。

) 〔 n
.

将曲面 ( l) 表成向量形式
:

S (
。 , 。

) = (
x

(
。 , 。

)
,

y (
u , 。

)
, :

(
。 , 。

) )
了 ,

(
u , : ,

) 〔 口
.

对给定正整数 左
,

设

H
“ 一

{
p (

乙̀ , ·

) -
艺

0 ` i + j 摄七

c ,了。 犷。 Z
; C , , 。 : 3

}
,

其中 E
3

为三维欧氏空间
,

多项式 (P
u ,

心 〔 H
友
称为向量多项式或多项式向量

.

我们说向量多项式 P (
“ , 。

) 可被纯量多项式 l(
u , 。

) 所整除
,

如果存在某向量多项式

Q (
: , , 。

)
,

使得

P (
“ , : ,

) ~ z (
。 , 。

) (Q
u , 。

)
.

( 4 )
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引理 1
.

设 P(
u, 。

) 〔 H
及, l (

u , 。

) ~
a u

+ b二 +
`

(
a ,

+ b ,

笋 o )
.

若 l (
u , 。

) 的某
n
个零点 (

u ` , 。 ,
) (￡~ l ,

…
, n

)
, n ) 交+ l 也是 (P

u , 。
) 的零点

,

则 (P
“ , 。

) 一定可

被 l (
“ ,

心 所整除
.

证
.

不妨设 b 笋 0
.

今将 尸(
u , 。

) 按
。

的降幂次序整理为
:

(P
u , 。

) ~ a 。

(
。

)
。 咬 + a :

(
u

)
。 左一 ,

+ … + 。 * 一 ,

(
。

)
。

+ 。 、 (
u

)
,

其中 a
,

(
“

) 为
“ 的次数不超过 j 的多项式

:

。 ,

(
u

) 一 艺
。 了, u ` , 。 , 、 〔 E 3

·

( 5 )

以 z(
u , 。

) 除 (P
u , 。

)
,

得

P (
“ , 。

) = l (
u , 。

) Q (
u , 。

) + R (
u

)
,

其中 Q(
“ , 。

) 〔 ,H及一 , ,

R (
“

) 为形如 (约 式的 左次向量多项式
.

由假设条件知
u ; 护 “ , ( i 尹 z)

,

且

R (
。 、

) = 0
, i ~ l , “

`
, ” ·

从而 R ( u) 各分量皆有比其次数 搜为多的零点数
.

所以 R (
。

) 二 O
,

从而引理 1得证
.

引理 2
.

设 P (
u , 。

) 〔 H
互,

且 T : l (
“ , 。

) ~ 0
.

为使

口
r

d u i口夕
犷一 i

。
· , ·

)
1

: 一 0
, ` 一 ” ,

一
;

~ 0 ,
` · ’

, ! ￡ ,

( 6)

必须且只须 P (
“ , :

,

) 可被 [ l (
u , 。

) ]
“ + ,

所整除
.

证
.

充分性是显然的
.

事实上
,

因有某试
“ ,

心 〔 H
灸一厂

, ,

使

P (
u , 。

) ~ [ z (
u , 。

) ]
“ + ,

Q(
u , 。

)
,

自然满足 ( 6 ) 式了
.

再证必要性一
`

~ o 时
,

由引理 l 有 Q (
“ , 。

) 〔 H 夜一 , ,

使

(P
u , 。

) = l (
u , 。

) q (
u , t,

)
.

0 < ,
`
镇 交一 l 时

,

上式应该仍然成立
.

于是由假设

a 。 ,

—
左~ 吸“

一 夕 J
d u

一

(臀
, (

“ ,

一

(孚
, (

“ ,

\

·

) +
·

Q )
( 7)

会 , 一 , ’ · ·

卜
石。

) }
: 一 ,

·

由于
。 , b 不同时为 0 ,

。
) !

r
= 0

.

根据引理 1
,

有 q (
u ,

从而由 ( 7 ) 式知

a (
u ,

。

) 〔 H 左一 2 ,

使

q (
u , 。

) ~ l (
u , 。

) q (
u , 。

)
.

亦即 p (
u , 。

) 一 12(
u , 。

) ]
,

q (
u , “

)
·

再逐步由条件 ( 6 ) 可推得

(P
。 , 。

) ~ [ l (
u , 。

) ]
“ + ,

q
+ ,

(
。 , :

)
,

其中 q
+ ;

(
“ , ,

) 〔 H 左一 ”一 ` .

引理 2 得证
.

定义 1
.

用有限条线段对 万作剖分 T ,

则 万 被分成有限个子区域
.

我们称这 些予
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区域为 万的胞腔
.

全部含于 刀 内部的网线称为内网线
.

至少有一个端点为内网点的内

网线
,

称为第一类内网线
,

其集合记 为 l( T )
.

其它内网线称为第二类内网线
,

其集合记为

21( T )
.

所有以某同一网点 P 为顶点的胞腔的并集称为 P 的相对于剖分 T 的关联区域
.

记为

异 ( p , T ) 或 兄 ( p )
.

定义 2
.

对 万进行剖分 T 之后
,

如果函数 S (
“ , ,

) 在每个胞腔上为向量多项式 (P
“ ,

。

) 任分
,

并且 S (
“ , 。

) 〔 e ,!

( n )
,

则称 S (
“ , t,

) 为仅
,

l
乙

) 阶样条函数
.

记 仅
, 产) 阶样条

函数的集合为 6戈( D , T )
.

有时也简记为 6 戈
.

类 6笼( D
,

了) 是文献 [ 1] 中类 6戈( D ,

丁) 的参数形式下的推广
.

它不仅常可使曲面

形式简化
,

避免非单值性等等
,

而且还可概括某些有理函数和无理函数等
.

比如
,

当

x
~

“ 夕 , y ~ “ 十 夕 , z 一 口

时
。 z
作为

:
和 y 的函数就是

1 ,
.

/一百一一一丁一 、

之
~

-

了 戈夕 士 V 厂 一 件 x 夕
。

艺

二
、

光滑性
、

协调性与结构特征

我们将指出光滑性与整除性之间的本质联系
.

由于整除性是一个在仿射 (射影 )变换

下的不变量 (参见文献 [ Z J)
,

因此反映样条函数特点的光滑性也是一个几何不变量
.

从

原则上讲
,

样条函数就是一种特定的几何概念
.

从定理 1 可以发现
,

多元样条函数 (一元也如此 )实质上还具有一种分片
“
解析

”
开拓

的性质
.

为叙述方便起见
,

把剖分 T 后所得的胞腔按某任意确定的顺序编号
:

△ 1 , △ 2 ,

…
, △ N .

( 8)

两相邻闭胞腔 压 ,
与 压 , 的公共内网线记为 ir , .

如果它们有两条以上的公共网线
,

则

添加上标 耳下
, 以示区别

.

因为任一内网线必为某两胞腔所公有
,

因此都可记为

r 、 j : l , ,

(
u , ,

) 一 0
.

( 9 )

虽然 兀 j也可以写为 一 il
,

(
“ , 。

) ~ 0 的形式
,

但为今后讨论方便起见
,

在整个讨论过程中

恒取定一个符号 iI
,

(
“ , 。

) 或 一 l,. ,
(
“ ,

心 而不予改变
.

并规定

1
’

定理 1
.

设某函数 S (
u ,

; , ~ r i , : l , ,
(

u , 。
) 二

。
) 在相邻两胞腔 △

, ,

l , 、
(
。 , 。

)
.

△ , 上的表达式分别 为

( 1 0 )

只 (
u , t,

)
,

只 (
u , 。

) 〔 万灸
.

为使 S (
u , 。

) 〔 C ”

(压
, U 压 ,

)
,

必须且只须存在 Q
j
(

u , 。
) 〔秘

一 “ 一 , ,

使得

只 (
u , 。

) 一 只 (
u , ,

) 一 [l , , (
u , 。

) ]
” + ,

a
,

(
“ , 。

)
,

( 1 1)

其中 iT ` 今 (
“ ,

心 ~ 0 为 △ * 与 △ , 的公共网线
.

事实上
,

只须令 (P
“ ,

心 ~ 只 (
“ ,

心 一 只 (u
, 。

)
,

则由引理 2 可知定理 1 为真
.

定义 3
.

由 l( 1) 式所确定的 Q
,

(
“ ,

心 称为 ir i 上的光滑因子
.

若一个多元样条 函

数有非 0 的光滑因子存在
,

则称之 为非蜕化的多元样条函数
.

否则
,

称之为蜕化的多元样
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条 函数
,

此即各胞腔同为一多项式者
.

由 ( 10 ) 和 ( 1 1) 式可知
,

r,
,

上的光滑因子与 ir ,
上的光滑因子有下列关系

一 Q
,

(
u , 。

) 三 q
,
(

: ` , 。

)
.

( 12 )

设 A 为任一给定的内网点
,

按下法将所有过 A 的内网 线 { r *了

} 中各 ￡
,

I 的顺序作如下

调整
:
使当一动点以 A 为心按逆时针方向转动而越过 ir

,

时
,

恰好是从 △ ,

跨人 △ , .

( 1 3 )

有了上述规定和 ( 1 0 )
,

( 1 2 ) 式
,

就可给出
“

协调条件
”

艺 汇l , ,

(
。 , 二

) ]
“ + `

Q
;

(
。 , : ,

) 三 0
,

其中艺 表示对一切以 A 为端点的内网线所作的和
,

而 Q
了

(u
,

心 为按 ( 1 3 ) 调整后 的

ir
,

所对应的光滑因子
.

设将所有内网点列出为 A I ,

A Z ,

…
,

才、 ,

则称

万 [l , ,

(
。 , 。

) ]
“ + ` ·

Q
,
(

u , : `

) 二 o
, , 一 ` , 2

,

…
, 。了,

为全局协调条件
.

定义 4
.

设区域 D 的边界 a D 由一些折线所组成
,

若把它们也作为网线
,

则得到整个

平面区域 R Z

的一个剖分
.

我们称之为整体剖分
,

记为 于
.

定理 2
.

对于给定剖分 T ,

S (
“ ,

心 是 6笼( D
,
了 ) 中的多元样条函数

,

必 须且 只须

S (
。 , 。

) 在每一内网线上均有一光滑因子存在
,

并且满足全局协调 条 件 ( 1 5 ) 式
.

若使

S (
。 , 。

) 是非蜕化的
,

必须且只须除上述条件外
,

再要求有非零的光滑因子存在
.

定理 3
.

对于整体剖分 于
,

S u(
, 。

)是 6 式尸
,

于) 中的多元样条函数
,

必须 且只须对

每根网线而言
,

(S
u , 。

) 均有光滑因子存在
,

并且满足全局协调条件
` ’ .

欲使 s(
“ , 。

) 是非

蜕化的
,

必须且只须在上述条件外
,

再要求有非零的光滑因子存在
.

定理 2 和定理 3 的证明是完全类似的
.

事实上
,

由定理 1 知 s(
“ , 。

) 的光滑性连接

是没有问题的
.

因而只须证明单值性
.

显然 ( 1 5 ) 式可保证在每个内网点 A 的关联区域

界 ( A ) 内的单值性
.

关键是要证明相邻两内网点 A l , 才 2

的关联区域的并集

界 ( A l

) U 宪(才
2

)

上的单值性
.

而这点完全可由 ( 1 0)
,

( 12 )
,

( 14 ) 式所保证伙

定理 2 和定理 3 给出了判定 S (
“ , 。

) 是否为多元样条函数的充分必要条件
.

下述定

理 牛则给出了在已知剖分下
,

多元样条函数存在的条件
.

定理 4
.

设 那 为一给定的非负整数
, o 镇 拼 成 左一 1

.

为使在剖分 T 下
,

非蜕化的多

元样条函数 S (
。 ,

心 ` 6找D
, 了 ) 存在

,

必须且只须下述两条件之一满足
:

1) 11( T ) 非空
.

2 ) 11( T ) 一 价 (空 )
,

但在 ( 10 )
,

( 12 )
,

( 13 ) 式下
,

由 ( 1 5 ) 式所示的全局协调方程有

不全为 0 的解 Q
,

(
“ , 。

) 存在
.

所述条件的必要性是定理 2 的直接推论
.

l) 此时 刁
: ,

…
,
刁 , 应为相应于 于 的一 切网点

.
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证明充分性
.

2 )夏成立
,

则由定理 2 知充分性成立
.

若 l) 成立
,

则对任何 给 定 的

ir
, 〔 H (了 )

,

可任取非零向量多项式 Q
,

u(
, 。

) 〔 H
花一 “ 一 ,

作 为 ir
,

的光滑因子
.

并于 ( 1匀

式中取平凡解
,

即取各 几 〔 (I T )的光滑因子恒为 0
.

如此所确定的任何 S伽
,

心 一定非

蜕化且属于 6抓D
, 了 )

.

推论 1
.

设剖分 T 无内网点 ( I( T ) ~ 币)
,

则只要 。 镇 拼 毛 左一 l ,

非蜕化的多元样

条函数 s(
。 ,

心 〔 6式D
,

T ) 一定存在
,

其中各内网线 ir , 〔 11( T ) 上的光滑因子 可 以是

H 友一 ; 一 `

中的任何向量多项式 q
,

u(
, 。

)
.

从以上推论可知
,

一元非蜕化样条函数
,

对于任何剖分都是存在的
.

因为没有
“
内网

点
”
存在

.

但是一元周期样条相当于 首尾两区间重合的情况
.

因此它们理应满足
“
协调条

件
夕 , :

艺
c ,

(
x 一 , 了

)
·

三 0
.

三
、

异度样条函数

以
,

心 阶样条函数 S (
。 , 。

) 在各相邻胞腔上都以 ” 阶光滑度相连接
.

有些实际间题

和理论问题
,

还常要求构造各相邻胞腔之间连接的光滑度不尽相同的样条函数
,

甚至要求

各胞腔内的函数类也不尽相同
,

本节只就前一问题略作讨论
.

定义 5
.

设 S (
。 ,

心于各胞腔上为 反次 向量多项式
,

在内网线 r 、 ,

上的光滑度为内

伽
, ,

~ 脚 )
,

则称 S (
“ ,

心 为异度样条函数
.

记为 S (
“ ,

心 〔 e 笼(口
, 了 )

,

其中 乒 为所有

z
` ; ,

的集合
:

舀 ~ { ,` , , , 尸
a , ,

… }
.

显然
,

只须将 ( 1 4 )
,

( 1 5 ) 式分别换成

艺 [ ,, ,

(
u , 。

) 1
“ ` , + ,

Q
,

(
。 , 。

) 三 。 ,

A

艺 [ ,* ,

(
。 , 。

) ]
“ ` , + ,

Q
,

(
u , 。

) 二 0
, , 一 ` ,

…
, , `

,

d p

( l 斗
’

)

( 15
`

)

则定理 2 ,

定理 3 和定理 4 的类似结论是照样成立的
.

事实上
,

由于我们采用的是代数几

何方法
,

因而对于异度样条的研究并不会产生任何新的困难
.

四
、

带权样条函数

求解数学物理问题时
,

常会遇到边界条件

W (
“ , 。

) !
。 。

~ 甲 (
。 , :

)
.

( 16 )

设 口D 的方程为
:

,
(

: ` , 。

) = O ,

对任何 (P
“ ,

心 〔 H
走,

函数 。 (
。 ,

心P (u
, 。

) 十 甲 (
。 , 。

) 将 自动满足边界条件 ( 16) 式
.

进而
,

对于任何 g ( t
)

,

只要 g ( o ) = o ,

则 g ( 。 (
u , ,

) ) P (
: ` , 。

) + 甲 (
“ , 。

) 必满足 ( 26 )式
.

我们考虑分片为形如
G (

lt , 。
)只 (

u , 。
) + 甲 (

。 , 。

)
,

(
u , t,

) 〔 △ ,

( 2 7 )
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的样条函数
,

其中 G (
。 ,

心 和 甲 (
“ ,

心是给定的函数
,

iP (
“ ,

心 〔 H
“ .

设 G (
u , t,

) ` c “

( D )
,

并设
Z [ G ] ~ { (

: ` , 。
) 〔 D 】G (

u , t,

) ~ o }
.

今假定对给定剖分 T ,

每条内网线 r
; ,

上点集 ir i 一 z 「G ] 的点数不少于 友十 1 :

N p ( J
’ ; s 一 Z [ G ]) ) 左+ 1

.

( 1 8 )

定义 6
.

在给定剖分 T 下
,

形如 ( 17) 式且于 D 上具有 那阶连续偏导数的函数 S ( .u

心 称为带权多项式样条
,

简称带权样条
.

记为 G 6 抓D , 了 , 甲 ) 或 ` 6耗甲)
.

由引理 1 和引理 2 ,

并注意假设条件 ( 1 5) 式
,

我们有

定理 5
.

设 s(
“ , 。

) 在两相邻胞腔 △ ,
和 。 ,

上的表达式分别为况 (
“ , 。

) 和属 (u
, 。

)
,

为使 (S
“ , 。

) 〔 C 6笔(乙
, U 压

,

)
,

必须且只须存在 Q
i
(
。 , 。

) 〔 H 左一 “ 一 ` ,

使得

况(
“ , 。

) 一 iS (
“ , 。

) ~ 汇l ; ,
仁“

, 。

) ]
” + ’

Q
,

(
,` , : ,

) G (
,` , : ,

)
,

其中 iT
了: 乙

,

(
“ ,

心 ~ 0 为 △ ,
与 △ ,

的公共网线
.

协调条件和全局协调条件分别为
:

G (
u , 。

) 艺 [`
, ,

(
u , 。

) z
“ + ,

Q , (
u , 。

) 三 0
,

G (
· , ·

)

哥
【̀了

,

(一 , “
” “

·

Q
了

(一 , 一 。 ,

一
` ,

一
M

.

( 1 9 )

( 2 0 )

( 2 1)

同样地
,

有

定理 6
.

对给定剖分 T ,

S (
“ , 。

) 是 ` 6茸中的带权样条函数
,

必须且只须对 每 一内

网 线而言
,

S (
“ ,

心 均有一光滑因子存在
,

并且满足全局协调条件 ( 2 1) 式
.

欲使 s(
。 , 。

)

是非蜕化的
,

必须且只须在上述条件外再要求有非零的光滑因子存在
.

定理 7
.

对给定的整体剖分 于
,

S恤
, 。

) 是 ` 6万中多元带权样条函数
,

必须且只须

对每根网线而言
,

S (
“ ,

心 均有光滑因子存在
,

并且满足全局协调条件 ( 2 1) 式
.

欲再使

s(
“ , 。

) 是非蜕化的
,

必须且只须在上述条件外再要求有非零的光滑因子存在
.

定理 8
.

设 拼为一给定的非负整数
, 0 ( 那 毛 左一 1 ,

为使在剖分 T 下
,

非蜕化的 多

元带权样条函数 S (
“ , ,

) 〔 G e 戈存在
,

必须且只须下述两条件之一满足
:

l ) 11( T ) 非空
.

2 ) 11( T ) 一 币 (空 )
,

但在 ( 1 0 )
,

( 12 )
,

( 1 3 )式下
,

由 ( 2 1)式所示的全局协调方程有不

全为 0 的解 Q
,

( u , 。

) 存在
.

它们的证明和定理 2 , 3 和 4 的证明是类似的
〔` , . `

丫

五
、

多元样条函数的表现

多元样条的逐片开拓性质
,

使得我们十分便于给出多元样条函数的表达式
.

今仅就

带权样条函数来叙述
.

设区域 D 被剖分 T 分成有限个胞腔 △ : , △ 2 ,

…
, △ N ,

在其中任意选定一个胞腔作为
“ 源胞腔

” ,

不妨设 △ ;

为源胞腔
.

从源胞腔 △ ;

出发
,

画一个流向图 (如图 1所示 )
.

使得有

向流线 C 满足下列条件
:

l) C 流进
、

流出所有胞腔各一次 ;
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2) C不允许通过网点;

3 ) C穿过每条内网线的次数不多于 1
.

我们所作的有向流线 C允许有分支出现
,

即并不要求是
“
一笔 画” .

定义 7
.

流线 C 所经过的内网线称为相应于流线 C 的本性网 线
,

其它内网线均称为

相应于流线 C 的可去网线
.

显然
,

本性网线与可去网线均与流线 C 的

选取有关
,

而流线 C 的选择是不唯一的
,

因此

它们都只是一个相对概念
.

定义 8
.

设 C 为给定的流线
,

ir , 为 C 的

任一条本性内网线

r ; , : l , ,

(
u , ,

) = 0
.

我们把从源胞腔出发沿 C 前进时
,

只 有越过

乙
,

之后才可能到达的所有闭胞腔的并集记 为

u (r 幼
,

把 C 在越过 ir , 之前所经过各闭胞腔

的并集记为 U ( r 云)
.

而称 U ( r卉) 一 v ( r 云) 为 r , , 的前方
,

记为 f
,

( r , ,

)
.

定义 ,
.

设几
:

I,i x(
, 夕) ~ 0 为相应于流线 C 的任一条本性内网线

.

定义多元非乘

积型截断多项式为
:

[ l , ,

(
u , 。

) ]军=
[ l , , (

。 , 。
) ]

’ ” ,

当 (
, , , ,

) 〔 f
r

( r , ,

)
,

o ,

当 (
“ , 。

) 〔 万一 f
,

( r , ]

)
. ( 2 2 )

,

、.,.J

` 、了
t,

,
“

产
`
、

定理 .9

现为
:

(S
u ,

带权样条函数类 G 6笑( D
,

T ) 中任一多元样条函数 s(
“ , 。

)
,

均可唯一地表

·
) 一 , (

· , ·
) + 。 (

· , ·
)
{。

· ,

,
) + 艺 [“ , (

u ,
,

) 1牛
+ ,

Q ,

(
u , 。

) 〔 。 ,

( 2 3 )

其中 (P
“ ,

心 〔 H “ 为 (S
。 ,

心 于源胞腔中的表达式
,

表示对 C 的所有本性内网线求名
。

和
,

而当 C 越过 r , s时恰好从 △ i 跨入 △ , ,

并且 Q
,

(
u , ,

) 为 r , , : l ; ,

(
,` , 。

) ~ o 上的光滑

因子
。

如果取

, (
u , ,

) 三 0
, G (

“ , ,
) 三 l ,

(
“ , 。

) 〔 。 ,

则从定理 9 推得

定理 1 0
.

6 凳( D
, T ) 中的任一多元样条函数 s(

u ,

心
,

均可唯一地表现为
:

(S
u , 。

) ~ 代
“ , ,

) + 艺 〔I ; , (
u , 。 ) ]犷

,

q
,

(
“ , 。

)
,

(
u , 。

) 。 。 ,

( 2 4 )
C

其中 (P
u , ,

)
, l` , (

, ` , ,
) 和 q

,

(
u , 。

) 的意义同定理 9
.

定理 9 与定理 10 的证明是不难的
.

事实上
,

只须根据定义 10 和定理 1 中光滑因子

的涵义
,

采用数学归纳法即可证得
.

( 23 ) 与 ( 2 4 ) 式中的代
“ , ,

) 是没有什么限制的
,

但是 Q,. , (
“ ,

心 一定是要满足全局
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协调条件 (2 1 )和 (l匀 式的
.

综合定理0 1和定理 2,

定理 9 和定理 6 ,

则可分别建立下述两定理
:

定理 n
.

对于给定的剖分 T 和确定的流线 C
,

多元函数 (S
“ , 。

) 是 6笼( D , 了) 中的

样条函数
,

必须且只须 ( 2 4 ) 与 ( I苏) 式同时被满足
.

定理 1 2
.

对于给定的剖分 T 和确定的流线 C
,

多元函数 S (
。 , 。

) 是 G 6笔( D
, T ) 中

的带权样条函数
,

必须且只须 ( 2 3 ) 与 ( 2 1) 式同时被满足
.

上述四条定理
,

对于多元样条的插值理论
、

最佳逼近理论以及高维数值积分等方面的

研究和应用提供了必要的前提
.

对于第三节中所说的异度样条函数的相应定理也是容易建立的
.

顺便指出
,

一元样条函数的表达式恰为 ( 2 4 ) 式的简单特例
.

六
、

多元有理样条函数

本文仅讨论
“
纯量

”
形式有理样条函数

.

设以 H
”

记如下
n
次多项式的集合

P (
u , 。

) ~ 艺
0 ( 泛+ j ` 移

c ` , u , 刀 1 .

以 R几记如下有理分式类

尺 (
。 , 。

) ~
P (

u , 。 )

口(
u 。 。

)

其中 p (
u , 。

) 〔 月
” ,

Q(
“ , 。

) ` 月
,” ,

且 夕(
u , 。

) 于 D 内处处不为零
.

对给定剖分 T ,

若 R (
u , 。

) 于每个胞腔上属于 天二
,

且 R (
u , 。

) 〔 c “

( D )
,

则称 尺(
“ ,

心 是多元有理样条函数
,

记 为 刀 (
。 , ,

) ` 6熟 ( D
,

T )
.

定理 13
.

设某函数 R (
“ , 。

) 于两相邻胞腔 △ , ,

△
,

上的表达式分别为

上艺互竺` 之
、

二互生业
。 溉

_

夕, (“
, 二

)
`

夕i (“
, 二

)

为使 R (
u , 。

) 〔 C “

(压
、

U 入
,

)
,

必须且
.

只须存在 “
, ,

(
u , ,

) 〔 H , + ” 一 “ 一` ,

使得

p 、 (
u , 。

) _ p , (
“ , : ,

) ~ 「l ; , (
。 , ,

) I
“ + ,

M ; , (
“ , ,

)
夕*

(
“ , 。

) Q
,

(
“ , 。

) Q*
(
“ , : ,

) Q
,

(
。 , ,

)
’

其中 r,
, :

iiI (
“ ,

心 ~ 0 为 △ ,
与 △ ,

的公共内网线
.

证
.

充分性是显然的
.

再证必要性
.

根据 R (
“ ,

心 的连续性
,

p ,
(

u , “

) _ p ,

(
“ , 。

) _ p ,
(

u , “

)夕
,
(

u , “

) 一 p , (
u , “

)口
,
(

u , “

)

口,
(
。 , 。

) 口
,

(
。 , 。

) 夕,
(

u , 。
)口, (

“ , 。
)

于 ir
,

上处处为 0
.

因而其分子必于 ir
,

上处处为零
.

由引理 1 ,

其分子一定可被

所整除
.

即有 M乳(
“ ,

心 。 H 阴十 。一 , ,

使
`

里
、
(

u , 。

)
.

_ 弓(
“ , 。

) 一 l , ,

(
u , 。

)耐 :
,

(热 竺)
口、

(
u , 。

) 夕
J

(
u , 。

) 口`
(

u , ,

) Q
J

(
u , 。

)
’

( 2苏)

( 2 6 )

l , i (
u , 。

)

又因它们一阶偏导数于 兀、 上处处为 o ,

于是可直接推知 对 {
,

(u
,

心 必在 r 、 , 上处 处 为 。
.

又由引理 1
’。 一

再推得

p 、
(
“ · “

1 _ p ,

(
。 , : ,

) _ 旦工生
,

口、
(

u , t,
) 夕

,

(
u , v

) 夕
i

(
u ,

, ,

) ]
’
M {

,

(
。 , 。

)
。

)口
,

(
。 , 。

犷
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其中 入 I:
,

(
“ ,

心 〔 开” ” 一 2 .

依此类推
,

即可证得 ( 2 5) 式成立
.

定理 13 得证
.

我们称 M ; , (
u , 。

) 为内网 线 r ; , : l , I

(
“ , 二

) = o 上的光滑因子
.

在多元有理样条的理论研究中
,

代替 ( 1 4 )
,

( 1力 式的依次为
:

艺 [ l , ,

(
“ , 。

) ]
“ + , ·

艺 [ l , ,

(
u , 。

) ]
“ + ` ·

M , , (
u , 。

)

Q ;
(
“ , 。

) Q i (
u , 。

)
三 0 ,

M
, ,

(
u , t,

) =

口`
(
“ , 。

)口, (
u , 。

)
0 , , ~ l ,

…
, 入1 ,

( 2 7 )

( 2 8)

其中 Q `
(
“ , 。

)
,

口
,

(
“ , 。

) 分别为在胞腔 △ , ,

△ j上的有理分式之分母
.

定理 14
.

对于给定剖分 T , R (
“ , 。

) 是 6 奋拔 D
, 丁 ) 中的有理样条函数

,

必须且只须
R (

。 ,

心 在每一内网 线上均有光滑因子存在
,

并且满足全局协调条件 ( 2 8 ) 式
.

为再使

天 (
。 , 。

) 是非蜕化的
,

必须且只须在上述条件外再要求有非零的光滑因子存在
.

它的证明与定理 2 的证明类似
.

同样地
,

我们有

定理 1 5
.

6 奈拔D
, T ) 中的任一有理样条函数 R (

。 ,

心 均可唯一地表现为
:

天 (
。 , 。

) 一 * 。

(
“ , 。

) + 艺 [ ,* ,

(
“ , ,

) ]护
` M , ,

(
“ , 。

) 一
Q ,

(
u , 。

) g
,

(
“ , 。

)
( 2 9 )

其中 R 。

(
“ , 。

) 〔 R几为 R (
u , 。

) 在源胞腔中的表达式
,

Q ,
(
“ , 。

) 和 口
,

(
u , 。

) 分另}J为 △ ,
和

△ ,

中有理分式的分母
,

M , ,

(
“ , 。

) 为 ir i上的光滑因子
.

为了得到一系列实际可行的有理样条插值方法
,

看来采用作者和昊顺唐
〔3 ,
给出的类

似形式是可以办得到的
.

七
、

多元样条插值

现就纯量多项式样条函数来讨论多元样条插值的问题
.

把全局协调条件 ( 1力 式写成矩阵形式

B夕三 。 ,

( 3 0 )

其中 Q 为由各内网线上的光滑因子的系数
。 , ,

作为分量所组成的向量
.

召中各元素 由各

lz[
,

〔“
, 。

) ]叶
,

展开式的系数组成
.

( 3 0) 式中未知量的个数 为 。 d仅 一 拼 一 心
,

其中 , 为

内网 线总数
,

d (
,
·

)
(

,
·

+ l ) (
,
·

+ 2 )

设 B 的秩数为 r ,

则 ( 30 ) 式的解空间的维数为 又一 。 d以 一 那 一 l) 一 几

取定 ( 3 0) 式的一个基础解系

q , , q Z , ”
’ ,

q 孟
· ( 3 1 )

则 ( 30 ) 式的通解为
:

口一 al q :
十

’ ` ·

十 心叭
,

其 中
a l ,

…
, a , 为实数

.

引入记号

X “
~ (u

“ ,

砂
一 ’ 。 , :

…
,

。 友一 , , 。

勺
.

因内网线总数为 、 ,

如果我们视 ( 2 4 ) 式是对一切内网线求和
,

但规定相应可去内网线的
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截断多项式恒为零
,

则 ( 2 4 ) 式仍然成立
.

为叙述方便起见
,

给所有内网线编号
:

l ,

(
u ,

于是 ( 2 4 ) 式成为

s (
u , 。

) ~ p (
: ` ,

,
)

,

…
, l ,

(
u , 。

)
.

,
) + 艺 r`

,

(
。 , 。

) ]犷
,

Q
,

(
。 , 。

)
.

( 3 2 )

,o ,

(
u , 。

) ~

[ z ,
(

u ,

。 :

(
u , 。

) ~ ( x 。 , x , ,

…
, x 天)

,

( [ l:

(
“ , z,

) ]犷
, X o ,

…
,

[ l:

(
。 , ,

) ]犷
’
X 互一 “ 一 , ,

…
。

) ]犷
,
X 口,

…
,

[l。 (
u , , ) l犷

,
X掩一

“ 一 ,

)
,

。 (
u , ,

) ~ 。 ,

(
u , ,

) + 。 2

(
u , ,

)
,

则 ( 3 2 ) 式可写为
:

_

/ P 、
S戈u · “

) 一 功` “ · “ , 戈。 )一
臼 `
戈u , “

) p + 功 ,

弋u , “
) g

一 ( 。
:

(
。 , 。

)
, 。 2

(
“ , 。

) 、
, ,

…
, 。 2

(
“ , ,

) , *
) (

”
、

,

\ 任 l

( 3 3 )

其中 p 是以 p (
“ ,

心 的系数
` 。 为分量的向量

,

而 a ~ (
。 , ,

…
,

丙丫
.

从 ( 3 3 ) 式可知
, s (

。 , 。
) 中真正独立的自由度为 :

占 ~ d仅) + 。 d仅 一 拼 一 l ) 一 :
.

设 穿
: ,

…
,

穿
,

是给定的线性算子
,

它们是允许有重复的
.

它们可以是恒等算子
、

偏微商算子和积分泛函等等
:

穿 s (
“ , ,

) 二 s (
u , ,

)

穿 s (
u , 。

) 三
a

.

口u `口夕一 i

s (
u , 。

)
,

、 : (
· , ·

) 一

{
D , (

· , ·
) : (

￡̀ ) ·
) d· d一

其中权函数 成
。 ,

心 满足

户(
u , 。

) ) o ,

(
u , ,

) 〔 D
,

,
)了

u d 。 > 0
。

,U
尹̀、

P
D

`

I
J

取插值节点
、刀矛、 .沙月乍目、J月jfl

了t、产̀、

(
u , , , ,)

,

j ~ l ,

…
, a

.

考虑插值问题

空
, S (

u i , 。 , ) ~ Z , ,

i ~ l ,

…
, 占,

其中 z : ,

…
, Z ;

为给定的一组实数
,

而当 苗特 j 时
,

并不一定要求

穿
, 铸 穿

, ,

(
u ` , t, `

) 笋 (
t, 、 , , i )

.

比如可以在同一点要求若干阶偏微商满足插值条件
,

或者在不同点要求同样阶数的偏微

商等等
.
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定理16
.

对任给 z L,

…
,

Z ;

而言
,

插值问题 ( 30 )
,

( 3 , ) 式均有唯一解
,

必须且只

须

、了6
丹j尹吃、

n笋

、、、,..夕万/
,

孟孟1óqqq
、2、 J廿、 、了

线气九穿
1。 ,

(
u : , : ,

)
,

穿
: 。 :

(
u ; , 。 :

)叮
, ,

…
罗

2 。 ,

(
“ ` , 。 2

)
,

犷
20 2

(
“ 2 , 。 2

) q , ,

…
穿

g

: 的 2

(
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事实上
,

对于给定右端 Z : ,

…
, z ;

而言
,

插值问题 ( 3 0 )
,

( 3 , ) 式均有唯一解等价于

相应齐方程只有零解
.

而由线代数理论可知
,

这又等价于 ( 36 ) 式成立
.

必须指出
,

( 3 6 ) 式成立与否是与 ( 3 0 ) 式的基础解系 q , ,

…
, q * 的具体选择无关的

.

事实上
,

无论怎样选择另一组基础解系 抓
,

…
,

抓
,

对应 ( 3 6 ) 式中矩阵的后 又列同原来

矩阵的后 几列是可以互相表示的
.

从而添第 1 列以后所得矩阵的秩数是不变的
.

\

因此定理 16 又可叙述为

定理 17
.

对任给 lZ
,

…
, Z 占

而言
,

插值间题 ( 3 0 )
,

( 3 5) 式均有唯一解
,

必须且只

须存在 ( 30 ) 式的某基础解系 q , ,

…
, q ; ,

使 ( 3 6 ) 式成立
.

插值问题的解也是容易算出的
.

这就是

定理 1 8
.

当 ( 3 6 ) 式成立时
,

插值问题 ( 3 0 )
,

( 3 5) 的解 S (
。 , 。

) 可由下述行列式方

程解出
:
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( 3 7 )

( 3 8 )那一
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其中 △沪为以 ( Z , ,

…
,

Z 力
了

替换 ( 3 6 ) 式中行列式的第 i 列 ( ￡~ l ,

…
, d以) ) 所得

新行列式的 (一 1)
1一 `

倍
, 。 {

` ’
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。 , 。

) 为 。 ,

(
“ 歹

。

) 的第 ` 个分量所表示的基函数
, △ , 为以

( 2
1 ,

…
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)
T

替换 ( 36 ) 式中行列式的第 d以 ) + j列 ( j ~ 1 ,

…
,

劝 所得 新 行列式

的 ( 一 l )
` (“ ,+ ,一 ,

倍
.

为便于今后应用
,

似应在 ( 3 5) 式的基础上研究各种应用
.

特别是在有限元法方面的

若干具体应用
.

作者对王湘浩
、

徐利治和孙以丰教授的热情帮助谨致谢意
.
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