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摘要 多模型方法是混合估计的主流方法之一,以该方法估计不变结构半弹道式再入飞行器 (SBRV)

混合状态的难点在于设计有效的模型集. 文中提出了一种伪 Monte Carlo 模型集可以使 SBRV 混合

状态估计器在最小均方差 (MMSE)意义下接近于最优. SBRV的再入估计具有高度的非线性,同时其

模式由多个边界已知的参数张成. 给出了这种伪 Monte Carlo模型集的设计方法,并分析了其性能特

征. 该模型集相比于 Monte Carlo方法生成的模型集有更高的精度,理论分析和仿真结果表明了新设

计模型集的有效性与合理性.

关键词 半弹道式再入飞行器 混合估计 模型集设计 Monte Carlo法 伪 Monte Carlo法

1 引言

基于雷达量测对再入体实时跟踪是目标跟踪领域的重要问题,传统研究的重点是弹道式再入飞行

器 (BRV)[1−4], 该飞行器结构对称, 同时其轨迹由再入的初始状态决定. 然而再入体的结构通常不对

称, 该不对称产生的升力导致飞行器轨迹的复杂以及控制、估计及预测的困难 [5−10], 这种类型的飞行

器称作半弹道式再入飞行器 (SBRV, semi-ballistic reentry vehicle), 例如航天飞机、宇宙飞船、碎片、

飞行器残骸、一些卫星和一些类别的导弹. SBRV 即能以不变结构的方式再入, 也能以可变结构的方

式再入, 对前者的状态估计是后者的基础, 在不考虑飞行器旋转的情况下本文研究不变结构 SBRV 的

估计问题.

SBRV的状态由连续成分和离散成分组成,连续成分称作基态,指的是一般系统的状态,离散成分

称作模式, 因而 SBRV 的估计在本质上属于混合估计, 混合估计的一个主流方法为多模型方法 [11,12].

该方法需要设计一组模型以覆盖系统可能的模式与行为，然后通过这些模型输出的组合得到多模型

方法的输出. 多模型方法的性能很大程度上依赖于模型集, 模型集的设计又是多模型方法应用最主要
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的问题 [13], 所以本文着重探讨 SBRV 多模型估计器的模型集设计.

模型集的设计不但重要而且很难, 当前的设计大多缺乏足够理论依据或依赖于极高技巧 [13], 模

型集拥有固定的结构或者可变的结构. 前者的应用最为广泛, 这种模型集用于自治多模型 (AMM, au-

tonomous multiple-model)方法或协作多模型 (CMM, cooperative multiple-model)方法 [11,14,15]. AMM

估计器的每个模型各自独立地工作,该估计器相比于非多模型估计器的优点在于其输出是对各模型输

出结果的优化处理 [11]. 本文使用 AMM 法估计不变结构 SBRV 的混合状态.

Magill 使用了与模式空间相等的模型集, 从而得到最小均方差 (MMSE, minimum mean square

error) 意义下的最优估计器 [14]; 实际上模型集通常要比模式空间小很多 [16,17], 针对这种情况的通用

固定结构模型集设计方法很少, 在确知各个参数有界取值区间的条件下, 文献 [18] 给出了一种系统的

模型集设计方法,该方法只针对线性系统.文献 [4]基于参数的边界信息设计模型集以估计非线性系统

的状态, 但是只考虑了一维模式空间情形. Li 对模型集设计提供了一个理论描述: 真实模式和模型被

描述都为概率分布的先验信息已知的随机变量, 从而模型集的设计成为设计模型以近似模式的分布.

在此基础上, Li 提出了 3 种模型集设计途径 [18]. 作为对文献 [18] 的进一步发展, 文献 [19] 在多维的

模式空间中给出了与模式分布失配最小的模型集.

虽然多模型方法广泛地用于混合估计, 该方法在再入问题上的应用很少, 其难度在于模型集的设

计, 而且上述模型集设计方法都不符合 SBRV 的特征. SBRV 具有高度非线性, 则无法使用文献 [17]

中的模型集设计方法; 其模式空间由多个边界已知的参数张成, 又无法使用文献 [4] 的给出的设计; 这

些参数仅知其散布的区间,而其分布通常未知,所以也无法使用文献 [18,19]中给出的模型集设计方法.

本文设计的模型集符合 SBRV 的上述要求, 这些模型散布在 SBRV 的模式空间, 其使用方便, 而且可

以使估计器在 MMSE 意义下接近于最优.

本文内容组织如下: 第 2节介绍 SBRV模型 (关于模型设计较为详细的内容已在文献 [9]中给出),

运动特征及模式特征; 第 3 节设计 SBRV 最小均方差 (MMSE) 准则下接近于最优的混合状态估计器;

第 4 节提出伪 Monte Carlo 模型集并分析该模型集的理论精度, 实现方法以及性能特征; 第 5 节是仿

真结果; 结论在第 6 节给出.

2 SBRV 的建模及运动和模式分析

SBRV 具有不对称的外形或结构, 其外形的不对称可视作结构的不对称. 在再入的过程中该飞行

器主要承受重力与气动力, 重力作用于质心 O, O′ 是气动力作用的中心, 如图 1 所示. 气动力分解为

升力和阻力. 当质心 O 在轴线 AB 上时升力为零,当 O 与 AB 不重合时升力存在. 升力来源于 SBRV

结构的不对称性,并根据物理意义分解为爬升力与转弯力,前者控制飞行器的爬升与俯冲,后者控制飞

行器的左转与右转; 爬升力垂直于阻力和转弯力, 转弯力平行于当地水平面并垂直于阻力. 阻力与速

度的方向相反,当升力存在时,阻力中有诱导阻力生成. 由单位转弯力向量、单位爬升力向量和单位速

度向量组成的正交坐标系称为半速度坐标系 (文献 [1] 中称为 VTC 框架). 上述力的关系如图 1 所示.

将 SBRV看作质点 (如图 1所示, 该质点与质心重合),其状态在东北天 (ENU, earth north up)坐

标系中描述, 将气动力从半速度坐标系转换到 ENU 坐标系, 并考虑离心力与 Coriolis 力的影响, 可得

到 SBRV 模型

X(k+1) = FXk + Gf(k, Xk) + wk, (1)
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图 1 半弹道式再入飞行器及气动力分析

Figure 1 SBRV and geometry of forces

其中

X(k+1) = [x(k+1)ẋ(k+1)y(k+1)ẏ(k+1)z(k+1)ż(k+1)]′, w(k) = [wxẇvxwywvywzwvz]′,
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ẋ2

k + ẏ2
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ẋ2

k+ẏ2
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ẋ2

k+ẏ2
k

− 1
2αkcdρ

√
ẋ2
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kcd是爬升力与阻力的比值, ktd是转弯力与阻力的比值, µ是地球引力常数, ω是地球角速度的大小，φk

是飞行器的纬度, a 是 ENU 坐标系的原点到地心的距离, 其值为地球平均半径加 ENU 坐标系原点的

海拔高度,则飞行器到地心的距离为 (x2
k + y2

k + (zk + a)2)1/2, ρ是大气密度,阻力参数 αd = (1 + ck2)α,

升阻比 k 为升力与阻力的比值, k2 = k2
td + k2

cd, c 是与诱导阻力相关的系数, α=(SCD)/m 由飞行器质
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图 2 不变结构 SBRV 的三维再入轨迹 图 3 各轨迹对应的模式

Figure 2 Three-dimensional trajectories of a Figure 3 The corresponding mode of each trajectory

invariable-structure SBRV

量 m, 参考面积 S 和阻力系数 CD 决定. CD 依赖于速度、飞行器距离地面的高度、飞行器的长直比

和空气的粘性系数等 [5]. 当 ktd = 0 且 kcd = 0 时, 该模型就是 BRV 模型.

不变结构 SBRV 的轨迹受到升阻比的影响, 该值主要取决于 SBRV 的结构, 其范围可先验获知.

航天飞机升阻比可以大于 1,旋成体升阻比小于 0.8,宇宙飞船的升阻比不超过 0.5,而细长体的升阻比

小很多. 在给定的初始状态下, BRV 的轨迹是确定的, BRV 阻力系数的值通常假设为定常 [3,4]; 根据

这一假设, SBRV 的轨迹受到 kcd 与 ktd 影响, 其阻力受到诱导阻力的影响. 这些参数代表了 SBRV 的

特征, 它们的值代表了该飞行器的模式, 所有可能模式的集合构成了模式空间. 所以 SBRV 轨迹的不

确定性主要由 ktd, kcd, 和 αd 张成的空间决定, 这一空间就是 SBRV 的模式空间.

图 2 是 SBRV 的一些轨迹, 图 3 是这些轨迹对应的模式, 相关参数是: x0 = 232000 m, y0 = 0 m,

z0 = 88000 m, γ0 = 190◦, v0 = 2290 m/s, αd= 9.8
40000 m2/Kg, kcd ∈ (−0.8, 0.8), ktd ∈ (−0.8, 0.8). 不考虑

过程噪声. 每一条轨迹对应模式空间中的一个点, 同一轨迹在图 2 与 3 中以相同的名称表示. 从图中

可见, BRV 轨迹是 SBRV 轨迹的特例, 其模式是 SBRV 模式空间中一个确定的点. 给定了初始状态,

BRV 轨迹的长度、最大过载以及落点都是确定的; 在阻力系数不变的假设下, 不变结构 SBRV 的模式

在整个再入过程中不变, 通过初始结构的选择, SBRV 可以 “设计” 轨迹的长度、最大过载和落点.

3 估计器的设计

混合状态估计器由基态估计器和模式估计器组成. 为了设计最优的基态估计器, 一个基本的想法

是以均方差作 (MSE) 为估计器的性能指标, 在 Bayesian 估计下使该指标最小化则得到最小均方差

(MMSE) 估计器

X̂MMSE = argmin
X̂

E{(X − X̂)
′
(X − X̂)|Zk} =

∫

Ω

Xf(X|Zk)dX, (2)

其中 Ω 是状态空间, Zk={Z1, . . . , Zk}表示从初始时刻到当前时刻所有量测的集合, f(X|Zk)是给定量

测下基态向量 X 的后验概率密度函数. 考虑到 SBRV 状态估计的复杂性来源于模式的未知, (2) 式可
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以表示为

X̂MMSE =
∫

Ω

X

∫

α

∫

kcd

∫

ktd

f(X, α, kcd, ktd|Zk)dktddkcddαdX =
∫

Ω

X

∫

S

f(X, Θ|Zk)dΘdX

=
∫

S

f(Θ|Zk)
∫

Ω

Xf(X|Θ, Zk)dXdΘ =
∫

S

X̂(Θ)f(Θ|Zk)dΘ, (3)

其中 Θ = {α, kcd, ktd}, 积分域为模式空间 S. 通过数值积分近似 (3) 式

X̂MMSE ≈
∑

i
X̂(Θi)p(Θi|Zk), (4)

其中 S为在整个再入过程中保持不变的 M 维模式空间;将其划分为一系列子空间 S =
⋃R

i=1 Si, ∀i 6= j

且 i, j ∈ {1, . . . , R}, 则 Si ∩ Sj = φ, Θi 在 Si 的中心, 模型 mi 根据 Θi 的值构造得到, X̂(Θi) 是模型

mi 的估计结果, p(Θi|Zk) 表示该模型的后验概率. (4) 式中的模型集为 M={m1, . . . , mR}.
与 (2) 式类似, 未知模式由下式估计

ŝMMSE =
∫

S

Θf(Θ|Zk)dΘ. (5)

通过数值计算近似 (5) 式的值

ŝMMSE ≈
∑

i
Θip(Θi|Zk). (6)

模式的估计值为 ŝ = [θ̂1 · · · θ̂M ]′, 则 SBRV 模式的估计值为 ŝ = [α̂ k̂cd k̂td]′.

文献 [14] 讨论了 (3) 和 (5) 式的一种特殊情况, 当模式空间为一维而且只包含有限个模式时文献

[14] 使用了与模式空间 S 相等的模型集 M, M=S. 对于一般情形 (S>>M), 在模式分布的先验信息已

知时根据文献 [18, 19] 提供的方法设计模型集; 当仅知模式分布的区间信息时, 文献 [17] 给出一种线

性系统的模型集设计方法. 因而 SBRV所代表的非线性系统需要寻找新的模型集设计方法. (4)和 (6)

式表明多模型方法的估计结果接近于 MMSE 估计器 (3) 和 (5) 式, 其精度主要地取决于设计于模式

空间的模型集 [13].

(4) 和 (6) 式组成了 SBRV 的混合状态估计器, 它们反映出多模型估计器的精度除了受到模型集

的影响, 实际还受到每个成员滤波器以及在相应模型为真实模型的假设下的后验概率的影响. 可用于

再入问题的滤波器已得到较为系统的研究 [1−4], 而后验概率的值通过 Bayesian 公式近似估计 [11,14],

所以我们的重点是如何设计模型集.

4 伪 Monte Carlo 模型集

在 MMSE 意义下, 文献 [14] 给出了最优估计, 通过 (4) 和 (6) 式对 (3) 和 (5) 式的离散表明该估

计器对 (3) 和 (5) 式的近似主要取决于模型集的设计, 即就是对模式空间的离散化. SBRV 的模式空

间由阻力参数 α 与两个比值 ktd 和 kcd 确定, 假设各个参数相互独立, 则 SBRV 需要在三维立方体中

进行模型集的设计.

Monte Carlo法为数值积分的常用方法,通过该方法均匀地从积分区域中抽样得到离散的点,基于

这些点生成的模型集称作 Monte Carlo 模型集. Monte Carlo 方法均匀地从模式空间生成 R 个模型,

该方法在理论上使 (4) 与 (6) 式的误差可达到 O(R−1/2). Monte Carlo 模型集的缺点主要是这些模型

随机产生, 因而其误差 O(R−1/2) 不是确定的, 而是概率意义的. 为了克服这一矛盾, 本文引进基于数

论方法的模型集, 其误差相比于 Monte Carlo 模型集不但更低而且是绝对误差.
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4.1 模型集均匀度的度量

引理 1 对于包含 M 个参数的模型集 M, 估计器 (4) 和 (6) 式的误差不会高于 C 2MD?(M)[20],

其中 D?(M) 是模型集的星偏差, C 分别由基态估计器和模式估计器决定. 对于势为 R 的模型集,

(4) 和 (6) 式的误差不会低于 O(R−1)[21]. 对于数论方法生成的模型集, (4) 和 (6) 式的误差不会低于

C(M) (log R)(M−1)/2

R
[22].

对多重数值积分,引理 1已经在文献 [20–22]中已得到证明. 在不考虑各个模型使用的滤波器以及

Bayesian后验概率近似的条件下,引理 1对估计器 (4)和 (6)式成立. 该引理给出混合估计器精度的上

界与下界, 同时表明星偏差是衡量点集散布的有效指标, 星偏差的值越小, 积分的误差越小. 基于引理

1, 王元指出 ∀ε > 0, 基于数论方法生成的点集可以使数值积分 (4) 和 (6) 式的误差达到 O(R−1+ε)[23].

因而数论方法生成的模型集可以使估计器的性能接近于最优. 正因为此, 本文对估计器 (3) 和 (5) 式

使用数论方法生成的确定性模型集, 其精度高于相等势的 Monte Carlo 模型集.

Korobov,华罗庚,王元, Hlawka, Halton和 Niederreiter等做了许多工作证明了这种均匀分布点集

的可能性与存在性. 华罗庚与王元研究了如何在多维子空间中生成这种均匀散布的点, 并给出了一系

列均匀点集 [24−27]; 王元与方开泰给出了一系列包含较少点数的均匀点集 [28,29].

在模式空间中基于均匀度准则构造的取代Monte Carlo模型集的确定的模型集称作伪Monte Carlo

模型集. 对于本文来说, 模型集均匀度由数论中最常用到的星偏差衡量 [27,30]. 模型集的星偏差表示为

D?(M) = SupΘ∈S

∣∣∣∣
N(M, Θ)

R
− Vol(0, Θ)

Vol(S)

∣∣∣∣ , (7)

其中 M={m1, · · · ,mR}, R 表示模型集的势, M 表示 Θ 中包含参数的数量, 各参数相互独立, [0, Θ) =

[0, θ1)× · · · × [0, θM ) 表示原点与向量 Θ 确定的矩形, Vol(0, Θ) 表示其体积, N(M, Θ) 表示该矩形包含

的模型数量, Vol(S)表示模式空间的体积.星偏差反映了模型集的不均匀度,该值越小表明模型集均匀

度越高.

该模型集对应参数值构成的矩阵称作模型集矩阵, 模型集矩阵的元素由各参数离散水平的序号

表示; 该矩阵每一行表示一个模型所对应参数的值, 每一列表示相应参数离散水平序号的排列. 如

果模型集矩阵的 M1 个参数每个有 N1 个水平, M2 个参数每个有 N2 个水平, 则该模型集表示为

M(R;NM1
1 , NM2

2 ), 以此类推.

4.2 伪 Monte Carlo 模型集的构造

基于数论方法设计伪 Monte Carlo 模型集, 首先需要将各个参数离散化, 然后在所有参数离散水

平的基础上构造均匀散布在模式空间中的模型集. 若在 M 维模式空间中设计 R 个模型, 任意参数

θi ∈ Θ 的离散水平由下式得到

θij = θ−i +
2j − 1
2Ni

(θ+
i − θ−i ), j = 1, . . . , Ni, (8)

其中 Ni 是 θi 的离散水平数, ri = R/Ni 表示 θi 各离散水平在模型集中出现的次数, mod (R, Ni) = 0,

i ∈ {1, . . . , M}, θ+
i 和 θ−i 是 θi 所在区间的上界和下届. 如果所有离散水平的组合都加以考虑, 该模型

集中有 N1N2 · · ·NM 个模型, 这个数量无疑太大, 需要从中选择出数量较少并且均匀散布的模型集.

根据数论方法生成伪 Monte Carlo 模型集的方法主要有两种, 第一种是 Korobov[31] 与 Hlawka[32]

提出, 由华罗庚与王元 [27] 等发展, 其生成方式为

PN (M) = (ka1, ka2, . . . , kaE(N))(mod N), k = 1, . . . , N, (9)
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其中 PN (M) 表示模型集矩阵, 各参数的离散水平数相等: N1 = · · · = NM = N , 模型集的势 R = N ,

(a1, . . . , aM ) 的选择基于模型集的均匀度, a1 = 1, ai 为整数, (ai, N) = 1 并且 1 < ai < N(2 6 i 6 N),

ai 6= aj(i 6= j). E(N) 表示 (11) 式生成模型集包含参数的最大数量

E(N) = N
∏s

i=1

(
1− 1

pi

)
, (10)

其中 p1 < p2 < · · · < ps 是不同的素数, E(N) 6 N − 1, 当 N 为素数时等号成立. 如果模型集矩阵包

含的参数个数 M 6 E(N), 则需要从 PN (M) 中选取均匀度最高的列组成模型集, 基于均匀度准则从

E(N) 中选取 M 个列共有 CM
E(N) 种可能性, 其计算量通常太大.

当 N 是素数时采用第二种模型集生成方法, 这种方法是 Korobov 提出 [33], 由华罗庚和王元 [27],

王元和方开泰 [28], Niederreiter[30] 等大力发展.

PN (M) = (kb0, kb1, . . . , kbM−1)(mod N), k = 1, . . . , N, (11)

其中 N1 = · · · = NM = N , E(N) = N − 1, b 是整数且 1 < b < N , bi 6= bj(mod N)(i 6= j), b 的值通

常为原根并由 N 和 M 决定, 模型数 R = N . 相比于 (10) 式, 该方法的使用更为便利, 当 N 比较大

的时候 (12) 式的计算量大大减小, 但均匀度上无显著差异, 基于数论方法的均匀点集大多由该方法生

成, 所以 (12) 式可作为生成伪 Monte Carlo 模型集的主要方法之一.

根据上文所述, 伪 Monte Carlo 模型集的构造方法如下:

1. 根据模型的数量 N = R 确定各参数的离散水平, 并根据 (9) 式获得各参数的离散水平;

2. 在 N 为素数时根据 N 与 M 的值查表获得 b 的值 [28], 并根据 (12) 式设计模型集;

3. 当 N + 1 为素数时根据 N + 1 与 M 的值获得 b 的值, 根据 (12) 式生成模型集, 并将生成的模

型集中最后一个模型去掉获得 N 个模型构成的模型集 [28].

4. 其他情况下根据 N 与 M 的值获得向量 (a1, . . . , aM ) 的值 [27], 并根据 (10) 式生成模型集.

在以上方法生成的伪 Monte Carlo 模型集的基础上, 通过相应参数不同水平的合并可得到混合水

平的伪 Monte Carlo 模型集 [29]: 首先, 若任意 θi ∈ Θ 对应的参数水平数从 Ni 减为 N ′
i , 则合并后的

水平数满足 mod(R, N ′
i) = 0;其次,在合并得到的所有模型集矩阵中,偏差最小的为混合水平伪 Monte

Carlo 模型集.

4.3 伪 Monte Carlo 模型集的属性

伪 Monte Carlo模型集的设计方法表明这种模型集实现了在模式空间的一维投影空间以及 M 维

模式空间的均匀分布. 星偏差的定义及伪 Monte Carlo 模型集的生成方法表明了本文构造的伪 Monte

Carlo 模型集是极小极大设计, 因而伪 Monte Carlo 模型集对模型不确定的系统具有鲁棒性.

根据上述引理 1及王元所给的推论,基于伪 Monte Carlo模型集的估计器的精度取决于模型集的

势, 因而为了得到更小的误差可以增大模型集的势. 一般地, 可以使用等水平的伪 Monte Carlo 模型

集, 但是模型集势的增加必然导致估计器计算量的增加, 为了以较少的数量获得较小的估计误差, 需

要使模型集更符合系统的特征. 对于线性系统, 如果某些参数的取值范围大, 则需要增加该参数的离

散水平; 而对于非线性系统, 除了考虑参数的取值范围外, 还需要考虑各参数对系统的影响程度, 如果

模型集中包含的参数对系统输出有相同的影响程度, 则使用各个参数离散水平相等的伪 Monte Carlo

模型集; 如果各个参数对系统输出的影响程度不相等, 从数值积分的角度, 增加模型的势可以减少对
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系统非线性的依赖. 然而系统的实时性要求减少模型集的势, 因而采用包含较少模型数量的混合水平

伪 Monte Carlo 模型集.

5 仿真实验

本节给出数值仿真的结果. 再入的初始状态为高斯随机向量, 其均值和协方差为 X0 =[232000

2290cos(190◦ 0 0 8800 2290 sin(190◦)]′, P0 = diag([10002 202 10002 202 10002 202]). 阻力系数 αd =
9.8

40000m2/kg, 升阻比与转阻比的区间为 kcd ∈ [−0.3 0.3], ktd ∈ [−0.3 0.3]. 雷达固定在地球表面上而且

到地心的距离等于地球的平均半径. 该雷达检测概率为 1, 虚警概率为 0, 采样间隔为 1 s, 量测量为径

向距离 r, 方位角 b, 和俯仰角 e,

Z =
[

r b e
]′

. (12)

量测误差标准差为 σr = 100 m, σb = 0.05 rad, σe = 0.05 rad.

仿真采用如表 1–3 所示的 3 个伪 Monte Carlo 模型集: M(6; 63), M(12; 123), M(18; 183)[29]. 因为

6, 12, 18 所对应的 N + 1 都是素数, 所以先根据 N + 1 和 M 的值查表获得 b 的值分别为 3, 4, 和 8,

根据 (12) 式生成模型集, 然后删除所生成模型集的最后一个模型即可得到表 1–3 所示的模型集. 另

外, 在模式空间中抽取势为 6, 12, 18 的 Monte Carlo 模型集, 每次 Monte Carlo 仿真抽样生成这些模

型集, 然后这些模型集在跟踪过程中保持不变.

考虑到飞行器动力学模型的非线性和量测模型的非线性,滤波器采用 Unscented filter (UF)[3,4,34].

UF在状态的一步预测和预测更新时使用 unscented变化,其含义是采用一组满足特定条件 (比如满足

给定期望和方差)的点 (sigma points),这组点在理论上能捕捉到任何非线性函数后验均值和方差的二

阶项. 所有结果基于 100 次独立 Monte Carlo 仿真得到, 因为飞行器初始状态和各参数取值的不确定

性, 直到再入体触地才表示再入过程结束, 每次再入的时间长度为 107–158 s.

仿真比较了平均归一化均方差 (ANEES), 位置均方根 (RMS) 误差, 速度 RMS 误差和参数 RMS

误差 [15]:

ANEES =
1

Nn

∑N

i=1
(Xi − X̂i)′P−1

i (Xi − X̂i), (13)

其中 Xi − X̂i 和 Pi 是第 i 次 Monte Carlo 仿真的状态误差向量和协方差, n 是状态向量的维数, N 是

仿真的次数. 该指标的值越接近于 1 表示估计器的可信度越高.

模式中任一参数 θ 估计的 RMS 误差为 [15]

||θi − θ̂i||
2

=
1
N

∑N

j=1
(θij − θ̂ij)′(θij − θ̂ij), (14)

其中 θj 和 θ̂j 分别表示第 j 次 Monte Carlo 仿真中 θ 的真值和估计值. 位置的 RMS 误差和速度的

RMS 误差由 (15) 式得到, 只需把参数替换为相应的位置向量或者速度向量即可.

从图 4 可以看出在再入的初始阶段各模型集估计的可信度相近, 70 s 之后伪 Monte Carlo 模型集

估计的可信度高于 Monte Carlo 模型集, 而模型集势的增加又导致相应类别模型集可信度的提高, 伪

Monte Carlo 模型集势为 6 和 12 时估计器的可信度接近于 Monte Carlo 模型集势为 12 和 18 时估计

器的可信度.

图 5 和 6 也反映出在再入的初始阶段 (70 s 之前) 不同模型集在基态估计的误差上没有明显的差

别; 而到 70 s 之后这两种模型集估计误差变得明显, 伪 Monte Carlo 模型集构成的估计器的估计误差
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表 1 模型集 M(6;63)

Table 1 Model Set M(6; 63)

Model Para. 1 Para. 2 Para. 3

1 1 3 2

2 2 6 4

3 3 2 6

4 4 5 1

5 5 1 3

6 6 4 5

表 2 模型集 M(12; 123)

Table 2 Model Set M(12; 123)

Model Para. 1 Para. 2 Para. 3

1 1 4 3

2 2 8 6

3 3 12 9

4 4 3 12

5 5 7 2

6 6 11 5

7 7 2 8

8 8 6 11

9 9 10 1

10 10 1 4

11 11 5 7

12 12 9 10

表 3 模型集 M(18; 18, 62)

Table 3 Model Set M(18; 18, 62)

Model Para. 1 Para. 2 Para. 3

1 1 8 7

2 2 16 14

3 3 5 2

4 4 13 9

5 5 2 16

6 6 10 4

7 7 18 11

8 8 7 18

9 9 15 6

10 10 4 13

11 11 12 1

12 12 1 8

13 13 9 15

14 14 17 3

15 15 6 10

16 16 14 17

17 17 3 5

18 18 11 12
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图 4 ANEES 图 5 位置 RMS 误差估计

Figure 4 ANEES Figure 5 RMSE of position

图 6 速度 RMS 误差估计 图 7 αdRMS 误差估计

Figure 6 RMSE of velocity Figure 7 RMSE of αd

明显地低于相同势的 Monte Carlo模型集,前者势为 6的估计误差相当于后者势为 12的估计误差,同

时前者势为 12 的估计误差相当于后者势为 18 的估计误差.

从ANEES和基态估计的结果也看出估计的可信度和精度受到模型集类别及其势的影响,伪Monte

Carlo 模型集比相同势的 Monte Carlo 模型集估计的可信度更高而误差更低, 对于给定的估计可信度

和估计误差, 伪 Monte Carlo 模型集相应于 Monte Carlo 模型集在势上大致节省三分之一.

从图 7–9 可看出在再入的初始阶段各模型集模式估计误差的差异小. 相比于 Monte Carlo 模型

集, 伪 Monte Carlo 模型集的估计误差更小, 而且其精度受模型集势的影响小很多. 在 70 s 之后模式

估计的误差曲线波动剧烈, 伪 Monte Carlo 模型集的误差整体上低于 Monte Carlo 模型集. 从仿真结

果可以看出各参数估计的误差总体上随模型集势的增加而减小, 这是因为非线性系统的复杂性, 基态

估计与模式估计的误差与模型集势之间的关系难以做到完全一致.

上述仿真结果在再入的不同阶段差别很大,这是因为再入过程中空气密度和飞行器速度的变化引
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图 8 kcdRMS 误差估计 图 9 ktdRMS 误差估计

Figure 8 RMSE of kcd Figure 9 RMSE of ktd

起的. 在再入的初始阶段空气稀薄, 飞行器的状态受到气动力的影响很小, 随着再入的进行, 空气密度

逐渐增加, 而飞行器的速度依然很高, 因而气动力的作用越来越明显, 到一定时间之后 (对于本文的场

景来说是再入 70 s 之后) 飞行器的状态因为气动力的作用而发生剧烈的变化, 因而其状态估计的精度

曲线会发生剧烈的波动, 各种模型集的差异也主要体现在这一阶段, 随着再入的继续进行, 飞行器的

速度被进一步降低, 因而其受到的气动力会继续减小, 状态估计的精度曲线变得相对平稳.

仿真结果符合理论分析的结论,实际上,因为再入模式的不确定性,相比于 Monte Carlo法生成的

模型集, 伪 Monte Carlo 模型集确保了每个模型在模式空间所代表的模式空间大致相等, 因而这种模

型集能更好地代表了未知模式, 从而使得该模型集对任意不确定的再入模式的估计结果不会太差.

虽然模型集势的增加可以减小估计的误差,值得注意的是,估计器实际需要的模型数量需要综合考

虑处理器的计算能力,精度的要求和系统实时性的要求. 考虑到再入阻力系数的变化范围较大,建议在

实际应用中可以增加阻力系数的离散水平,在模型集上采用混合水平的模型集,比如使用M(12; 12, 62),

M(24; 24, 122). 相比于从文献 [29] 直接获得的模型集, 为了获得更小的估计误差, 建议优先从文献 [28]

获得生成向量并根据 4.2 小节所述方法生成模型集. 另外, 基态估计器中存在的滤波环节而模式估计

器没有, 因而在状态变化剧烈情况下, 基态估计的鲁棒性好于模式估计, 同时基态估计精度和模型集

势之间的规律性好于模式估计.

6 结论

本文在分析不变结构 SBRV 运动特征和模式特征的基础上, 根据 MMSE 准则得到了该飞行器

的接近于最优的混合状态估计器, 在参数有界分布区间已知的前提下根据数论方法提出了伪 Monte

Carlo 模型集, 并探讨了模型集的生成方法和性能特征. 这种模型集即适用于参数张成的多维模式空

间, 又适用于非线性的不变结构 SBRV 的再入估计. 理论及仿真结果表明这种模型集相比于相同势的

Monte Carlo 模型集具有更高的可信度和更小的估计误差.
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Abstract Multiple-model approach is one of the main streams for hybrid estimation. The difficulty of this

approach to estimate the hybrid state of the semi-ballistic reentry vehicle (SBRV) is model-set design. This paper

proposes a quasi-Monte Carlo model set that can ensure the estimator near-optimal in the sense of minimum

mean square error (MMSE). The SBRV has a high nonlinearity and its mode is spanned by multiple parameters

with known bounds. The design methods and characteristics of the quasi-Monte Carlo model set are given.

The proposed model set has a higher accuracy than the model-set generated by the Monte Carlo method. The

theoretical analysis and simulation results show the effectiveness and reasonability of the newly designed model

set.

Keywords semi-ballistic reentry vehicle, hybrid estimation, model-set design, Monte Carlo method, quasi-

Monte Carlo method
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