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摘要 交替方向法是求解可分离结构变分不等式问题的经典方法之一,它将一个大型的变分不等式问

题分解成若干个小规模的变分不等式问题进行迭代求解. 但每步迭代过程中求解的子问题仍然摆脱

不了求解变分不等式子问题的瓶颈. 从数值计算上来说,求解一个变分不等式并不是一件容易的事情.

因此, 本文提出一种新的交替方向法, 每步迭代只需要求解一个变分不等式子问题和一个强单调的非

线性方程组子问题. 相对变分不等式问题而言, 我们更容易、且有更多的有效算法求解一个非线性方

程组问题. 在与经典的交替方向法相同的假设条件下, 我们证明了新算法的全局收敛性. 进一步的数

值试验也验证了新算法的有效性.
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1 引言

一个变分不等式问题可描述为: 寻找一点 u∗ ∈ Ω, 使得如下不等式成立,

(u− u∗)TF (u∗) > 0, ∀u ∈ Ω, (1.1)

其中 Ω 是 Rn 中的一个非空闭凸子集, 函数 F (·) 是从 Rn 到其自身的映射. 本文中, 我们考虑变分不

等式的一种特殊情形, 即考虑的变分不等式具有如下的结构:

u =

 x

y

 , F (u) =

 f(x)

g(y)

 , (1.2)

以及

Ω = {(x, y) | x ∈ X , y ∈ Y, Ax+By = b}, (1.3)

这里的 X 和 Y 分别是 Rn 和 Rm 中给定的非空闭凸子集, A ∈ Rl×n 和 B ∈ Rl×m 是给定的矩阵,

b ∈ Rl 是给定的向量, 且 f : X → Rn 和 g : Y → Rm 是给定的单调映射. 由于映射 f 和 g 分别只与变

量 x和 y 有关, 我们称这类变分不等式为可分离结构变分不等式. 虽然这类变分不等式有着特殊的结
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构, 但是我们不乏在很多的实际问题中找到它的应用, 尤其是在数学规划及经济和交通领域中, 如参

见文献 [1–7]. 在求解这类有着特殊结构的变分不等式问题 (1.1)–(1.3)上,已经有很多的分解方法被提

出来, 见文献 [3, 8–14].

考虑到问题 (1.1)–(1.3)有一个线性等式约束,很自然地通过引入一个 Lagrange乘子 λ ∈ Rl,我们

可以得到变分不等式问题 (1.1)–(1.3) 的等价形式:

z∗ ∈ Z, (z − z∗)TQ(z∗) > 0, ∀ z ∈ Z, (1.4)

其中

z =


x

y

λ

 , Q(z) =


f(x)−ATλ

g(y)−BTλ

Ax+By − b

 , Z = X × Y ×Rl. (1.5)

为方便起见, 我们记变分不等式问题 (1.4)–(1.5) 为 MVI(Z, Q). 对于求解变分不等式问题 MVI(Z, Q),

Gabay 等 [15,16] 最早提出一种交替方向法, 该算法的迭代过程可简单描述如下:

首先, 给定点 (y, λ) ∈ Y × Rl 后, 找一新点 x̃ ∈ X 使得如下不等式成立:

(x′ − x̃)T{f(x̃)−AT[λ− β(Ax̃+By − b)]} > 0, ∀x′ ∈ X ; (1.6)

然后, 利用 (x̃, λ) 的信息找一新点 ỹ ∈ Y 满足如下不等式:

(y′ − ỹ)T{g(ỹ)−BT[λ− β(Ax̃+Bỹ − b)]} > 0, ∀ y′ ∈ Y; (1.7)

最后, 利用 (x̃, ỹ) 的信息更新 Lagrange 乘子 λ̃:

λ̃ = λ− β(Ax̃+Bỹ − b), (1.8)

这里的 β > 0 是事先设定的正的罚参数.

从上述交替方向法的框架易见, 该方法将一个大型变分不等式原问题分解成一系列低维变分不

等式子问题进行迭代求解. 由于其充分利用了问题的可分结构, 且有良好的数值表现, 该方法在求解

大规模的可分离结构变分不等式问题上倍受青睐. 截止目前, 交替方向法的理论研究在 Lagrange 函

数 [17,18] 和极大单调算子 [9,15] 的理论框架下已经取得了很大的研究进展. 从算法上具体分析, 交替方

向法每步迭代过程中的主要工作量在于求解两个变分不等式子问题 (1.6) 和 (1.7). 因此, 算法的有效

性与如何快速、有效地求解两个变分不等式子问题紧密相连. 近年来, 已有很多研究者致力于如何有

效地求解子问题, 并提出了很多不同的策略. 如其中一种经典方法是: 在子问题上添加一个临近点项,

将原来单调的子问题变成一个强单调的子问题. 相对而言, 一个具有强单调性的子问题要比一个单调

的子问题容易求解得多. 另外, 从数值计算角度分析, 精确求解一个子问题往往不太现实, 或者代价很

大. 因此, 另一种策略是对子问题进行非精确求解. 相比精确求解子问题, 非精确求解要更可行、快速.

有关这两类策略的详细描述, 感兴趣的读者可参见文献 [8, 9, 19–26].

有趣的是, 文献 [3, 27–33] 中的大量数值结果表明, 当我们用交替方向法求解各类问题时, 罚参

数 β 对算法的数值表现影响较大: 较小的 β 值虽然能保证算法的收敛性, 但是会导致较慢的收敛速

度; 而一个较大的 β 值则可能会导致算法不收敛. 因此, 另一类改进策略是克服固定罚参数 β 带来的

弊端, 即允许 β 在迭代过程中单调递增, 或者单调下降, 亦或自适应地调节, 感兴趣的读者可参见文

献 [24, 32–34].
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虽然上面提到的各种改进策略都能很有效地提高交替方向法的计算能力, 但值得指出的是, 上述

改进的方法的子问题除了提升交替方向法的计算表现外,仍然没有突破避免求解变分不等式子问题的

瓶颈. 因为从计算角度上讲, 在大部分情况下, 求解变分不等式问题并非一件简单的事情. 为此, 本文

提出一种新的交替方向法: 每步迭代过程中, 我们保留原交替方向法的变分不等式子问题 (1.6), 而另

一个变分不等式子问题 (1.7) 则由下面的非线性方程组替代:

ỹ + βg(ỹ) = y + βg(y)− ey(y, β), (1.9)

其中

ey(y, β) := y − PY [y − β(g(y)−BTλ̄)],

且

λ̄ := λ− β(Ax+By − b).

此时, 相比原交替方向法中的变分不等式子问题 (1.7), 这里的子问题 (1.9) 在绝大部分情况下要容易

求解得多. 而且, 若映射 g 是单调的, 则映射 y+ g(y) 是一个强单调的映射, 这比一个单调的算子具有

更多的优良性质可以利用.

本文结构如下: 第 2 节我们主要总结一些有关变分不等式问题的预备知识; 第 3 节给出一种新的

交替方向法, 并分析新方法的一些性质; 新方法的全局收敛性将在第 4 节给出; 同时, 在第 5 节我们给

出一些初步的数值试验结果来说明新方法的有效性; 最后, 我们给出本文的一些总结和展望.

2 预备知识

首先, 我们用 ∥x∥ =
√
xTx 表示 Euclidean 范数. 令 Ω 是 Rn 中的一个非空闭凸子集, 用 PΩ[·] 表

示从 Rn 到 Ω 的投影, 定义如下:

PΩ[x] := argmin {∥x− y∥ | y ∈ Ω} .

那么, 根据投影的定义, 我们有如下性质.

引理 1 [35] 令 Ω为 Rn 中的非空闭凸子集, 则对任意 u, v ∈ Rn 和任意 w ∈ Ω, 下列不等式成立:

(u− PΩ[u])
T(w − PΩ[u]) 6 0, (2.1)

和

∥PΩ[u]− PΩ[v]∥2 6 ∥u− v∥2 − ∥PΩ[u]− u+ v − PΩ[v]∥2.

对任意的正实数 β 和向量 x ∈ Rn, 用 e(x, β) 表示关于 F (·) 的余差函数, 即,

e(x, β) = x− PΩ[x− βF (x)],

则有如下引理, 其相关证明见文献 [36, 37].

引理 2 向量 x∗ 是变分不等式问题 (1.1) 的解, 当且仅当 e(x∗, β) = 0 对任意的 β > 0 都成立.

上面的引理告诉我们, 求解变分不等式问题 (1.1) 等价于找余差函数 e(x, β) 的一个零点, 这也为

我们设计算法提供了一个停机准则.
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定义 1 对于映射 F : Ω → Rn, 若不等式

(u− v)T[F (u)− F (v)] > 0, ∀u, v ∈ Ω

成立, 则称 F 在 Ω 上是单调的; 若存在正常数 η 使得

(u− v)T[F (u)− F (v)] > η∥u− v∥2, ∀u, v ∈ Ω

成立, 则称 F 在 Ω 上是强单调的.

整篇文章中, 我们作如下假设:

假设 1 集合 X 和 Y 分别是 Rn 和 Rm 中的非空闭凸子集, 且映射 f(x)和 g(y)分别在 X 和 Y
上是连续单调的.

假设 2 变分不等式问题 MVI(Z, Q) 的解集 Z∗ 是非空的.

假设 3 对任意给定的 (y, λ), 子问题 (1.6) 总是可解的.

以上假设也是传统交替方向法的基本假设, 如文献 [3, 24, 32, 33]. 因此, 新方法的假设并没有缩小

其应用范围.另外,由于 f 和 g是单调的,且约束集合 X 和 Y 是闭凸集,则变分不等式问题MVI(Z, Q)

的解集 Z∗ 也是闭凸集.

3 算法及其主要性质

基于第 1 节的讨论, 我们现在正式提出一种新的交替方向法求解变分不等式问题 MVI(Z, Q).

算法 1 新的交替方向法

步 0 给定 γ ∈ (0, 2), β ∈ (0, 1/∥B∥), ϵ > 0; 任取初始对 (x0, y0, λ0) ∈ X × Y × Rl; 令 k := 0.

步 1 找一点 x̃k ∈ X 使得如下不等式成立:

(x′ − x̃k)T{f(x̃k)−AT[λk − β(Ax̃k +Byk − b)]} > 0, ∀x′ ∈ X . (3.1)

步 2 令

ey(y
k, β) := yk − PY [y

k − β(g(yk)−BTλ̄k)], (3.2)

及

λ̄k := λk − β(Axk +Byk − b). (3.3)

定义步长 αk 为

αk :=
φ(zk, β)

ψ(zk, β)
, (3.4)

这里 φ(zk, β) 与 ψ(zk, β) 分别为

φ(zk, β) := ∥ey(yk, β)∥2 + β2∥A(xk − x̃k)∥2 + ∥λk − λ̄k∥2

− β(λk − λ̄k)T[A(xk − x̃k) +Bey(y
k, β)], (3.5)

和

ψ(zk, β) := ∥ey(yk, β)∥2 + β2∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2 + β4∥A(xk − x̃k)∥2. (3.6)

步 3 如果 max{∥A(xk− x̃k)∥, ∥ey(yk, β)∥, ∥Ax̃k+Byk−b∥} 6 ϵ,则算法终止;否则,令 k := k+1,

转步 4.
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步 4 通过下式更新 xk+1:

xk+1 = xk − γαkβ
2(xk − x̃k). (3.7)

步 5 求解下列非线性方程组得到 yk+1:

yk+1 + βg(yk+1) = yk + βg(yk)− γαkey(y
k, β). (3.8)

步 6 最后, 更新乘子

λk+1 = λk − γαkβ[Ax̃
k +Byk − b−Bey(y

k, β)]. (3.9)

说明 1 由式 (3.4)–(3.6) 定义的步长 αk 是用来更新 xk+1, yk+1 与 λk+1 的共同步长, 它保证了

新算法的全局收敛性.

说明 2 上述算法在每次迭代中, 主要有两个步骤: 步 1 和步 5. 由假设 3, 子问题 (3.1) 与原始

的交替方向法是相同的,也是可求解的. 在步 5中,我们需要解一个非线性方程组. 由于子问题中的映

射 I + βg 是强单调的, 从而这个子问题也是易于求解的.

首先, 我们给出下面一个引理来解释选取步 3 中停机准则的理由.

引理 3 若 Ax̃k + Byk − b = 0, Ax̃k = Axk 及 ey(y
k, β) = 0, 则 (x̃k, yk, λk) 是 MVI(Z, Q) 的一

个解.

证明 由命题中的前两个等式可知: Axk + Byk − b = 0. 再由 (3.3) 式有 λk = λ̄k. 根据式 (3.2)

及假设 ey(y
k, β) = 0 可得

yk = PY [y
k − β(g(yk)−BTλk)] ∈ Y.

由此得到 (x̃k, yk, λk) ∈ Z. 令 Ω := Y 和 u := yk − β(g(yk)−BTλk), 并代入 (2.1) 中, 整理可得

(y′ − yk)T(g(yk)−BTλk) > 0, ∀ y′ ∈ Y.

综上, 可以得到如下结论:
Axk = Ax̃k,

ey(y
k, β) = 0,

Ax̃k +Byk = b,

=⇒


(x′ − x̃k)T(f(x̃k)−ATλk) > 0, ∀x′ ∈ X ,

(y′ − yk)T(g(yk)−BTλk) > 0, ∀ y′ ∈ Y,

Ax̃k +Byk = b.

从而问题MVI(Z, Q)中所有条件都满足. 此即说明, (x̃k, yk, λk)是问题MVI(Z, Q)的一个解.证毕.

在算法步 2 中参数 αk 可以看作迭代步长, 因此在每次迭代中必须保证 αk 是恒正的. 显然, 式

(3.5) 中定义的 φ(zk, β) 也应该满足非负的条件. 下面的引理即可保证此条件的成立.

引理 4 在每次迭代中, 式 (3.5) 中所定义的函数 φ(zk, β) 满足

φ(zk, β) > c(∥ey(yk, β)∥2 + β2∥A(xk − x̃k)∥2 + β2∥Axk +Byk − b∥2),

其中

c := 1−
√
2

2
. (3.10)

证明 利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 我们有

−[A(xk − x̃k)]T(Axk +Byk − b) > −1

2

(√
2∥A(xk − x̃k)∥2 + 1√

2
∥Axk +Byk − b∥2

)
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及

−(Axk +Byk − b)TBey(y
k, β) > −1

2

(√
2∥Bey(yk, β)∥2 +

1√
2
∥Axk +Byk − b∥2

)
> −1

2

(√
2∥B∥2∥ey(yk, β)∥2 +

1√
2
∥Axk +Byk − b∥2

)
.

将上面的两个不等式代入式 (3.5) 中, 利用步 0 中的假设 β∥B∥ 6 1 , 我们可以推得

φ(zk, β) >
(
1−

√
2

2
β2∥B∥2

)
∥ey(yk, β)∥2 +

(
1−

√
2

2

)
β2(∥A(xk − x̃k)∥2 + ∥Axk +Byk − b∥2)

>
(
1−

√
2

2

)
(∥ey(yk, β)∥2 + β2∥A(xk − x̃k)∥2 + β2∥Axk +Byk − b∥2).

证毕.

对于 Rn 中的任意向量 a 和 b , 都有 2aTb 6 ∥a∥2 + ∥b∥2. 因此,

∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2

= ∥Axk +Byk − b−A(xk − x̃k)−Bey(y
k, β)∥2

= ∥Axk +Byk − b∥2 + ∥A(xk − x̃k)∥2 + ∥Bey(yk, β)∥2 + 2[A(xk − x̃k)]TBey(y
k, β)

− 2(Axk +Byk − b)T[A(xk − x̃k)]− 2(Axk +Byk − b)TBey(y
k, β)

6 3(∥Axk +Byk − b∥2 + ∥A(xk − x̃k)∥2 + ∥Bey(yk, β)∥2).

结合 (3.6) 式, 有

ψ(zk, β) = β2∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2 + ∥ey(yk, β)∥2 + β4∥A(xk − x̃k)∥2

6 3β2∥Axk +Byk − b∥2 + (3β2 + β4)∥A(xk − x̃k)∥2 + (3β2∥B∥2 + 1)∥ey(yk, β)∥2

6 C(β2∥Axk +Byk − b∥2 + β2∥A(xk − x̃k)∥2 + ∥ey(yk, β)∥2), (3.11)

其中

C := max
{
3 + β2, 3β2∥B∥2 + 1

}
. (3.12)

联立 (3.11) 和引理 4, 我们有如下结论:

引理 5 在任意的第 k (k > 0) 次迭代中, 有 αk > c/C > 0, 其中常数 c 与 C 分别由 (3.10) 式和

(3.12) 式所定义.

4 收敛性分析

本节中, 在第 2 节中的假设条件下, 我们证明所提出的新算法是全局收敛的. 为了方便后面的分

析, 我们记

Φ(y, β) = y + βg(y).

引理 6 对给定的 (yk, λk), 若 x̃k 是变分不等式问题 (3.1) 的解, 则对问题 MVI(Z, Q) 的任意解

点 (x∗, y∗, λ∗), 都有

(λk − λ∗)T(Ax̃k +Byk − b) > β(Ax̃k −Ax∗)T(Ax̃k +Byk − b) + (λk − λ∗)T(Byk −By∗).
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证明 由 (x∗, y∗, λ∗) 是变分不等式问题 (1.4)–(1.5) 的解, 以及 x̃k ∈ X , 可得

(x̃k − x∗)T(f(x∗)−ATλ∗) > 0.

另一方面, 由于 x̃k 满足 (3.1) 式, 并且 x∗ ∈ X , 可知

(x∗ − x̃k)T{f(x̃k)−AT[λk − β(Ax̃k +Byk − b)]} > 0.

将上述两个不等式相加, 我们推得

(x̃k − x∗)T{(f(x∗)− f(x̃k))−AT(λ∗ − λk)− βAT(Ax̃k +Byk − b)} > 0.

利用 f 的单调性, 将上式重新整理得

(λk − λ∗)T(Ax̃k −Ax∗) > β(Ax̃k −Ax∗)T(Ax̃k +Byk − b).

结合条件 Ax∗ +By∗ = b, 及上述不等式, 即得

(λk − λ∗)T(Ax̃k +Byk − b) > β(Ax̃k −Ax∗)T(Ax̃k +Byk − b) + (λk − λ∗)T(Byk −By∗).

证毕.

引理 7 若 {(xk, yk, λk)} 是由算法 1 产生的迭代序列, 且 (x∗, y∗, λ∗) 是问题 MVI(Z, Q) 的任一

解点, 则 [
Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)

]T
ey(y

k, β)

> ∥ey(yk, β)∥2 − β(λk − λ∗)T(Byk −By∗) + β(λk − λ∗)TBey(y
k, β)

+β(λk − λ̄k)T(Byk −By∗)− β(λk − λ̄k)TBey(y
k, β).

证明 在不等式 (2.1) 中, 令 v := yk − β[g(yk)−BTλ̄k], 及 u := y∗ ∈ Y, 整理可得

{ey(yk, β)− β[g(yk)−BTλ̄k]}T[yk − y∗ − ey(y
k, β)] > 0.

另一方面, 由于 (x∗, y∗, λ∗) 是问题 MVI(Z, Q) 的解, 以及 PY [y
k − β(g(yk)−BTλ̄k)] ∈ Y, 可推得

β[g(y∗)−BTλ∗]T[yk − y∗ − ey(y
k, β)] > 0.

将以上两式相加, 利用 g 的单调性整理得

[Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)]Tey(y
k, β)

> ∥ey(yk, β)∥2 − β(λk − λ∗)T(Byk −By∗) + β(yk − y∗)T[g(yk)− g(y∗)]

+β(λk − λ∗)TBey(y
k, β) + β(λk − λ̄k)T(Byk −By∗)− β(λk − λ̄k)TBey(y

k, β)

> ∥ey(yk, β)∥2 − β(λk − λ∗)T(Byk −By∗) + β(λk − λ∗)TBey(y
k, β)

+β(λk − λ̄k)T(Byk −By∗)− β(λk − λ̄k)TBey(y
k, β),

证毕.
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引理 8 对问题 MVI(Z, Q) 的任一解 (x∗, y∗, λ∗), 下列不等式成立:

∥λk+1 − λ∗∥2 + ∥Φ(yk+1, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk+1 − x∗)∥2

6 ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2 − γ(2− γ)αkφ(z
k, β). (4.1)

证明 首先, 由 (3.9) 式和引理 6 可推得

∥λk+1 − λ∗∥2 = ∥λk − λ∗ − γαkβ(Ax̃
k +Byk − b−Bey(y

k, β))∥2

= ∥λk − λ∗∥2 + γ2α2
kβ

2∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2

− 2γαkβ(λ
k − λ∗)T[Ax̃k +Byk − b−Bey(y

k, β)]

6 ∥λk − λ∗∥2 + γ2α2
kβ

2∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2 − 2γαkβ(λ

k − λ∗)T(Byk −By∗)

+ 2γαkβ(λ
k − λ∗)TBey(y

k, β)− 2γαkβ
2(Ax̃k −Ax∗)T(Ax̃k +Byk − b). (4.2)

类似地, 利用 (3.8) 式和引理 7 可以得到

∥Φ(yk+1, β)− Φ(y∗, β)∥2

= ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)− γαkey(y
k, β)∥2

= ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 − 2γαk[Φ(y
k, β)− Φ(y∗, β)]Tey(y

k, β) + γ2α2
k∥ey(yk, β)∥2

6 ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + γ2α2
k∥ey(yk, β)∥2 − 2γαk∥ey(yk, β)∥2

+2γαkβ(λ
k − λ∗)T(Byk −By∗)− 2γαkβ(λ

k − λ∗)TBey(y
k, β)

− 2γαkβ(λ
k − λ̄k)T(Byk −By∗) + 2γαkβ(λ

k − λ̄k)TBey(y
k, β)]. (4.3)

同样, 由 (3.7) 式可得

∥A(xk+1 − x∗)∥2 = ∥A(xk − x∗)− γαkβ
2A(xk − x̃k)∥2

= ∥A(xk − x∗)∥2 − 2γαkβ
2[A(xk − x∗)]T[A(xk − x̃k)] + γ2α2

kβ
4∥A(xk − x̃k)∥2

= ∥A(xk − x∗)∥2 − 2γαkβ
2[A(x̃k − x∗)]T[A(xk − x̃k)] + γ2α2

kβ
4∥A(xk − x̃k)∥2

− 2γαkβ
2∥A(xk − x̃k)∥2. (4.4)

将式 (4.2)–(4.4) 相加, 整理得

∥λk+1 − λ∗∥2 + ∥Φ(yk+1, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk+1 − x∗)∥2

6 ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2

+ γ2α2
kβ

2∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2 + γ2α2

k∥ey(yk, β)∥2 + γ2α2
kβ

4∥A(xk − x̃k)∥2

− 2γαk∥ey(yk, β)∥2 − 2γαkβ
2∥Axk −Ax̃k∥2 − 2γαkβ(Ax̃

k −Ax∗)T(λk − λ̄k)

− 2γαkβ(λ
k − λ̄k)T(Byk −By∗) + 2γαkβ(λ

k − λ̄k)TBey(y
k, β)

= ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2

+ γ2α2
kβ

2∥Ax̃k +Byk − b−Bey(y
k, β)∥2 + γ2α2

k∥ey(yk, β)∥2 + γ2α2
kβ

4∥A(xk − x̃k)∥2

− 2γαk∥ey(yk, β)∥2 − 2γαkβ
2∥Axk −Ax̃k∥2 − 2γαkβ(λ

k − λ̄k)T(Ax̃k +Byk − b)

+ 2γαkβ(λ
k − λ̄k)TBey(y

k, β)
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= ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2 − 2γαkφ(z
k, β) + γ2α2

kψ(z
k, β)

= ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2 − γ(2− γ)αkφ(z
k, β),

上面的第一个等式根据条件 Ax∗ +By∗ = b 得到, 最后一个等式利用 αk 的定义得到. 证毕.

接下来给出本文方法的收敛性定理.

定理 1 假设算法 1产生的无穷迭代序列为 {(xk, yk, λk)},则整个序列必定收敛到变分不等式问
题 MVI(Z, Q) 的一个解.

证明 在引理 8 的不等式 (4.1) 中, 由 φ(zk, β) 和 αk 的非负性及 γ ∈ (0, 2) 可以推出

∥λk+1 − λ∗∥2 + ∥Φ(yk+1, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk+1 − x∗)∥2

6 ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2

6 · · ·

< +∞. (4.5)

因此, 序列 {(Axk, yk, λk)} 是有界的. 对 (4.1) 式进行移项整理, 有

γ(2− γ)αkφ(z
k, β) 6 ∥λk − λ∗∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(xk − x∗)∥2

− ∥λk+1 − λ∗∥2 − ∥Φ(yk+1, β)− Φ(y∗, β)∥2 − ∥A(xk+1 − x∗)∥2.

对上述不等式两边进行累加, 可得

∞∑
k=0

γ(2− γ)αkφ(z
k, β) 6 ∥λ0 − λ∗∥2 + ∥Φ(y0, β)− Φ(y∗, β)∥2 + ∥A(x0 − x∗)∥ < +∞.

结合 αk > c/C > 0, 由上面的不等式可知 limk→∞ φ(zk, β) = 0 成立. 从而, 根据引理 4 可得下列结论,

lim
k→∞

∥ey(yk, β)∥ = 0, lim
k→∞

∥Axk −Ax̃k∥ = 0 及 lim
k→∞

∥Axk +Byk − b∥ = 0. (4.6)

由于 {(Axk, yk, λk)}是有界的,则至少有一个聚点,记为 (Ax∞, y∞, λ∞). 令其一子列 {(Axkj , ykj , λkj )}
收敛于 {(Ax∞, y∞, λ∞)}. 从而, 对 (4.6) 式中子列取极限可得

∥ey(y∞, β)∥ =
∥∥∥ey( lim

j→∞
ykj , β

)∥∥∥ = lim
j→∞

∥ey(ykj , β)∥ = 0,

∥Ax∞ −Ax̃∞∥ = 0 及 ∥Ax̃∞ +By∞ − b∥ = 0,

所以由引理 3 可知, (x̃∞, y∞, λ∞) 是问题 MVI(Z, Q) 的解. 因为 (x∗, y∗, λ∗) 是任意的解, 故在上述分

析中可用 (x̃∞, y∞, λ∞) 来代替. 特别地, 根据 (4.5) 式可得

∥λk+1 − λ∞∥2 + ∥Φ(yk+1, β)− Φ(y∞, β)∥2 + ∥Axk+1 −Ax̃∞∥2

6 ∥λk − λ∞∥2 + ∥Φ(yk, β)− Φ(y∞, β)∥2 + ∥Axk −Ax̃∞∥2,

即 ∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λk+1 − λ∞

Φ(yk+1, β)− Φ(y∞, β)

Axk+1 −Ax̃∞

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λk − λ∞

Φ(yk, β)− Φ(y∞, β)

Axk −Ax̃∞

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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下面我们将证明由算法 1 产生的迭代序列 {(Axk, yk, λk)} 收敛到唯一的聚点 (Ax∞, y∞, λ∞). 假

设 (Ax̂, ŷ, λ̂) 是子列 {(Axkj , ykj , λkj )} 的另一聚点, 则一定存在一个 K∗ > 0, 使得对任意的 k > K∗,

都有 ∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λk+1 − λ̂

Φ(yk+1, β)− Φ(ŷ, β)

Axk+1 −Ax̂

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ 6 ς/2, 其中 ς :=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λ∞ − λ̂

Φ(y∞, β)− Φ(ŷ, β)

Ax∞ −Ax̂

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ > 0.

然后利用三角不等式, 可得如下结论∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λk+1 − λ∞

Φ(yk+1, β)− Φ(y∞, β)

Axk+1 −Ax̃∞

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ >

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λ∞ − λ̂

Φ(y∞, β)− Φ(ŷ, β)

Ax∞ −Ax̂

∥∥∥∥∥∥∥∥∥−

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λk+1 − λ̂

Φ(yk+1, β)− Φ(ŷ, β)

Axk+1 −Ax∞

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
> ς − ς

2
=
ς

2
> 0,

这说明 (Ax∞, y∞, λ∞) 不是序列的聚点, 这与假设矛盾. 因此, 序列 {(Axk, yk, λk)} 存在唯一聚点并
且收敛到变分不等式问题 MVI(Z, Q) 的一个解. 证毕.

5 数值实验

本节, 为了考察新算法 (记为 “NADM”) 的数值表现, 我们用 Matlab 2008b 进行编程实现. 同

时, 我们将新算法与文献 [25] 和 [32] 中的算法进行比较, 且分别将两种比较的方法简记为 “LPPA” 和

“VADM”. 所有程序均在 Windows XP 系统下, 配置为 CPU Intel-Pentium Dual-Core 2.6GHz, 内存

2GB的 HP台式机上运行. 在数据结果中,我们用 “Its.”表示迭代次数, “CPU(s)”表示计算机的 CPU

运行时间.

例 1 我们考虑如下优化问题

min {cTx | x ∈ Ω1 ∩ Ω2}, (5.1)

其中

Ω1 = {x ∈ Rn | ∥x∥ 6 r1} 和 Ω2 = {x ∈ Rn | ∥x− b∥ 6 r2}. (5.2)

为了保证问题的可行性, 应该满足条件 ∥b∥ 6 r1 + r2. 因此, 在我们的数值试验中, 我们选取

r1 = 0.5∥b∥ 及 r2 = 0.6∥b∥. 类似文献 [32] 中的构造方法: 向量 c 和 b 的元素分别是随机分布在

(−K,K) 和 (0, 10) 之间的数.

通过引入辅助向量 y, 将问题 (5.1)–(5.2) 转化为如下等价形式:

min cTx

s.t. x+ y = b,

x ∈ ⊙r1 , y ∈ ⊙r2 ,

其中 ⊙r 表示圆心在原点半径为 r 的圆.
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上述凸规划问题可转化为如下变分不等式: 找一点 u∗ ∈ Ω, 使得

(u− u∗)TF (u∗) > 0, ∀u ∈ Ω,

其中

u =

 x

y

 , F (u) =

 c

0

 ,

以及

Ω = { (x, y) | x ∈ ⊙r1 , y ∈ ⊙r2 , x+ y − b = 0 } .

在新算法中, 子问题 (3.1) 等价于寻找点 x̃k ∈ ⊙r1 使得

(x′ − x̃k)T{βx̃k − [λk − β(yk − b)− c]} > 0, ∀x′ ∈ ⊙r1 .

令 qk := λk − β(yk − b)− c, 则上面变分不等式问题的解可显式表示为

x̃k =

 qk/β, 若 ∥qk∥ 6 βr1,

r1q
k/∥qk∥, 否则.

另外, 由于 g(y) = 0, 则新算法中的子问题 (3.8) 可用如下迭代格式显示求解,

yk+1 = yk − γαke(y
k, β).

在数值试验中, 我们取初始迭代点 (x0, y0, λ0) 为全为 0 的向量, 设 K = 10, γ = 1.8, 取参数

β = 0.8 以保证 β∥B∥ = 0.8 < 1 恒成立 (注意: ∥B∥ = 1). 设停机精度为 ϵ = 10−8.

对于例 1, 我们分别用三种方法测试了问题维数从 10 到 106 的不同情形. 其中, 表 1 列出了文

献 [25] 的方法 “LPPA” 和新方法 “NADM” 之间的数值比较结果, 而表 2 列出了文献 [32] 的方法

“VADM”和新方法 “NADM”之间的数值比较结果.数值结果表明, 对于不同维数的问题,三种算法都

是比较稳定的. 从表 1 发现, 新的算法较之于算法 “LPPA”, 大部分情况下, 迭代次数和 CPU 运行时

间都要少. 而相对于方法 “VADM” 而言, 新方法只优于 “VADM” 中的策略 2 方法. 主要原因有两点:

第一, 我们测试的问题, 对于 “VADM” 都有显示解, 这样 “VADM” 也可以很快找到问题的解; 第二,

新方法使用的是固定罚参数 β, 而 “VADM” 是专门针对固定罚因子 β 提出的改进方法. 这也提醒我

们在未来的研究工作中要摒弃这一缺点, 提出更有效的方法. 另外, 为了直观地了解新算法的收敛性

态, 图 1 给出了当 n = 2 时, 新方法的迭代点随着迭代次数变化的模拟图, 且从图中容易看出新算法

的收敛速度很快, 在 50 次迭代以后变化很小.

如前面引言中所述, 参数 β 对交替方向法的影响较大. 因此, 下面我们针对 n = 105 的情形, 在

(0, 1) 区间中随机产生 10 个不同的初始迭代点, 然后测试不同的罚参数 β 对新算法的影响. 相应的结

果见图 2, 且从该图中我们发现新算法在迭代次数和 CPU 时间上还是相对稳定的.

例 2 考虑如下矩阵优化问题

min

{
1

2
∥X − C∥2F

∣∣∣∣X ∈ Sn
+ ∩ B

}
, (5.3)

其中 C 是给定的 n× n 阶对称矩阵, ∥ · ∥F 表示 Fröbenis 范数, 即 ∥C∥F :=
√∑n

i,j=1 C
2
ij . 集合 Sn

+ 表

示对称半正定锥

Sn
+ = {H ∈ Rn×n | HT = H,H ≽ 0},
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表 1 文献 [25] 的方法 “LPPA” 与本文方法 “NADM” 求解例 1 的数值比较结果

方法
不同迭代策略“LPPA”(l = 2)

NADM
策略 1 策略 2 策略 3

n Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s)

101 127 0.010 58 0.002 82 0.002 62 0.001

102 167 0.005 82 0.003 84 0.003 76 0.001

103 161 0.015 79 0.006 84 0.007 74 0.031

104 163 0.091 79 0.041 84 0.043 74 0.047

105 163 2.934 79 1.431 84 1.434 74 1.094

106 163 30.266 79 14.127 84 14.384 74 10.516

表 2 文献 [32] 的方法 “VADM” 与本文方法 “NADM” 求解例 1 的数值比较结果

方法
不同罚参数调节策略的 “VADM”

NADM
策略 1 策略 2 策略 3

n Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s)

101 36 0.003 103 0.004 36 0.002 62 0.001

102 39 0.002 137 0.006 42 0.002 76 0.001

103 38 0.004 141 0.013 38 0.004 74 0.031

104 42 0.041 149 0.119 42 0.041 74 0.047

105 43 0.621 156 2.247 43 0.620 74 1.094

106 44 6.865 164 27.792 44 7.620 74 10.516

−0.5
0

0.5
1

1.5

−0.

0

0.5

1

1.5
0

50

100

150

 迭
代
次
数

x
 

1

x
 2

图 1 对于例 1, 在 n = 2 时, 本文算法的迭代点随着迭代次数变化的模拟图

及盒子约束

B = {H ∈ Rn×n | HT = H,HL 6 H 6 HU}.

这里, HL 和 HU 都是给定的 n× n 阶对称矩阵, HL 6 HU 表示 (HL)ij 6 (HU )ij (i, j = 1, . . . , n).

上述例子是一个带约束的最小二乘协方差矩阵校正问题,即寻找一个满足约束条件的半正定矩阵
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图 2 对于例 1, 在 n = 104 时, 不同的参数 β 对迭代次数和 CPU 时间的影响

去逼近一个给定矩阵 C. 此类问题在诸如金融、保险、再保险等领域有广泛应用, 近几年也引起了人

们的关注, 详见文献 [38].

类似例 1 的处理方式, 通过引入辅助变量 Y , 问题 (5.3) 可转化为如下等价的凸优化问题:

min
1

2
∥X − C∥2F +

1

2
∥Y − C∥2F

s.t. X − Y = 0,

X ∈ Sn
+, Y ∈ B,

易见, 其等价的变分不等式为
⟨X −X∗, (X∗ − C)− Z∗⟩ > 0,

⟨Y − Y ∗, (Y ∗ − C) + Z∗⟩ > 0,

X∗ − Y ∗ = 0,

∀ (X,Y, Z) ∈ Z,

其中 Z = Sn
+ × B × Rn×n.

由新算法可知, 子问题 (3.1) 等价于寻找点 X̃k 使得

⟨X ′ − X̃k, (X̃k − C)− [Zk − β(X̃k − Y k)]⟩ > 0, ∀X ′ ∈ Sn
+.

易得上述变分不等式的显式解为

X̃k = PSn
+

(
1

1 + β
(βY k + Zk + C)

)
.

而非线性方程组 (3.8) 等价于

Y k+1 + β(Y k+1 − C) = Y k + β(Y k − C)− γαkeY (Y
k, β);

整理可得

Y k+1 = Y k − γαk

1 + β
eY (Y

k, β),
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表 3 文献 [25] 的方法 “LPPA” 与本文方法 “NADM” 求解例 2 的数值比较结果

方法
不同迭代策略的 “LPPA” (l = 7)

NADM
策略 1 策略 2 策略 3

n Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s)

10 63 0.011 19 0.003 25 0.004 16 0.003

50 147 0.36 116 0.28 70 0.17 85 0.20

100 215 2.82 215 2.82 170 2.26 146 1.88

200 265 15.06 291 16.41 249 13.90 198 10.69

500 314 204.41 355 231.83 315 204.08 240 154.38

1000 348 1902.28 399 2161.58 361 1996.81 267 1352.44

表 4 文献 [25] 的方法 “LPPA” 与本文方法 “NADM” 求解例 2 的数值比较结果

方法
不同迭代策略的 “LPPA” (l = 2)

NADM
策略 1 策略 2 策略 3

n Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s) Its. CPU(s)

10 63 0.011 13 0.002 29 0.005 16 0.003

50 147 0.37 69 0.17 70 0.17 85 0.20

100 215 2.81 120 1.59 117 1.54 146 1.88

200 265 14.98 157 8.88 153 8.60 198 10.69

500 314 206.26 188 123.96 184 119.41 240 154.38

1000 348 1875.03 209 1078.59 205 1051.55 267 1352.44

其中

eY (Y
k, β) = Y k − PB(Y

k − β[(Y k − C) + Zk − β(Xk − Y k)])

= Y k − PB(β
2Xk + (1− β − β2)Y k − βZk + βC).

在数值试验中, 矩阵 C 的对角元素均随机分布在 (0, 2) 之间, 而非对角元素为 (−1, 1) 之间的随

机数. 矩阵 HU 和 HL 的对角元素都取为 1, 而它们的非对角元素分别取为 0.1 和 −0.1. 选择初始点

(X0, Y 0, Z0) 都为零矩阵, 参数 β = 0.6, γ = 1.95 以及停机准则设为

ϵ = 10−4 max(∥X0 − X̃0∥F , ∥eY (Y 0, β)∥F , ∥X̃0 − Y 0∥F ).

对于例 2, 我们测试了矩阵阶数从 10 到 1000 的不同情形, 相关的数值结果见表 3 和表 4. 从表 3

中发现, 新算法的数值表现要优于 “LPPA” 在 l = 7 的情形下的数值表现; 而从表 4 中可见, 当 l = 2

时, “LPPA”只有迭代策略 1要逊色于新方法. 因此,图 3列出了当维数 n = 500时,参数 l对 “LPPA”

在迭代次数上的影响情况. 总体而言, 新算法是稳定的, 有效的.

6 结论

本文针对可分离的结构型变分不等式提出了一种新的交替方向法. 与原始的交替方向法相比, 每
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图 3 对于例 2, 当 n = 500 时, 不同参数 l 对算法迭代次数的影响

步迭代过程中, 新算法只保留原交替方向法的一个变分不等式子问题, 而另一个变分不等式子问题则

用一个强单调的非线性方程组子问题替代. 相比求解一个变分不等式问题, 我们有更多的有效方法求

解非线性方程组问题.这使得算法简单易行且能提高计算的效率.在比较宽松的假设条件下,我们证明

了新算法的全局收敛性, 给出的数值试验结果也进一步表明了新算法的有效性.

事实上, 在我们的算法中, 还保留有一个变分不等式子问题. 那么, 我们自然会问, 是否可以类似

地通过求解一个非线性方程组来避免求解另一个变分不等式子问题呢? 这将是我们未来的研究重点.

另外, 从数值实验中也能发现, 我们固定罚参数 β 会使得新方法逊色于变参数的交替方向法, 这也促

使我们在未来的研究中去寻找一种变参数策略来提升新算法的计算能力.
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A new alternating direction method for solving separable variational inequality

problems

ZHANG Min, HAN DeRen, HE HongJin & CHEN YanNan

Abstract The alternating direction methods are attractive for solving separable variational inequality problems,

which solve the original large-scale problems via solving a series of small-scale problems. However, the two

subproblems solved per iteration are still variational inequality problems, which are structurally as difficult to

solve as the original problems. In this paper, we propose a new alternating direction method, which, per iteration,

solves a variational inequality problem and a system of nonlinear equations. The nonlinear equation is well-

conditioned and many efficient methods, such as Newton-type methods, can be adopted directly to solve it.

Moreover, from numerical point of view, nonlinear equations are much easier to solve than variational inequality

problems in many cases. Under the same mild assumptions as those in classical alternating direction methods,

we prove global convergence of the new method. We also present some preliminary numerical results, which show

that our method is efficient.

Keywords variational inequality problems, alternating direction methods, global convergence, nonlinear

equations
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