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摘 要

本文主要研究了多输入多输 出不确定系统的鲁棒镇定核问题
,

即找出系统的一

个扰动子集使得从该子集的可镇定性便可推 出系统的可镇定性
.

著名的 B o x
定理仅

是本文结果的一个特例
.

关键词 鲁棒镇定
、

oB
、
定理

、

多变量控制系统
、

互质分解
、

G a p一度里

1 引 言

近年来由于受 K h a r i t o n o v 定理的启发
,

人们 在研究用区间参数描述的结构扰动系统时

总是想找出系统的一个扰动子集
,

使得由该子集的稳定性便可保证区 间系统的稳定性
.

这样

的扰动子集在文献 〔1] 中称为核
,

寻找这种扰动子集的研究称为找核
.

例如
,

人们 已经发现一

区间多项式的核是 4 个 K h o r iot
工1 0 v

顶
l

氛多项式
.

一菱形多项式的核是 8 个特殊构造的多项

式圆
,

而一系数线性依靠区间参数变化的多项式的核是它所 有的 E x p o s e d e d ge 多项式 〔3」.

所

有这些结果文献 〔2 1和 〔4] 分别用值映射和原象映射的方法给 出了简洁的证明
.

目前
,

不确定系统的找核研 究正在向鲁棒综合迈进
.

人们期望能获得系统的鲁棒镇定核
,

即找出系统的扰动子集以致于该子集的可镇定性便可推出整个扰动系统簇的可 镇 定性
.

例

如
,

对一单输人单输出 ( 5 15 0 )区 间系统
.

文献 [ 51 已证明它在一阶控制器下的镇定核是其 16 个

Kh` r i t o n o v 顶点系统
.

进一步
,

如果已知一阶控制器是超前的或滞后的
,

那么上述镇定核又

可降为其中的 8 个 K h盯 i t o

on
v 顶点系统

.

对于单输人多输出 ( SI M O ) 或者多输人单输出

(M ISO )的区间向最系统
,

B o 、 定理 〔̀ 〕指出它的镇定核是 ( m + 1 ) 4“
+ ` ,个 K h a r i t o n o v

边界系

统
.

其中 m 是系统厂自输出或者输人空间的维数
.

特别当控制器传递函数阵每个元的分子分母

仅包含复变元 了 的 :寻数次项或偶数次项时
,

系统的镇定核便可降为 4(
” + ` , 个 I交ha

r
it ol l

Vo 顶点

系统
.

关于其它有意义的找核研究可参考文献 7[ 一 1 1 1
.

在本文中
,

我们把找核的研究推广到了多输人多输出 ( M IM O ) 不确定系统
.

第一次对

MI MO 系统的鲁棒镇定核进行了刻画
,

给出了有关的充分必要条件
.

据此
,

B oX 定理可作为 特

例推出
.

本文的特点是 : ( l) 对 M IM O 系统的结构不确定性给 出一种新的严格描述即列 约

19 92一 0 7一 3一 }:丈稿 , 一9 9 3一 0 1一 0 6 1度修改稿
.
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化区 间多项式阵分解模型
,

这种模型不仅具有较强的实际意义
,

而且 在问题的处理中有很大的

方便之处 ; ( 2 )文中讨论的找核问题不再局限于结构扰动系统
,

而是扩展到含有结构
、

非结构两

种扰动的不确定系统 ; ( 3 )当系统存在不稳定的非结构扰动时
,

文中在 G : p 一度量下讨论了找核

问题
。

2 系统不确定性的严格描述

在鲁棒分析与控制中
,

对系统的不确定性给出一个合理的描述 是非常贡要的
.

作为参数

扰动的一种特殊情况
,

51 5 0 区间对象是一种
一

{卜常有用的模型
〔̀ 2 , .

如何把这种不确定性描述推

广到一般的 m X P 维 M IM O 系统呢 ? 一个 自然的想法是考虑如下形式的系统
:

币, ~ { g (
s
) ~ { g

、 , (
s
) } {g

, , (
s
) 〔 G 、 , (

s
)

,

i 一 r
,

2
,

… m万一 l
, z

,

… 户}
,

其中 iG j ( s) 为区间有理函数
.

显然这种描述在 m 一 p 一 l 时可降为区间对象的情况
,

但是

应该指出直接处理这种模型是非
`

常困难的
,

因为处理 M IM O 系统的两个有力工具
: 有理阵的

多项式互质分解和稳定分式互质分解方法都难于用上
.

这就启发我们必须寻求其它形式的推

广
.

为此需要对标量区间对象模型作进一步的分析
,

找出其应满足的基木条件
.

事实上每个标

量区间对象都应满足
:

( l) 标称对象没有零极对消现象
,

但一般并不要求对所有扰动成立术 )

正则性 ( rP 叩
e r
en

s s
) 条件

,

即对任何区 间系数变化
,

对象传递函数的分子阶数不应超过分母

的阶数
.

从能量的观点来看这是由问题的实际背景所决定的
.

由于在标量情况下这两个基本

条件一般认为是满足的且在问题的处理中没有十分明显的需要
,

因而在许多文献中并不强调

这一点
,

但对本文要处理的 M IM O 系统
,

这些条件就变得重要以致应明确地加以假设
.

考虑 m X P 维系统簇 价
,

其每个元具有形式

P (
s ) 一 N (

s
) D

一 ’

(
s
)

,

其中 N (
,

) 。 尺
” ” p [ s

]
, 刀 (

s
) 〔 尺

p ” p
[
s
] 的每个矩阵元素

, ` , ( s
) 和 J i , (

s
) 都分别属于区 dl\e多项

式簇 N ` , 和 D 、 ,
.

N 、 s 一 {
n 、 , ( :

) !
n 、 , ( :

) 一
, ,, + 。 {,

;

+ … 十 , ·

乃
s r

几
,

n : s 〔 〔a 二` ,
,

尽二
; , ]

,

l 一 o
,

l
,

2 ,

…
r共}

.

D * , 一 { d
、 , (

,
) ld

` , (
:
) 一 、 l , + 、 }, : + … + J

·

几
s·

六
,

d : , ` [
a公* ,

,

月5; , ]
, l 一 o

,

1
,

2
,

…
r
杀}

.

记
, 、* (

s ) 〔 N
` ,

,

d i , (
: ) 〔 D ` , 时对应的所有多项式阵 N ( s ) 和 D (

s
) 的集合分别为 口

,

和 口` ,

那

么系统簇 小可看作一不确定性系统并用下式表示
:

价一 { p (
:
) 一 N ( s ) D

一 `

(
s
) }N (

:
) 〔 口

, ,

D 。 ) 〔 口 `
}

.

( l )

显然当 P ~ 1 时
,

( l) 就降为 oB
x

定理研究的区间向量系统
,

而 当 m ~ P 一 1 时
,

( l )便是标量

区间系统
.

因此如能把前述标量区间系统应满足的两个基本条件在 ( l) 中加以反映
,

那么(l)

就可看作 51 5 0 区间系统到 M IM o 情况的合理淮广
.

从有理函数多项式分解的基本知识网

可知
,

如果 D (
s
) 为列约化 ( e o l u

m n r e d u e e d ) 的
,

则 N ( s ) D
一 ,

(
s
) 为正 }̀ l}{厂严格正则 )的充要

条件是 N (
,
) 的列次不超过 (小于 ) D ( : ) 的列次

.

由此 ( l) 的正则性可通过 D (
:

) 的列约化以及

N ( : ) 和 D ( s) 之间的列次关系来刻画
.

致于 5 15 0 情况下标称对象没有零极对消现象
,

则可

由 ( l) 中标称对象分解的互质性来反映
,

自然这些条件在下文中总是伴随 ( l) 被假定
,

此时称

( l) 为列约化区间多项式分解模型
.
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现在对 小和 币, 作一比较
,

可以发现虽然它们都能把区间向量系统和标量区间系统作为特

例推出
,

但也存在着本质的差别
.

如 小的区间参数最终是 以非线性方式进人系统传函系数的
,

而价,的每个传函系数恰是它的区间参数
.

从理论上来看 币的确是标量区间对象到 M IM O 情

况的合理推广
,

而从实际意义上来看
,

价, 也不失是反映系统参数变化的一个简洁模型
.

因此

为了在 ( l )中反映出 价和 币
,

的区别
,

同时更重要的是反映出参数变化模型忽略掉的系统未建

模误差等高频动力学不确定性可考虑如下模型
:

价△ 一 { p
,

( s
) 一 p (

s

) 十 △ p (
:

) } p (
s

) 任 价川△ p (
:

) {{。 <
r

}
,

( 2 )

其中
r 为指定的某常数

.

观察 ( 2 )可知这种既含有参数变化又含有非结构扰动的系统模型是比较一般的
.

它概括

了相当大的一类不确定系统
.

但它也有一条限制
,

即 △尸 ( ,
) 必须是稳定的以保证非结沟扰动

部分不改变系统在右半平而的极点数目
.

下述模型克服了这种限制
.

币
。
一 { p

,

(
s

) {占 (尸
,

尸 1

) < 占
,

p (
: ) ` 价 }

,

( 3 )

其中占(
· , ·

) 表示两个对象间的 G a p 一度量 (其意义将在第 4 节中给出 )
.

综上我们 给出了 M IM O 系统的 3 种不确定性描述
.

可以看出系统 ( l )和 ( 2 )多少可从现

有模型中找到其雏形
,

但是系统 ( 3 )却是 目前所有存在模型都没有暗示的
.

它的一般性除 了允

许非沾构扰动是不稳定的外
,

还把加性和乘性两种传统的非结构扰动作了统一的表示
.

3 稳定非结构扰动下的鲁棒镇定核

现在我们对模 型 ( 1 )
,

( 2 )求出其反馈控制下的鲁棒镇定核
.

由于 ( l) 可看作 ( 2 )在稳定非

结构扰
:

为为零时的特殊情况
,

因此我们先讨论模型 ( 1 )
.

然后再考虑模型 ( 2 )
.

从上节知一个区间多项式方阵可表示为

必 ~ { D ( s ) 一 { d 、
,

(
s

) } ` R
” ` ”

[
`
] } d

i , (
s

) 〔 D i ,
,

i万一 1 , 2
,

…
n
}

.

根据文献 [ 12 ]
,

每个区 l刊多项式 D ` , 都 内
`

4 个 K h a r i t o n o v

顶点多项式 K ( l
,

刀 * , )
,

( l ~ 1 , 2 ,

3
,

4 )和 斗个 K h a r i t o n o v

边界多项式 石 ( l
,

D 、 , )
,

( l ~ I
,

2
,

3
,

斗)
.

如果定义 D ( s ) 的稳定性是

指 d e t ( D (
s
) ) 是一 H

、 : r w i o z

多项式且假设任给 D ( : ) ` 价
,

多项式 d e t
( D (

,
) ) 的阶数固定

不变
,

则关于沙的稳定性有下结论
.

引理 I LIJ 区间矩阵 必是稳定的当且仅当对任交换阵 M 一 { m i , } 〔 R
” x “ ,

下面的矩阵 集

合是稳定的

必` ~ { D ( :
) 一 { d

、 s ( s ) } ` R
. K .

[
s

] l d
、 , (

s
) ~ E ( l

,

D
, ,

)
,

l 一 1
,

2
,

3
,

4
,

,
, ,
一 l ;

d ` , (
;

) 一 K ( l
,

D
, ,

)
,

l 一 l
,

2
,

3
,

4
,

m
,
s 一 。 }

.

注 1 从引理 l 可知
,

区 间矩阵 必的稳定性问题降为 4
” ’ , ! 个带有 n 个多线性参数的行列

式的稳定 }生间题
.

引理 2〔̀
,了 设 p (

s

) ( R ” x p (
s

) 为正则 ( p r o
p

e r ) 稳定的有理阵
,

不失一般性又设 p ) 。

及 尸(心 ~ N ( s) D 一

仗s) 为列 约 化 的 右 互 质 多 项 式 分 解
,

则 有 {{尸 ( s) {}
。 < l 当 且 仅 当

(一) {}p ( oo ) {1 < l ; ( 2 ) 对任酋阵 U ` C p x 户 ,

d一

(
D (

`
) + U

! ; )
N (

!
)
)

是稳定的
。
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注 2 由引理 2的证明可知
,

D (
了 ) 为列约化的条件是至关重要的

,

但下面的定理表明不

仅列约化条件甚至 ( N (
:
)

,

D (
,

) ) 的右互质条件都可去掉
.

定理 1 设 尸 ( s) 〔 R “ 减 p (
:

) 为正则稳定的有理函数阵
,

不失一 般 性 又 设 尸 ) m
.

那

么 : ( l )一定存在 p (
:
) 的一个右多项式分解 ( N

`

(
s )

,

D
`

( : ) ) 满足 d e t
( D

,

(
s
) ) 是稳定的 ; (2)

】lp ( s
) }】co < 1 的充要条件是 ( A ) }lp ( co ) }! < l ; ( B ) 对任酋阵 U 〔 C p x p ,

d一

(
。

,

(
! ) + 。

[; ]
、

,

(
! )

)
是稳定的

.

证 由有理函数阵的多项式分解知结论 ( l) 是显然的
.

事实上 D’ ( s) 可取为对角阵
,

其对

角线元素为 p ( 了) 相应列的最小公分母
.

这样 d e t ( D’ (
:
) ) 的稳定性来 自于 尸 (

: ) 为稳定的有

理函数阵
.

记 p (
:
) 的列约化右互质多项式分解为 ( N ( : )

,

D (
:
) )

,

则从引理 2 知为证结论 (2)

只需证对任酋阵 u 〔 c ” ” , ,

的稳定性 等价于

d e t

(
。 (

了
) 十 U

I;」
N ( : )

)

d e t

(
。

,

(
`
) + v

{: I
N

,

(
` )
)

的稳定性
.

考虑到 ( N ,( s)
,

D’ ( :
) ) 不一定是右互质分解

,

因此存 在 P x P 阵 T ( 0 满足

D
,

(
:

) 一 D
, `

(
s
) T (

s
)

,

N
`

(
s
) ~ N

’ `

(
s
) T (

;
) 使得 ( 刃

, `

(
s
)

, D
, `

(
:
) ) 是右互质的且有 d e t

( T (
:
) )

是稳定的
.

再利用 (N (
:
)

,

D ( s ) ) 的右互质 性 知 存 在 么模 (
u n i m o d u l a r ) 阵 M ( : ) 使得

N’
`

(
s
) 一 N (

:
) M ( s )

,

D
` ’

( s ) 一 D (
、
) M (

s
)

,

由此可得

d一

(
。

,

(
了) + 。

{:」
、

,

(
`
)
)
一 d e t

(
。 (

`
) + U

I; }
N (

! )

)
d一 ( M (

! , T (
`
, ,

·

注意到前述稳定性等价分析定理结论得证
.

现在构造 币的子集 币
: .

任给交换 I浑 材 〔 尺`邢 十 , , “ 。 + , , 可分为 4 块
,

使得 M “ ` R p ”
,

衬
’ “ R “ ’

(另夕I
、

两个子阵

M
` , ,

M
” 与下面的构造无关

,

故不必关心它们的维数和内容 )
.

令 币 , 是所有下述对象构成的

集合

P (
: ) 一 浑 ( ; ) D 一 `

( s )
,

其中 N (
、
) 一 {

n i ; ( : ) } 〔 尺
“ ` ” 〔 s

]
,

D (
、
) ~ { d 、

,

(
、

) } 〔 R ’ “ `
[
、
] ;

}
E ( `

,

D 、 , )
,

` 一 `
,

2
,

3
,

斗
,

阴 , ,一 ` , / 、

}
d ` , ( ` ) 一 }

尺 ( `
,

”
召 , ’

, ` 一 ` ,
z

,
3

,
斗

,

仍 ,;一 。 , ” 、`又` ’ 一
)

{忿
,
7 ~ l

,
Z

,

…
,

P ; L

E ( l
,

N
` ,
)

,

l 一 1
,

2
,

3
,

4
,

m {{~ 1 ,

K ( l
,

N ; , )
,

l ~ 1
,

2
,

3 , 4 , m {}一 。 ,

i ~ l
,

2 ,

… , ; 夕一 1 , 2
,

… .P

那么我们可定义

币
*
一 U小

。 .

(4)

注 3 如果把 价M 的每个元看作 币的一个边界对象
,

即对象 的 分 子 分母 阵 中有 户个

K h a r i t o n o v 边界多项式而其余为 K h o r it o n o v 顶点多项式构成的系统
,

则根据简单的计算可

知 价
*

中共有 ( m 十 P ) ( m 十 P 一 l )… ( 。 十 1) 4 (邢
+P )P 个这徉的边界对象

.

这 个 检验数
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叭引理 l的检验数 目是在同一数量级 上的
.

定义 1一个具有左互质分 解 的 控 制 器c (
:) 一 万尸 (`) 贡

`

(:
) 镇 定 小是 指 对 任 意 的

尸 (:
) 。 价

,

d e t (万
`

(
:

) n (
、
) 十 斥

`

(
*

)刀 ( :
) ) 都是稳定的

.

定理 2 设 小是严格正则的
,

则控制器 C ( : ) 镇定 价当且仅当 C (
: ) 镇定 价* .

证 记 (万
`

( 了 )
,

贡
`

(
:

) )
.

(刃
`

(
,

)
,

刀
`

(
:

) ) 分别为 e (
, ) 的左互质多项式分解和列约化的右

互质多项式分解
,

则由文献 [ 1 4] 知存在适 当维数的多项式阵 x (
`
)

,

Y (
;

)
,

戈( 、 )
,

夕(
:
) 满足

.

犷Jn曰

ù
ND一

ùXùyùNX乃Y

一

显然

D
`

N

一 y X
C O n S

。!
/ō

l
.

se
一

`

厂..

lse

i奋.

ed

任取 P (
;

) 一 刃 (
;

) D
一 ,

( : ) 〔 币
,

则有

D
·

N
·

1{
D 一 N

·

一 Y X J LN D
c

D 十 N
c

N
ùD

一

两边取行列式

~ ~ / l
一

D 一 N
,

叭
d e t

( D
`

D 十 N
c

N ) 一
` , d e t ( }

’

} }
.

\ L N D
。

J /
( 5 )

记 (D
`
)

,

cD ( ; ) 的列次阵分别为 D *

和 D
` * ,

则上式右端括号内粗阵的列次阵具有形式

飞.卫卫l.J

几

:̀D *

由假设 D (
,

)
,

刀
`

( , ) 都是列约化的
, l

收有

D * *

D
` 、 {)

一 d一 ( D ` ) d一 ( ” 一 ) 等 。
·rl月

I
/

!
、

一.ed

因此上述矩阵是列约化的
,

即 ( 5 )式对所有 p ( , ) ` 价 为固之阶多 项式
.

利用引理 1定理得

证
.

注 4 在 B o 、
定理中没有设对象是严格正则的

,

而 是假定了其特征多项式的阶数不变
,

这

等价在定理 2 中假定对所有 尸 ( ,
) ` 币

,

( 5 )式为固定阶数
.

注5 如果在 ( 1 )中取左分解表示
,

完全类似地可获得 与定理 l 和定理 2 对应的结论
.

关

于这点不再详述
,

需要时将直接引用
.

定理 3 设 币是严格正 J}1]自勺
,

控制器为 C ( , )
.

刀巧么 {J( I + C (
;

) P ( 、 ) )
一 ,

C ( , ) jl。 < l 对

到O` 价 成立
,

当且 仅当它对 尸 (
, ) 〔 价

*

成 立
.

证 由于只有当有理阵的每个元都是稳定的有理函数时
,

H 。 范数才有意 义
.

因此本定理

隐含了一个假设条件 : c ( , ) 镇定 小
.

这样对所有的 尸 (
: ) 〔 币

,

( I 十 c (
:

)尸 ( 0 )
一 ` c (

:
) 都是

稳定的有理阵
.

记 c (
;

)的左互质分解为 (万
`

(
, )

,

万
`

( : ) )
,

则有

( z 十 e ( : ) 尸 ( : ) )
一 , c (

,

) 一 n (
s

) (万
`

(
、
) D (

;

) + 冲
`

( : ) N (
:
) )

一 `

介
`

(
s
)

.

( 6 )

令(6) 式的左互质多项式分解为 (万(
:

)
,

反 ( ;
) )

.

那么有 d e t (厅 (
:
) ) 是稳定的

.

从注 5 和 定理

1可得 I}( z + C (
,

) P (
:

) )
一 ’ C (

、
) }{

。

< l
,

当且汉当

( 1) !】( z + e ( co )尸 (二 ) )
一 `

e ( oo ) }】一 }I c ( co ) }】< l (价 严格正则 )
,
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( 2)任给酋 j炸 U` cp xp,

d e t
(万 (

:
) + 反(

: ) [了 。 ]口 )

是稳定的
.

在 ( 7 )式中将 万( : ) 提出括号可得

d e t (万 (
: ) ) d e t

( I 十 万
一 ’

(
s

)反(
s

) [了 。 ] “ )

一 d e t (万 ( : ) ) d e t ( z 十 口 (
;

) (万
`

( : ) 。 ( ; ) 十 贡
。

(
: ) N ( : ) )

一 ,

介
`

(
:
) [ 1 0 ]口 )

一 d e t (万( : ) ) d e t ( , + (万
。

(
;

)。 ( : ) 十 夕
。

( , )刃 (
;

) )
一 `

污
`

(
: ) [ 2 0 ]口刀 (

:
) )

.

因为 C ( s) 镇 定 价
.

所以 ( 7 )式的稳定性 等价于
d e t (万

。

(
:
)刀 ( : ) 十 凡

`

(
,

) ( N ( : ) + t z o ]口 D (
: ) ) )

的稳定性
.

将上式写为矩阵形式

( 7)

.

、、.J/, ...胜..Jd一

(
〔万

·

( ` ) 反
·

( 了 ) 〕

!
D (

`
)

N ( s ) 十 [ 1 0 ] U D ( : )

由此从定理 2 的证明过程立即可得 ( 7 )式是稳定的当且仅当

、 、.了了飞月,且.1ō
、 、尹、/
于了`

、

了火
犷̀

D (
s ) 一 N

N ( : ) 十 [ 1 0 ] U D (
,

) D

rlesesesesLZ才̀、、

胜̀
ed

是稳定的
.

通过矩阵变换
,

上式的稳定性又等价于

、、

1
.

/,

l
.JD (

s ) 一N
`

(
s )

N ( , ) D
`

(
s

) + [ 1 0 ] U N
。

(
,

)
( 8)

r...aresl/

l
、
\

L.Led

的稳定性
.

再次记 D 、 和 几
`
分别为 D (

了

) 和 D
`

( , ) 的列次阵
.

并令

D
t

(
:
) 一 D “ H (

s
) 十 D

` , ( s )
,

N
`

( s
)

其中 衬 (
s
) 一 d i a g ( s乏

, ,

…
s灸. )

,

友; ,

i 一 l
,

2
,

… m
,

N
`

(
;
) 的列次阵 )

,

那么 ( s) 式中矩阵的列次阵为

「D 、
一N

` 。

一 N
` * H (

:
) + N

` I

(
: )

,

为 D
`

(
: ) 的列次 (注意 N

` 。 一般不是

D D
` *

+ [ 1 0 ] U N
c 。

从引理 2 的证明
【1 21可知 C ( co ) 一 N

` 、 D几
,

这样当 11C ( co ) ’ ! < 1 时显然可得

}1[ 1 0 ]口 C ( co ) }} ( {}C (二 ) {1 < 1
.

注意到 (从 (
:
)

,

D
`

( :
) ) 为 C (

,
) 的列约化右互质多项式分解

.

从而有
d e t

( D
c 、

+ [ 1 0 ] U N
` 、
) 铸 0 ,

又因 d e t ( D
.
) 铸 。 ,

故对所有 P (
s ) 〔 中

`

l
/, ..̀l.JD (

:
) 一 cN (

s
)

N (
:
) 刀

`

( s ) + [ 1 0 ]口N
t

( : )

一

!
卫.L

r/、、
十L

ed

尸尸 (s) 〔 必必

图 l 加性挠动系垅

为固定阶多项式簇
,

则由引理 1 知 ( 7 )式在 小上成立当

且仅当它在 价
`
上成立

.

再根据前述条件 ( l) 与肠 )

的无关性
.

定理得证
.

推论 1 设 价是严格正则的
,

则 小的镇定核与条

件 11( l + C (
s

) P (
:
) )

一 ` C ( : ) {Ico < l
,

P ( : ) 〔 价
,

的核

都为 价
* .

定理 4 设 价严格正则
.

则图 l 所示系统功
▲

的

鲁棒镇定核为 价△ ; ~ { p
;

( :
) 一 p (

,
) + △尸 ( : ) l尸(

,
)
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·
` 价

、

川△尸 (s
) !!

o c <
r

}
.

证 由文献 〔1 1 2知在图1 方案下
,

控制器 c (户 镇定 价△ 的充要条件是 C (力镇定 巾且有

m a x
{ JJ( I + e (

s
) P (

:
) )

一 ` C (
s

) }1
。 : p (

, ) 任 价 } 簇 l / r .

从定理 3 知上式左端等于在 必
`
上的最大值

,

即

m a x

{ }}(了十 C (
, )尸 (

, ) )
一 ` e ( : ) {!

。 : 尸 (
, ) 〔 价 }

= m a x
{ }! ( I 十 c (

;

) p ( : ) )
一 ` C (

,

) }!
。 : p (

, ) ` 价
*

}
,

由此定理得证
.

4 G aP
一

度量下的鲁棒镇定核

设 x 是一 Ban ac h 空 间
, “ , ,

是 x 的两个闭子空间
.

记
。 中的单位球面为 5

. ,

那么从
“ 到

,
的方向 G a p 由下式给 出 :

8 (
u , 。

) 一
s u p i n f }lx 一 y {1

.

x
〔 s

,
y 〔 ,

为了测量两个闭子空间的距离
,

子空间 。
和州司的 G a p 定义为

占 ( u , , ) 一 m a x
{ 8 (

u , 。 )
,

8 (
。 , ,`

) }
.

进一步我们规定 8 ( O
,

的 一 0
.

从定义有 8 ( “
,

0) 一 l 当且仅当
“ 烤 0

.

这样总有 O城 占u(
, 。 )

= 占( 。
, , ) ( 1

.

特别如果 占(
、 , 。 ) < 1

,

则有 占(
u , 。

) ~ 8 (
。 , t, ) 一 8 (

。 , “ )
.

一般情况下
,

由于上述 G a p 不满足三角不等式因而不是一种度量
.

但是如果
。 和 “ 都是

IH lb e r t 空间中的闭子空间
,

其 G a p 可表示为两个正交投影算子之差的范数
,

这时的 G a p 就

是一种度量
.

我们可证 明所 有的 G a p 诱导的拓扑是相同的
,

这个拓扑称为 G a p 一拓扑 15[]
.

另

外除非特别指出
,

下面的讨论都在标准的 H a dr y 空间 H 罗中进行 ( H盆是 H i l b e rt 空间 鱿 中

的闭子空间因此也是一个 H i lb e r t 空间
,

详见文献 〔1 6 ]
.

设 P 、

(
:
) 〔 R “ p ( s )

,

i 一 l
,

2
,

它们的图定义为所 有有序对

G ( p
,

) 一 { (
x ,

p , x ) !
x 〔 D o m ( p

、
) }

.

由 P `
(
了
) 的实有理性知它们的 图是闭的

“ ` , ,

这样 p :

(
s )

, P Z

( 了) 之间的 G a p 可定义为 占 ( p
, ,

p Z

) 一 占( ` ( 尸
:

)
, ` ( p

Z

) )
.

可 以证明如记 ( N
、

(
了 )

,

D `
(

, ) ) 为 p 、
(

s
) 的右互质稳定分式分解

.

则有

月Hf D
、 1

G ( P
、
) 一 . ! H 乡〔

LN
、」

H犷

引理 3〔` 6 , 设 p ` ( , ) 〔 尺份 x 户
(

s )
,

i ~ 1
,

2 ,

具有正规化的 (
n o m a l i

z e d ) 右互质稳定分式

分解 ( N
、

(
s )

, D `
(

s
) )

, i 一 l
,

2
,

即 (N
`

(
s
)

,

D `

(
s
) ) 不仅是右互质的而且还有 N产(

:
) iN (

s
) +

D产(
: ) D

,

( s
) 一 I , i ~ l , z

,

则

” (尸
L ,

尸 2

卜
`矛

纸 !{}刃:]
一

!苏…}
。
!]
。 ,

其中 H 。 为标准的矩阵值 H a dr y 空间
,

G *

(户 一 G了 ( 一` )
.

引理 4〔
` , , 设 p (

s
) 〔 R , ” p ( : ) 有正规化的左

、

右互质稳定分式分解 p (
s
) ~ N (

s ) D一 `

(
:
)

二 万
一 ,

(
;

)舜 (
,
) 且控制器 c (

:
) 镇定 尸 ( ;

)
.

取实数 b 满足 。 < b 毛 l
,

则下面的条件等价
.

( l ) C (
s
) 镇定所有的 p ;

( s
) = ( N + △、 ) ( D 十 △。

)
一 , ,

△、 ,

△ n ` R H 。 ,
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< b
,

其中 R H 。 表 H 。 中实有理元的集合 ;

8

l
jDN△△/

!

( 2 ) (C
, ) 镇定所 有的 尸 l

s( ) 一 (乃 + △ 。 )
一 `

(厅
,

十 △种
,

△夕
,

△ 。 。 R H 。 ,

11(△。 △训!荞

b ;

( 3 ) C ( s
) 镇定所有的 p :

( s ) 满足 占( p
,

p l

) < 占
.

定理 5 设 小严格正则
,

o < b < l
,

那么图 2 系统中 c( s) 镇定 价
;

当且 仅 当它镇定

币
。 、
一 { p

,

(
s

) }占 ( P
,

P ,

) < b
,

p (
、
) 〔 价

、

}
.

证 必要性显然故仅需证 充分性
.

由于 C ( s) 镇定 价
。 *

当然也镇定 小
* ,

从定理 2 知它镇定

币
,

设 p (
:

) 一 万
一 `

( : )介 (
: ) 一 N (

:
) D

一 ,

(
:

) 。 币 为正规化的左
、

右互质稳定因式分解
,

则存在

z产̀胜、、

l
/

x (
:
)

,

y (
:
)

,

戈(
、

)
,

夕(
:
) 。 尺行

。

` 兰今尸
\ 一 N D / \ N

、一 {
` 0

、
.

/ \ 0 1 /

几几 (s) 〔 九九

CCC (S )))

所有镇定

C (
s )

尸 (
, ) }均控制器可参数化为

(戈十 刀 Q ) (夕一 刀 Q )

一 ( Y 一 Q凡)
一

代x 十 为O D

(9)

图 2 G a p一度量下的扰动系统

其中 Q ` R H co 为 自由参数
.

从文献「14] 可知引理

4 ( l )与下条件等价

11( Y 一 Q贡 X + Q万 ) I! _ 崔 l /右
,

( 1。)

对某个 Q ` R H 。 成立
.

按照引理 4 C (户镇定 帆

等价于 ( 10) 式在 价
*

上成立
,

进一步如果能推出 ( 1 0) 式在 小上成立
.

那么再利用引理 斗
,

( 3 )
,

定

理得证
.

事 实上由于 c ( s) 镇定 币
,

故对每个 尸 (
:
) 〔 币

,

则对应一个形如 ( 9 )式的控制器
.

特

别是当 尸 (
:
) 的分解是正规的时候

,

完全 类似于文献 〔1 7] 可算得

户
十 。 : )

一

ll( 。
州

_

一 (
卜 剪

、 +

帅 {
_ ·

( 11)

了

l

这样利用 ( 1 1) 式左边的表达式
,

我们可回到用 P ( : ) 和 C (
,

) 的多项式互质分解来处理问题
.

为方便在不引起混淆的条件下
,

我们仍可用 ( N (
: )

,

D (
:
)) 和 (万

:

(
:

)
,

介
。

( :
)) 分别表示对象

P (
:
) 的列约化右互质多项式分解以及控制器 c (

: ) 的左互质多项式分解
.

由此从 ( 1 1) 式可知

( 1 0 )式等价于

} I/ D 、 ~ 一
,

~ _
_

! }

}{气、 )又
D

·
D 十 N

·

N )
一 ’

( D
·

N
·

) }{
_ 镇 ` / ”

·

注意到定理 4 的证明过程
,

我们仅需考虑上式中的小于号
,

即要证明下式

1l/ D 、 ~ ~
、

~ _
_

日

1)又、 ) (
D

·
D 十 N

·
N )

一 `

又D
·

N
·

) {}
二 < ` / ”

,

( 12)

在 小上成立当且仅当在 价` 上成立
.

令

_
_ _

_
_

/ D \ ~ ~ ~ ~

D 一 `

( s )N ( s )垒 b ( )( D
`
D + N

`

N )
一 `

( D
`

N
`

)
\ N /

为其左互质多项式分解
,

显然由于 c ( s) 镇定 价
,

d e t
(万 (

:
) ) 可选为稳定的

.

利用定 理 I得

( ! 2 )式成立 当且仅当 1}( z C ( co ) }! < l / b
,

并且对任 酋阵 U ` c “̀ 十 , , ` ( , + p ’ ,
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de t (万 (s
) +反 (

s
) U ) (1 3 )

是稳定的
.

经过简单的计算可得上式等于
/ _ ~ r DI \

厅 de t! ( D
,

N
,

) ( I + b U ) } 日
。

\ LN 」 /

其中夕铸 。 为常数且从 。 < 占 < l 知 , + 吞 u 是非奇异阵
.

令 (万
。

介
`

) ( I + 吞g )垒尺 ( D
。

舜
`

)
,

这里 ( D
`

舜
`

) 为左 互质的
.

则 ( 1 3 )是稳定的等价于 d et ( R ) 和 d et ( D
`
D 十 舜

`

N ) 是同时稳

定的
.

注意到 R 和范数 {}( I C ( co ) ) {} 都 与 P (
: ) ` 价无关

,

故从定理 2 的证明可知 ( 1 2 )式在 中

上成立当且仅当它在 价:
上成立

.

综上定理得证
.

5 结 束 语

综上我们对 M IM O 系统的 3 种不确定性给出了严格的描述并获得了它们的鲁棒镇定 核
.

按照文献 [ l] 这种核已降到 了最小
.

由于在 尸 一 l 和非结构扰动为零时
,

3 种情况都 可将

oB : 定理作为特例推出
.

因此本文结果可以看作 Box 定理在含有结构
、

非结构两种不确定性

的M IM O 系统中的推广
.

特别
,

本文证明了 G aP
一

度量下鲁棒镇定核的存在性
。

这对研究

aG p
一

理论在鲁棒控制中的应用 〔” 一
20J 具有重要的意义

.
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