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摘要 本文总结了近些年代数学家在非交换代数判别式方面的主要工作.列举了目前得到的一些非交

换代数的判别式, 并综述了非交换代数判别式在代数自同构群、同构问题、消去问题、Tits 原理以及

Azumaya 点等方面的应用和结果.
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1 引言

判别式 (discriminant)的早期形式可以追溯到著名数学家 Cayley在 1848年的论文 On the theory

of elimination [1] 和 Sylvester 在 1851 年的论文 On a remarkable discovery in the theory of canonical

forms and of hyperdeterminants [2] 中的几个特殊的表达式. 线性代数和数论中, 判别式被广泛用于研

究多项式的合成以及高次方程的不变量. 此外,判别式还与 Galois群、Newton恒等式、多项式的导子

以及多项式的结式等都有着紧密的联系 [3, 4]. 纵观数学历史, 判别式一直以来都是数学研究中的一个

重要不变量, 尤其在数论、交换代数和代数几何等领域中都扮演着非常重要的角色.

数学研究中的另外一个重要的不变量是自同构群, 事实上, 每个数学对象在它存在的范畴中都可

以定义它的自同构群. 自同构群不仅是对数学对象对称性的一种刻画, 也是原有对象结构的一种本质

体现. 本文讨论的自同构群都是指代数 (或环) 的自同构群. 众所周知, 域 k 上的多项式代数 k[x] 的
自同构均为形如

g : x 7→ ax+ b, a ̸= 0, a, b ∈ k
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的自同构; k[x1, x2] 的自同构都是可控 (tame) 自同构 [5, 6]; 而关于交换多项式代数 k[x1, x2, x3] 的自

同构群问题目前还没有完全解决, 迄今为止, 此方面得到的最好并且最著名的结果是 Shestakov 和

Umirbaev [7] 证明了 k[x1, x2, x3] 具有野型 (wild) 自同构. 近些年, 随着非交换代数的发展, 越来越

多的人开始关注非交换代数的自同构群, 并取得了重要的结果, 例如, 在系数 q 不是单位根的情形下,

文献 [8–10] 给出了一些量子群和量子 Weyl 代数的自同构; Andruskiewitsch 和 Dumas [11] 给出了量

子群正部分的自同构群的猜想; Bavula 和 Jordan [12] 研究了广义 Weyl 代数的同构问题和自同构群;

Gomez-Torrecillas 和 El Kaoutit [13] 给出了量子辛空间坐标环的自同构群; Launois 和 Lenagan [14] 给

出了低阶量子矩阵代数的自同构群; Suárez-Alvarez 和 Vivas [15] 研究了量子广义 Weyl 代数的同构

和自同构. 2012 年至 2013 年期间, Yakimov [16, 17] 利用量子环面 (quantum tori) 的正则性成功地解

决了著名的 Andruskiewitsh-Dumas 猜想和 Launois-Lenagan 猜想, 并证明了 q 不是单位根的情形下,

量子矩阵代数和量子泛包络代数正部分的自同构群是几乎可解的 (virtually solvable). 鉴于判别式和

自同构群在数学研究中的重要性, 若能把上述两个历史悠久的不变量有效地结合起来, 并应用到非交

换代数的研究中, 将是一件非常有意义的事情. 基于以上思想, 从 2015 年起, Ceken 等 [18, 19] 开始利

用非交换代数的判别式研究代数的自同构群. 最近的研究表明判别式在代数自同构群、代数同构问

题、消去问题、Tits 原理 (Tits alternative)以及 Azumaya 轨迹 (Azumaya locus) 等方面有着广泛的应

用. 如下列举了近几年非交换代数的判别式在上述各方面的相关工作:判别式的计算 [18–25]、自同构问

题 [18, 19,21,22,25,26]、同构问题 [18, 24,27]、消去问题 [20, 24,25,28,29]、Tits 原理 [25, 27] 和 Azumaya 点 [22, 30].

本文共分 6 节, 第 2 节介绍判别式的概念以及目前得到的一些非交换代数的判别式; 第 3 节给出

判别式在代数自同构群和代数同构问题方面的应用; 第 4 节给出判别式在消去问题方面的应用; 第 5

节简单地给出判别式与 Azumaya 点之间的关系; 第 6 节为总结.

2 判别式的计算

判别式的定义由来已久, 首先回顾数论中判别式的经典定义. 如果 f(x) 是 Q 上的 n 次多项式,

x1, x2, . . . , xn 是 f(x) 的根, 则 f(x) 的判别式定义为

dis(f(x)) =
∏
i<j

(xi − xj)
2 = (−1)

n(n−1)
2

∏
i̸=j

(xi − xj) ∈ Q.

如果 F 是 Q 的有限维 Galois 扩张, 记 OF 是 F 的整数环, 并且

OF = Z[α] ∼= Z[x]/(f(x)),

其中 f(x) ∈ Z[x]是 α的极小多项式,则 F 在 Q上的判别式 dis(F/Q)定义为 dis(f(x)). 易证 dis(F/Q)

∈ Z, 并且 dis(F/Q) 与 f(x) 和 α 的取法无关.

判别式有多个等价的定义, 下面给出非交换代数判别式的几种形式. 设 k 是域, A 是 k- 代数, R

是 A 的中心. 定义 A 的迹映射为一个 R- 线性映射

tr : A −→ R,

使得对于任意的 a, b ∈ A, 有 tr(ab) = tr(ba). 如果 A 是 R 上秩为 n 的自由模, 则 A 的左乘映射可以

诱导出代数映射

lm : A −→ EndR(A) −→ Mn(R).
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设 trm 为通常矩阵的迹, 定义 A 的正则迹映射为

trreg : A
lm−→ Mn(R)

trm−−→ R.

值得一提的是,尽管对任意的迹映射都可以给出下文中判别式的定义,除非特别说明,本文主要利用正

则迹映射, 简记 trreg 为 tr. 实际上, 上述的中心 R 可以取成 R 的任意中心子代数, 参见文献 [18, 19].

记 R× 为 R 中可逆元的集合, 对任意的 f, g ∈ R, f =R× g 表示 f = cg, 其中 c ∈ R×, 集合 Z

的基数记为 |Z|. 下面给出非交换代数在其中心或中心子代数 R 上的判别式的定义, 可参见文献 [18,

19,31–33] 中的相关定义.

定义 2.1 [18] 设 A 是一个代数, R 是 A 的中心, s 是正整数,

(1) A 的子集 Z = {zi}si=1 的判别式定义为

ds(Z : tr) = det(tr(zizj)s×s) ∈ R,

这里 det 表示矩阵的行列式;

(2) A 的 s- 判别式理想 Ds(A, tr) 定义为由判别式集 {ds(Z : tr) | Z ⊂ A, |Z| = s} 在 R 中生成的

理想;

(3) 设 A 是 R 上秩为 s 的有限生成自由 R- 模, 若 Z 是 A 在 R 上的基, 则 A 在 R 上的判别式

定义为

d(A/R) =R× ds(Z : tr).

易证, d(A/R) 与基 Z 的选取无关.

设 B 是整环, 元素 a ∈ B 如果满足 aB = Ba, 则称 a 为 B 的正规元 (normal element). 令 b ∈ B,

a 是 B 的正规元, 如果存在元素 x ∈ B 使得 b = ax, 则称正规元 a 整除 b. 设集合 D := {bi}i∈I ⊆ B,

如果正规元 a整除所有的 bi,其中 i ∈ I,则称 a为 D 的公因子;如果正规元 a是 D 的公因子,并且 D
的任意公因子都整除 a,则称 a是 D 在 B 中的最大公因子,记为 gcdBD. 注意到,如果有整环 C ⊆ B,

使得 D ⊆ C ⊆ B, 则 gcdCD 和 gcdBD 不一定都存在, 即使都存在, 它们也不一定相等. 上述定义可参

见文献 [19, 25].

进一步地, 我们有如下定义:

定义 2.2 [19] 设 A 是代数, R 是 A 的中心, s 是正整数, Z = {zi}si=1 和 Z ′ = {z′i}si=1 是 A 的两

个 s- 子集,

(1) 子集对 (Z,Z ′) 的判别式定义为

ds(Z,Z
′ : tr) = det(tr(ziz

′
j)s×s) ∈ R;

(2) A 的改良的 s- 判别式理想 MDs(A : tr) 定义为由判别式集

{ds(Z,Z ′ : tr) | Z ⊂ A,Z ′ ⊂ A, |Z| = |Z ′| = s}

在 R 中生成的理想;

(3) 如果判别式集

{ds(Z,Z ′ : tr) | Z ⊂ A,Z ′ ⊂ A, |Z| = |Z ′| = s}
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在 A 中的最大公因子存在, 则 A 在 R 上的 s- 判别式定义为

ds(A/R) = gcdA
Z,Z′⊂A

(ds(Z,Z
′ : tr)).

下面给出一些非交换代数在其中心子代数上的判别式.

由 x1, x2, . . . , xn 生成、满足关系 xixj + xjxi = 1 (i ̸= j) 的代数称为 (−1)- 量子 Weyl 代数, 记

为 Wn. 文献 [18] 计算了两个元素生成的 (−1)- 量子 Weyl 代数 W2 = k⟨x, y⟩/(xy + yx− 1) 的判别式

为 −24(4x2y2 − 1)2. 另外, 文献 [18] 也指出了 n 为偶数时, Wn 的中心为 R = k[x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n]; n 为奇

数时, k[x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n] 只是包含于 Wn 的中心的一个中心子代数. 在此基础上, Chan 等给出了 Wn 在

其中心子代数 k[x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n] 上的判别式:

定理 2.3 [20] 设 chark ̸= 2, 则 (−1)- 量子 Weyl 代数 Wn 在其中心子代数 R = k[x2
1, x

2
2, . . . , x

2
n]

上的判别式为

d(Wn/R) =k×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x2
1 1 · · · 1

1 2x2
2 · · · 1

...
...

. . .
...

1 1 · · · 2x2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2(n−1)

.

另外, Chan 等也得到了 q- 量子 Weyl 代数的判别式, 具体结论如下:

定理 2.4 [20] 令 n > 2, q ∈ k× 是本原 n-阶单位根. Aq := k⟨x, y⟩/(yx− qxy− 1)为 q-量子 Weyl

代数, 则 Aq 在其中心 R = k[xn, yn] 上的判别式为

d(Aq/R) =k× ((1− q)nxnyn − 1)n(n−1).

设 p 是正整数, 基于定义 2.1 和 2.2, Chan 等给出了 p- 阶判别式的定义:

定义 2.5 [25] 设 s 是正整数, 如果集合

Ds,p := {ds(Z1, Z2)ds(Z3, Z4) · · · ds(Z2p−1, Z2p) | Zi ⊆ A, |Zi| = s,∀ i = 1, . . . , 2p}

在 A 中的最大公因子存在, 则 A 在 R 上秩为 s 的 p- 阶判别式定义为

d[p]s (A/R) = gcdA(Ds,p).

设 A =
⊕

i∈Z Ai 是 Z- 分次代数, v 是正整数, A 的 v- 阶 Veronese 子环定义为 A(v) :=
⊕

i∈Z Avi.

令 m,n > 2 是整数, q 是 m- 阶本原单位根, 记 A := kq[x1, x2, . . . , xn] 是生成元为 x1, . . . , xn、生

成关系为 xjxi = qxixj (1 6 i < j 6 n) 的斜多项式代数. 令

yk := q−[n/2]k(k+1)/2(xk
1x

(m−k)
2 xk

3x
(m−k)
4 · · · ),

其中 0 6 k 6 m. 特别地,

y0 = xm
2 xm

4 · · ·xm
2[n/2],

ym = (−1)[n/2](m+1)xm
1 xm

3 · · ·xm
2[n/2]−1.

下面的定理给出了斜多项式代数的 Veronese 子环的判别式:
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定理 2.6 [25] 设斜多项式代数 A 的 Veronese 子环为 B := kq[x1, x2, . . . , xn]
(v). 若 chark - m, 并

且 g 为 v 和 m 的最大公因子, 则有如下结论:

(1) 当 n 是奇数时, B 的中心为 R = k⟨xm
i , yj⟩ ∩ kq[x1, x2, . . . , xn]

(v), 且 rank(B/R) := w = mn−1.

若 v | wp(g − 1), 则 B 在 R 上的 p- 阶判别式为

d[p]w (B/R) =k× (x1x2 · · ·xn)
wp(g−1).

(2) 当 n 是偶数时, B 的中心为 R = k⟨xm
i , yjm/g⟩ ∩ kq[x1, x2, . . . , xn]

(v), 且

rank(B/R) := w = mn/g2.

若 v | wp(mg − 1), 则 B 在 R 上的 p- 阶判别式为

d[p]w (B/R) =k× (x1x2 · · ·xn)
wp(m

g −1).

设 (A,µA)和 (B,µB)是代数,其乘法分别记为 µA 和 µB . 设 τ : B⊗A −→ A⊗B 是 k-线性同态,

对 ∀ a ∈ A, b ∈ B, 满足 τ(b⊗ 1A) = 1A ⊗ b 和 τ(1B ⊗ a) = a⊗ 1B . 令 µτ := (µA ⊗ µB)(IdA ⊗ τ ⊗ IdB).

如果 (A⊗ B,µτ ) 构成一个结合代数, 记 A⊗τ B := (A⊗ B,µτ ), 则称 A⊗τ B 为 A 与 B 的扭张量积

(twisted tensor product). 2016 年, Gaddis 等 [21] 开始研究扭张量积代数的判别式, 给出了一些 Ore 扩

张代数和斜群代数的判别式.

定理 2.7 [21] 设 A 是代数, G 是群, M 是 G 的子幺半群, eM 是 M 的单位元, Z(M) 是 M 的中

心. 设 ρ : G −→ Aut(A) 是群同态, 满足 Im(ρ |M ) ∩ Inn(A) = {IdA}, 且 H := kerρ ∩M ⊆ Z(M). 令

T = A⊗τ kM , R 是 T 的中心子代数, 满足如下条件:

(1) A 是 A ∩R 上的自由模, 且 rank(A/A ∩R) = n < ∞;

(2) R = (A ∩R)⊗ kH;

(3) 存在 kM 在 kH 上的一组基 {m1 = eM ,m2, . . . ,ml}, 其中 mi ∈ M, i = 1, . . . , l,

则有

d(T/R) =R× (d(A/A ∩R))l(d(kM/kH))n.

定理 2.8 [21] 设 A是代数, S := A[t;σ]是 A的 Ore扩张代数, 其中 σ ∈ Aut(A), σ 的阶为 m, 且

对 1 6 i < m, σi 不是内自同构. 若 R 是 S 的中心子代数, 记 B = R ∩Aσ. 如果 A 是 B 上秩为 n 的

有限生成自由模, 且 R = B[tm], 则 S 是 R 上的有限生成自由模, 并且

d(S/R) =R× (d(A/B))m(tm−1)mn.

定理 2.9 [21] 令 A 是一个代数, Z(A) 是 A 的中心, G 是有限群, eG 是 G 的单位元, G 在 A 上

的作用为自同构作用, 并且 G 中非可逆元对应的自同构不是内自同构. 令 S = A#G, 其中

A ↪→ S : a → a⊗ eG.

如果 A在其中心子代数 R ⊆ Z(A)G := {a | g ·a = a, g ∈ G, a ∈ Z(A)}上是有限生成自由模,则 S 是 R

上的有限生成自由模, 且

d(S/R) =R× d(A/R)|G|.
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Hopf 代数作为群代数的推广, 其结构比群结构更为复杂和深刻, 并且群的很多理论可以相应地推

广到 Hopf 代数上. 设 n > 2, λ 是 n- 阶本原单位根. n- 阶 Taft 代数 H := Hn(λ) 是由 g 和 x 生成的

Hopf 代数, 其代数结构为

gn = 1, xn = 0, xg = λgx,

余代数结构为

△(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, △(x) = g ⊗ x+ x⊗ 1, ε(x) = 0,

对极为

S(g) = gn−1, S(x) = −gn−1x.

若 A 是一个左 H- 模代数, 且没有非零的 Hopf 理想可以零化 A, 则称 A 是内忠实的 (inner faithful)

H- 模代数, 或 H 在 A 上的作用是内忠实的. 记

AH = {a | h · a = ε(h)a, a ∈ A, h ∈ H}.

设 q ∈ k×, Gaddis 等 [22] 指出, H 在量子平面 kq[x, y] = k⟨x, y | yx − qxy⟩ 和 q- 量子 Weyl 代数

Aq = k⟨x, y | yx− qxy− 1⟩ 上的某一类作用是内忠实的当且仅当 |q| | |λ|, 其中 |q| 和 |λ| 分别为 q 和 λ

的阶. 文献 [22] 也证明了, 如果 n = |λ| = |q| > 2, 则 A#H 的中心是 Z(A#H) = AH = k[xn, yn]. 另

外, 文献 [22] 还给出了 Taft 代数与量子平面或 q- 量子 Weyl 代数的 Smash 积的判别式.

定理 2.10 [22] 若 A 是量子平面 kq[x, y] 或 q- 量子 Weyl 代数 Aq, H 是 n- 阶 Taft代数. 如果 A

是一个给定的内忠实 H- 模代数 (参见文献 [22, 命题 2.1 和注 2.3]), 则 A#H 在 AH 上的判别式为

d(A#H/AH) =k× x2n4(n−1).

本节的最后来回顾 Yakimov 和他的学生在判别式方面的工作.

设 chark = 0, (A, {−,−}) 是 k 上的 Poisson 代数. 令 a ∈ A, 如果对任意的 x ∈ A, 存在 A 的

Poisson导子 ∂,使得 {a, x} = a∂(x),则称 a是 A的 Poisson正规元 (Poisson normal element). 既是素

元又是 Poisson 正规元的元素, 称为 Poisson 素元. 文献 [23,24] 指出, a 是 Poisson 正规元当且仅当主

理想 (a) 是 Poisson 理想, p 是 Poisson 素元当且仅当主理想 (p) 既是非零素理想又是 Poisson 理想.

令 A 是 k[q±1]- 代数, 对于 ε ∈ k×, 定义 Aε := A/(q − ε)A. 令 σ : A −→ Aε 为典范投射, Aε 的中

心 Z(Aε) 也是一个 Poisson 代数, 其 Poisson 结构为

{σ(x1), σ(x2)} := σ

(
x1x2 − x2x1

q − ε

)
, xi ∈ σ−1(Z(Aε)).

令 Cε 是中心为 Z(Aε) 的 Poisson 子代数, 并且使得 Aε 是 Cε 上秩有限的自由模. 设 {xj | 1 6 i

6 n} 为 Aε 在 Cε 上的一组基, Aε 在 Cε 上的判别式为定义 2.1(3) 中的形式:

d(Aε/Cε) := det(tr(xixj)n×n).

定理 2.11 [23] 设 A 是 k[q±1]- 代数, Aε 是 Cε 上秩有限的自由模, 则有

(1) d(Aε/Cε) 是 (Cε, {−,−}) 的 Poisson 正规元.

(2) 若 Cε 是 Aε 的唯一因式分解整环 (unique factorization domain, UFD) 或 Noether Poisson 唯

一因式分解整环, 则有判别式

d(Aε/Cε) = 0
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或

d(Aε/Cε) =C×
ε

m∏
i=1

pi,

其中 p1, . . . , pm ∈ Cε 是 Poisson 素元.

定理 2.11 是一个非常深刻的定理, 其判别式的形式不仅与交换代数判别式的形式非常相似, 而且

有效地把 Poisson 素元和判别式结合起来. 定理 2.11 有很多应用, 下面举例说明. 令 chark = 0, n > 1

为整数, 量子矩阵代数 Aq[Mn] 为由 xij 生成的 k[q±1]- 代数, 且满足: 对于 i, j ∈ [1, n] := {1, 2, . . . , n}
有如下关系:

xijxkj = qxkjxij , i < k,

xijxir = qxirxij , j < r,

xijxkr = xkrxij , i < k, j > r,

xijxkr − xkrxij = (q − q−1)xirxkj , i < k, j < r.

设 l 是大于 2 的奇数, ε ∈ k 为 l- 阶本原单位根, 定义

Aε[Mn] := Aq[Mn]/(q − ε)Aq[Mn], σ : Aq[Mn] → Aε[Mn],

则元素 zij := σ(xij)
l 是 Aε[Mn] 的中心元, 即 zij ∈ Z(Aε[Mn]). 令 Cε[Mn] 是由元素 zij 生成的中心

Z(Aε[Mn]) 的子代数, 且有 Cε[Mn] ∼= k[zij , 1 6 i, j 6 n], 则 Aε[Mn] 是 Cε[Mn] 上的自由模. 记 ∆I,J

是矩阵 (zij)n×n 的余子式 [23], 其中行 I ⊆ [1, n], 列 J ⊆ [1, n].

定理 2.12 [23] 设 chark = 0, n 为正整数, l 是大于 2 的奇数, ε ∈ k 为 l- 阶本原单位根, 则代数

Aε[Mn] 在 Cε[Mn] 上的判别式为

d(Aε[Mn]/Cε[Mn]) =k×

n∏
k=1

∆L
[n−k+1,n];[1,k]

n−1∏
j=1

∆L
[1,j];[n−j+1,n],

其中 L := ln
2−1(l − 1).

3 判别式与自同构群

代数的自同构群是一个非常重要的不变量. 除了几类特殊的代数外,一般很难计算代数 A的自同

构群 Aut(A). 在引言中, 我们提到了关于自同构群方面的一些最新工作. 令人惊奇的是, 代数 A 在其

中心 R 上的判别式是控制自同构群的一个有效不变量: 如果一个代数在其中心上的判别式是主控的

(dominating), 见定义 3.4, 则我们可以得到这个代数自同构群的完全刻画, 见定理 3.6. 下面将来介绍

此方面的一些研究结果.

如果 k-代数 A = k⊕A1 ⊕A2 ⊕ · · · ,其中 Ai 为有限维线性空间,并且对任意的 i, j ∈ N, Ai 和 Aj

满足 AiAj ⊂ Ai+j , 则称 A 为局部有限连通分次代数.

定义 3.1 设 A =
∪

i>0 FiA是一个滤子代数,其相伴分次代数是连通的. 如果自同构 g ∈ Aut(A)

满足 g(F1A) ⊂ F1A, 则称 g 为仿射 (affine) 自同构.
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定义 3.2 设 {x1, . . . , xn} 是 k- 代数 A 的生成元集, g ∈ Aut(A), 若存在指标 s, 使得

g(xi) =

xi, i ̸= s,

xs + f, i = s,
(3.1)

其中 f 是由 x1, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xn 生成的, 则称 g 为初等 (elementary) 自同构.

如果自同构 g 是由仿射自同构和初等自同构生成的, 则称 g 为可控 (tame) 自同构. 关于以上自

同构的具体内容可参见文献 [18].

定义 3.3 设 A 是代数, h 是 A[t] 的自同构. 如果存在自同构 g ∈ Aut(A), c ∈ k× 及 A 的中心

元 r, 使得

h(t) = ct+ r, h(x) = g(x) ∈ A, ∀x ∈ A,

则称 h 为三角自同构.

令 Y 是代数 A 的一个有限维子空间, F = {FnA := (k + Y )n | n > 0} 为 A 的穷举 (exhaustive)

滤子, 即
∪

n FnA = A. 如果相应的分次环 grA 是连通的, 且任意 f ∈ FnA \ Fn−1A 对应的分次元

为 gr(f) = f + Fn−1A ∈ (grFA)n := FnA/Fn−1A, 则元素 f 的次数定义为分次元 gr(f) 的次数, 即

deg(f) := deg(grf). 下面给出主控元的定义:

定义 3.4 [18] 设 A 由有限维子空间 Y =
⊕n

i=1 kxi 生成, 1A /∈ Y , 且 A 相应的分次环

grA :=
⊕
i>1

(k1A ⊕ Y )i/(k1A ⊕ Y )i−1

是一个整环.元素 0 ̸= f ∈ A如果满足以下条件:任意使得其分次代数 grT =
⊕

i>0 FiT/Fi−1T 是连通

分次整环的 N- 滤子代数 T , 对任意 k- 模 T/F0T 中线性无关的子集 {y1, . . . , yn} ⊂ T , 存在 f 在自由

代数 k⟨x1, . . . , xn⟩ 中的一个原像 f(x1, . . . , xn), 使得

f(y1, . . . , yn) = 0,

或者满足

(1) deg(f(y1, . . . , yn)) > deg(f);

(2) 如果存在 i0 使得 deg(yi0) > 1, 则有 deg(f(y1, . . . , yn)) > deg(f),

则称元素 f 为 A 的主控元 (dominating).

为叙述方便, 定义 Af 范畴为结合 k- 代数范畴的一个全子范畴, 并由满足如下条件的代数生成

(参见文献 [18]):

(1) A 在其中心 R 上是有限生成自由模;

(2) A 是滤子代数, grA 是连通分次整环;

(3) A 的判别式 d(A/R) 是主控元.

例如,生成元个数为偶数的 (−1)-量子 Weyl代数和文献 [26]中出现的广义量子 Weyl代数都属于 Af

范畴中的代数.

定理 3.5 [18] 设 A 是 Af 范畴中的代数, 则有

(1) A 的自同构是仿射自同构.

(2) A 的多项式扩张 A[t] 的自同构是三角自同构.
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进一步, 设域 k 的特征为 0, 则

(3) A 的局部幂零导子是零导子.

(4) Aut(A) 是代数群, 且具有如下的正合分解:

1 −→ (k×)r −→ Aut(A) −→ S −→ 1, (3.2)

其中 r > 0, S 是有限群.

下面给出几个 Af 范畴中代数的例子. 令 p, q, λ, µ ∈ k×, R = k[z]q[s, t] 是由 z、s 和 t 生成, 满足

关系

zs = sz, zt = tz, st = qts

的 k- 代数. Tang [26] 介绍了代数 Ap(λ, µ,kq[s, t]), 其生成元为 x、y、s 和 t, 生成关系为

xy − pyx = 1, st = qts, sx = λxs,

sy = λ−1ys, tx = µxt, ty = µ−1yt.

Tang 证明了 Ap(λ, µ,kq[s, t]) 是 R = k[z]q[s, t] 上的广义量子 Weyl 代数, 且当 p 和 q 是单位根时,

Ap(1, 1,kq[s, t]) 属于 Af 范畴, 于是有如下的结论:

定理 3.6 [26] 假设 p ̸= 1, q ̸= 1, 则

(1) Ap(1, 1,kq[s, t]) 的代数自同构是仿射自同构, 并且有

(i) 若 p ̸= −1, q ̸= −1, 则 Aut(Ap(1, 1,kq[s, t])) = (k×)3;
(ii) 若 p = −1, q ̸= −1 或 p ̸= −1, q = −1, 则 Aut(Ap(1, 1,kq[s, t])) = Z2 n (k×)3;
(iii) 若 p = −1, q = −1, 则 Aut(Ap(1, 1,kq[s, t])) = Z2 n (Z2 n (k×)3).
(2) 扩张代数 Ap(1, 1,kq[s, t])[w] 的自同构是三角自同构. 进一步地, 若 ϕ 是 Ap(1, 1,kq[s, t])[w] 的

自同构, 则

ϕ(x) = ϕ0(x), ϕ(y) = ϕ0(y), ϕ(s) = ϕ0(s), ϕ(t) = ϕ0(t), ϕ(w) = aw + b,

其中 ϕ0 是 Ap(1, 1,kq[s, t]) 的自同构, a ∈ k×, b 是 Ap(1, 1,kq[s, t]) 的某个中心元.

(3) 如果 chark = 0, 则 Ap(1, 1,kq[s, t]) 的局部幂零导子为零导子.

另一个 Af 范畴中代数的例子是 (−1)- 量子 Weyl 代数 Wn 的一个推广. 令

A = {aij | 1 6 i < j 6 n}

是 k 中的数集, 定义广义 (−1)- 量子 Weyl 代数 Vn(A) 为由 x1, x2, . . . , xn 生成、满足关系 xixj + xjxi

= aij 的代数, 其中 i < j. 特别地,

(1) 如果 aij = 0, 则 Vn(A) 是斜多项式代数 Vn := k−1[x1, . . . , xn];

(2) 如果 aij = 1, 则 Vn(A) 是 (−1)- 量子 Weyl 代数 Wn.

当 n 是偶数时, Vn(A) 是其中心上有限生成自由代数, 且属于 Af 范畴, 此时 Vn(A) 的自同构是仿射

自同构; 当 n 是奇数时, Vn(A) 在其中心上不是有限生成自由代数. 在此基础上, 我们亦得到了关于广

义 (−1)- 量子 Weyl 代数的自同构群的一个结论 [18, 27].

定理 3.7 [18, 27] 设 Vn(A) 是广义 (−1)- 量子 Weyl 代数, 则

(1) 当 n 是偶数时, Vn(A) 是其中心 R = k[x2
1, . . . , x

2
n] 上有限生成秩为 2n 的自由模, 且 Vn(A) 的

自同构都是仿射自同构.
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(2) 设 n 是大于等于 3 的奇数, 且 chark - (n− 1)!, 则自同构群 Aut(Vn(A)) 包含由两个生成子生

成的自由群, 即 Aut(Vn(A)) 是包含可数个生成元的自由群.

设 G是一个群,如果存在正规可解子群 N 使得 G/N 是有限群,则称群 G是几乎可解的 (virtually

solvable). 1972 年, Tits 给出了著名的 Tits Alternative (TA) 理论:

TA 理论 [34] 一般线性群 GLn(n,C) 的子群要么是几乎可解的, 要么是包含一个秩为 2 的自由

群的群.

设 Ω是一簇群,如果 Ω中每个群要么是几乎可解群,要么是包含一个秩为 2的自由群的群,则称 Ω

满足 TA 理论.

由定理 3.7 可以得到 Vn(A) 的自同构群满足 TA 理论. 下面的定理给出了广义 (−1)- 量子 Weyl

代数同构的准则.

定理 3.8 [27] 设 chark ̸= 2, n 是偶数. 令 A = {aij | 1 6 i < j 6 n} 和 A′ = {a′ij | 1 6 i < j 6 n}
是 k中的数集,则 Vn(A) ∼= Vn(A′)当且仅当存在置换 σ ∈ Sn 与非零数 λi, i = 1, . . . , n,使得对任意的

1 6 i < j 6 n, 有 a′ij = λiλjaσ(i)σ(j).

从定理 3.8 可以得到, 当 n > 4 是偶数时, 存在无限多个非同构的广义 (−1)- 量子 Weyl 代数

Vn(A). 下面给出更多的关于量子代数自同构群的结论.

定理 3.9 [18] 令 q ∈ k×, Aq = k⟨x, y⟩/(yx− qxy − 1) 是 q- 量子 Weyl 代数. 定义

B := Aq1 ⊗ · · · ⊗Aqm ,

这里对 i = 1, . . . ,m, 有 qi ∈ k× \ {1},
(1) 代数 B 的自同构是仿射自同构, Aut(B) 是代数群且满足如下的正合列:

1 → (k×)m → Aut(B) → S → 1.

(2) 扩张代数 B[t] 的自同构是三角自同构.

(3) 如果 chark = 0, 则 B 的局部幂零导子是零导子.

(4) 特别地, 对任意的 i ̸= j, 若 qi ̸= ±1 且 qi ̸= q±1
j , 则 Aut(B) = (k×)m; 若 qi = q ̸= ±1, 则

Aut(B) = Sm n (k×)m.

设 {pij ∈ k× | 1 6 i < j 6 n}, 若 i < j, 令 pji = p−1
ij , pii = pjj = 1. 下面的定理刻画了斜多项式

环 kpij [x1, . . . , xn] 的判别式和自同构.

定理 3.10 [19] 令 A = kpij [x1, . . . , xn] 是 PI (polynomial identity) 斜多项式环, R 是 A 的中心,

则下列结论等价:

(1) 判别式 ds(A/R) 是主控元, 其中 s = rank(A/R).

(2) A 的自同构是仿射自同构, 并且 A[t] 的自同构是三角自同构.

(3) A 的中心 R ⊂ k⟨xα1
1 , . . . , xαn

n ⟩, 其中 α1, . . . , αn > 2.

如果 chark = 0, 上述条件也等价于

(4) A 的局部幂零导子为零导子.

即使对于不在 Af 范畴中的代数, 判别式对于这些代数的自同构的研究也有帮助.

定理 3.11 [19] 令 A = kpij [x1, . . . , xn] 是斜多项式代数 (不必是 PI 的), 且对任意的 i, xi 不是 A

的中心元. 令 s0 是 1 到 n 之间的某个整数, 假设对于 s ̸= s0,

Ts =

{
(d1, . . . , d̂s, . . . , dn) ∈ Nn−1

∣∣∣∣ n∏
j=1
j ̸=s

p
dj

ij = pis,∀ i ̸= s

}
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是有限集, 则 A 的自同构是可控自同构.

Chan 等给出了斜多项式代数的 Veronese 子环的自同构群.

定理 3.12 [25] 设 chark ̸= 2, v 是正整数,且 n和 v 具有不同的奇偶性. 令 A = k−1[x1, . . . , xn]
(v)

为斜多项式代数 k−1[x1, . . . , xn] 的 Veronese 子环, 则有 Aut(A) ∼= Sn n (k×)n.
定理 3.13 [25] 令 v 和 m 是正整数, 且 m > 2, q 是 m- 阶单位根, A = kq[x1, . . . , xn]

(v). 若 n 为

偶数且 m - v 或 n 为奇数且 gcd(m, v) = 1, 则有

(1) 如果 qv 是 1 或 −1, 则 Aut(A) ∼= Z/(n)n (k×)n;
(2) 如果 qv ̸= ±1, 则 Aut(A) ∼= (k×)n.
推论 3.14 (1) C2 满足 TA 理论;

(2) 若 n 是奇数, 则 Cn 满足 TA 理论.

另外, Gaddies 等 [21] 给出了如下的 Ore 扩张代数的自同构:

定理 3.15 [21] 设 S = k[x, y][t, σ] 是 k[x, y] 的 Ore 扩张代数, 其中 σ ∈ Aut(k[x, y]), 且

σ(x) = y, σ(y) = x.

设 Z(S) 表示 S 的中心, 则

(1) d(S/Z(S)) = 16(x− y)4t4;

(2) 设 a, b, c ∈ k×, d ∈ k, 则 Aut(S) 由下面两种形式的映射组成:
x

y

t

 →


a b 0

b a 0

0 0 c



x

y

t

+


d

d

0

 ,


x

y

t

 →


a a −b

a a b

−c c 0



x

y

t

+


d

d

0

 .

本节最后重述一下自同构方面仍公开的著名问题之一:

问题 3.16 [35–37] 当 n > 3 时, 如何计算和刻画 k[x1, . . . , xn] 的自同构群?

4 判别式在消去问题中的应用

交换代数中的著名的 Zariski消去问题是指交换多项式环 k[x1, . . . , xn]的消去性,见定义 4.1. 目前,

Abhyankar等 [38]已经证明了 k[x]是可消去的; Fujita [39]及Miyanishi和 Sugie [40]证明了域 k的特征为
0时, k[x1, x2]是可消去的; Russell [41] 证明了域 k的特征大于 0时, k[x1, x2]是可消去的. Gupta [42, 43]

证明了, 如果域 k 的特征大于 0 时, n > 3 的多项式代数 k[x1, . . . , xn] 是不可消去的. 而域 k 的特征
为 0 时, n > 3 的多项式代数 k[x1, . . . , xn] 的消去性仍然是一个公开问题. 交换代数的 Zariski 消去

问题与自同构问题、特征问题、线性化问题和 Jacobi 猜想都有关系. 最近的研究表明, 非交换代数的

Zariski 消去问题也与代数自同构问题有关, Bell 和 Zhang 利用非交换代数的判别式给出了可消去代

数的刻画. 本节将介绍近几年非交换代数消去问题的一些进展.

定义 4.1 设 A是一个代数,如果对任意的代数 B,由 A[t] ∼= B[t]可得到 A ∼= B,则称代数 A为

可消去代数 (cancellative algebra).

一个代数如果是有限生成的, 则称其为仿射代数 (affine algebra). 下文中, Gelfand-Kirillov (GK)

维数的定义可参见文献 [44].

首先, 下面三类非交换代数是可消去的.
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定理 4.2 [28] 设 k 是特征为 0 的代数闭域, A 是 GK 维数为 2 的仿射 k- 代数. 如果 A 不是交

换的, 则 A 是可消去的.

定理 4.3 [29] 设 Q 是有限箭图, 则路代数 kQ 是可消去的.

另外, Abhyaankar 等 [38] 证明了 GK 维数为 1 的仿射交换整环是可消去的, 下面的定理给出了

GK 维数为 1 的仿射素代数的消去性.

定理 4.4 [29] 设 k 是代数闭域, 则 GK 维数为 1 的仿射素代数是可消去的.

接下来将介绍判别式与消去问题之间的关系.

定义 4.5 [28] 设 n 是整数, 代数 A 由 Y =
⊕n

i=1 kxi 生成, 元素 f ∈ A, 如果对任意使得 grT :=⊕
FiT/Fi−1T 是一个整环的 N- 滤化代数 T , 对满足如下条件的任意子集 {y1, . . . , yn} ⊂ T :

(1) {y1, . . . , yn} 在商空间 T/k1T 中是线性无关的;

(2) 至少存在一个 yi 不在 F0T 中,

若存在 f 在自由代数 k⟨x1, . . . , xn⟩ 中的原像 f(x1, . . . , xn), 使得 f(y1, . . . , yn) = 0, 或者 f(y1, . . . , yn)

不属于 F0T , 则称元素 f 为有效元 (effective element).

事实上, 具体验证一个元素是有效元并不是一个平凡的过程. 目前主控元与有效元之间的关系尚

不清楚, 文献 [28, 例 5.6] 证明了一个元素是有效元, 但不能证明它是主控元.

定理 4.6 [28] 设 A 是整环, 且 A 在其仿射中心 R 上是有限生成模. 如果其判别式 d(A/R) 是有

效的或主控的, 则 A 是可消去的.

因为 Af 中代数的判别式 d(A/R) 是主控的, 由定理 4.6 知, Af 中的代数都是可消去的.

为了处理正特征时的消去问题,我们要用到高导子或 Hasse-Schmit导子的概念[45]. 设 A是代数, A

的高导子 (higher derivation) 是指 A 的一系列 k- 线性自同态 ∂ := {∂i}∞i=0, 对任意 a, b ∈ A, n > 0, ∂

满足

∂0 = IdA, ∂n(ab) =
n∑

i=0

∂i(a)∂n−i(b).

一个高导子 ∂ 如果满足下列条件:

(1) 对 ∀ a ∈ A, 存在 n > 0, 使得 i > n 时, ∂i(a) = 0;

(2) 映射 G∂,t : A[t] −→ A[t] 是 A[t] 的代数自同构, 其中

a 7→
∞∑
i=0

∂i(a)t
i, t 7→ t,

则称 ∂ 是局部幂零高导子 (locally nilpotent higher derivation), 局部幂零高导子集合记为 LNDH(A).

定义 4.7 [28] 设 A 是代数, A 的 Makar-Limanov (ML) 不变量 [46] 定义为

ML(A) =
∩

δ∈LNDH(A)

ker(δ).

如果 ML(A) = A 或 A 的局部幂零高导子为 0, 则称 A 为 LNDH - 刚性的 (rigid).

事实上, 经典的 Makar-Limanov 不变量定义中使用的导子是一般的局部幂零导子, 具体细节参见

文献 [28].

定理 4.8 [28] 设 A 是斜多项式环 kpij [x1, . . . , xn], 其中 pij (i, j = 1, . . . , n) 是单位根, R 是 A 的

中心, 则下列条件等价:
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(1) 自同构群 Aut(A) 是仿射的;

(2) 判别式 ds(A/R) 是主控的, 其中 s = rank(A/R);

(3) 判别式 ds(A/R) 是有效的;

(4) A 是 LNDH - 刚性的.

特别地, 若 A 满足上述等价条件中的任一个, 则 A 是可消去的.

定理 4.9 [25] 令 v 是正整数, q ∈ k× 是 m- 阶本原单位根, 假设 n 是偶数且 m - v, 或 n 是奇数

且 gcd(m, v) ̸= 1, 则代数 kq[x1, . . . , xn]
(v) 是 LNDH - 刚性的和可消去的.

下面进一步给出判别式在消去问题方面中的一些结果.

设 chark = 0, F 是代数 A 的子集, 令

Sw(F ) = {x ∈ A | f = axb, a, b ∈ A, 0 ̸= f ∈ F},

令 D0(F ) = F , 定义

D1(F ) = k⟨Sw(F )⟩ ⊂ A;

对 n > 2, 定义

Dn(F ) = D1(Dn−1(F )),

则 A 的 F - 因子子代数定义为

D(F ) =
∪
n>1

Dn(F ).

如果 F = {d(A/Z)}, 则称 D(F ) 为 A 的判别式 - 因子子代数, 记 A 的判别式 - 因子子代数为 D(A).
定理 4.10 [20] 设 chark = 0, A 是 GK 维数有限的连通分次整环, 并且 A 是其中心上有限生成

自由模. 如果 D(A) = A, 则 A 是可消去的.

定义 4.11 [29] 设 A 是代数, 如果 A 的每一个 k- 代数满同态 η : A −→ A 都是同构, 则称 A 是

Hopf 代数. 对任意的 n > 0, 如果 A[t1, . . . , tn] 是 Hopf 的, 则称 A 是强 Hopf 代数.

文献 [29] 指出, 左 (或右) Noether 代数、有限生成局部有限的 N- 分次代数和 PI 的素仿射代数

都是强 Hopf 的.

定理 4.12 [29] 如果 A 是强 Hopf 的, 且 A 的中心是 Artin 的, 则 A 是可消去的.

由定理 4.12 可以得到如下的推论:

推论 4.13 如果 A 是左 (或右) Artin 的, 则 A 是可消去的. 特别地, 域 k 上的有限维代数是可
消去的.

本节最后再次阐述一下关于消去的一个公开问题:

问题 4.14 (Zariski 消去问题 [35, 47,48]) 设 chark = 0, n > 3 是整数, 多项式代数 k[x1, . . . , xn] 是

可消去的吗?

5 判别式与 Azumaya 点

最近的研究结果表明,判别式与 Azumaya点之间也有联系,从而可以把判别式应用到表示论的研

究中. 本节简单回顾 Brown-Yakimov 关于判别式和 Auzumaya 轨迹方面的工作.
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设 k是代数闭域, A是素 k-代数,并且 A在其仿射中心 R上是有限生成模,令 n = PIdeg(A) < ∞.

A 的 Azumaya 轨迹定义为

A(A) := {m ∈ MaxSpec(R) | A/mA ∼= Mn×n(R/m)}.

令 I 是 R 的理想, V(I) 表示 I 在 MaxSpec(R) 中的零点集. 下面是 Brown 和 Yakimov [30] 的主要结

果的一个简化形式:

定理 5.1 [30] 设 k 是特征为 0 的代数闭域, A 是 k 上的仿射素代数, 且 A 是其中心 R 上的有限

生成模. 若 R 是正规整环, PIdeg(A) = n, 则

(1) A的 n2-判别式理想的零点集与 A的改良的 n2-判别式理想的零点集以及 A的 Azumaya点

的补集相同, 即

V(Dn2(A/R, tr)) = V(MDn2(A/R, tr)) = MaxSpec(R) \ A(A);

(2) 对所有整数 l > n2, 都有

Dl(A/R, tr) = MDl(A/R, tr) = 0.

6 总结

判别式作为代数研究中的一个重要不变量, 具有悠久的研究历史和广泛的应用范围 [1–4], 而且, 判

别式与 Morse 理论、椭圆曲线、超几何函数 (hyper geometric function) 等都有着紧密的联系 [49]. 判

别式在非交换代数中的出现始于除环上的应用 [32], 目前,非交换代数的判别式已成为研究代数自同构

群的一个重要工具. 另外, 其在代数同构问题、消去问题、Tits 原理和 Azuyama 轨迹等问题的研究方

面也扮演着重要的角色, 为这些问题的研究带来了新的思想和新的研究方法. 判别式虽然起源于数论

和代数学的研究, 但其不仅仅局限于这些领域的研究范畴, 判别式还在微分流形、代数拓扑和代数几

何等的研究中有着重要的地位 [50]. 尽管如此,目前非交换代数判别式理论还有待于进一步的发展和完

善, 例如, 很多代数的判别式公式目前还无法得到, 一些代数自同构群还无法具体刻画出来, 判别式的

主控性和有效性的更多利用还有待研究, 期待判别式理论可以得到进一步的发展, 并应用到更多的研

究领域中.
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