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圆管的弯曲刚度和强度分析 * 
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摘要    根据材料力学的基本理论, 分析了圆棒和圆管的弯曲刚度, 选择圆管较

佳的内外径之比为 0.7, 在两者质量相同的条件下, 得出圆管的截面刚度是圆棒

的 3 倍. 在两者外径相同条件下, 得出圆管的质量只有圆棒质量的 1/2, 其截面刚

度却是圆棒的 3/4 倍. 根据弹塑性的基本原理, 分析比较了空心圆管与内部充液

密封圆管的屈服应力 sσ , 由于液体的不可压缩性和材料的应变硬化效应, 增大

了充液圆管的屈服应力 sσ , 而使其弯曲强度增大. 由于弹复效应, 在动态承载情

况下, 增大了承受冲击载荷的能力. 由于液体压强处处相等, 而且垂直作用于圆

管内表面, 缓解了因扁化造成的局部应力集中, 增大了抵抗屈曲能力.  

关键词    圆管弯曲  充液  刚度  强度 

目前空心构件代替实心构件不但已得到较广泛的应用, 更有良好的发展趋

势. 据美国钢铁研究院汽车应用委员会的调查结果, 在北美制造的典型轿车中, 
空心轻体件的比例已从 15 年前的 10%上升到 16%[1]. 目前通用汽车公司(GM)已
用液力成形技术制造了发动机托架、散热器支架、下梁、棚顶托梁和内支架等空

心轻体件. 空心构件不但具有较高的性能质量比, 尤其是内高压成形的空心件, 
由于应变硬化效应, 在刚度和承载能力方面更体现出特有的优势 [2,3]. 因此, 进一

步提高空心件的刚度和强度, 是节材和科技发展的需求. 据报道, “十五”期间, 我
国在铁路方面投资 3500 亿元, 每年新建铁路 1000 km, 钢轨消耗年达 90 多万吨, 
其中大修换轨约 60 万吨. 如将其用空心件代替, 对于我国可持续发展战略, 具有

重要的现实意义. 因此, 本文根据弹塑性的基本原理, 并假设材料连续均匀, 各
向同性, 而且弹性变形服从Hook定律, 塑性变形服从体积不变定律, 对圆管的弯

曲刚度和强度进行理论分析, 特别是对内部充液两端密封圆管的理论分析判明, 
对某些空心充液构件要比内高压成形对增大刚度和强度更具优越性.  
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1  圆棒和圆管的刚度 

刚性是材料抵抗弹性变形的能力 , 
弹性模量 E 是判定材料刚性的重要力学

指标, E 主要由构成材料原子键的性质、

键力和晶格类型决定; 刚度是指构件抵

抗弹性变形的能力, 可分为截面刚度 jT

和构件刚度 T: 纯拉和纯压的截面刚度

jT 是 E 与工件横截面积的乘积; 弯曲截

面刚度为 EI, I 为截面对中性轴的惯性 
矩; 构件弯曲刚度 T 表示构件抵抗弹性

弯曲变形的能力, 它不仅与截面刚度 EI
有关, 而且与构件跨度有关.  

圆棒受纯弯, 其外缘受拉, 内缘受

压, 在其间既不受压, 也不受拉的为中

性层, 中性层与横截面的交线为横截面的中性轴或线. 以横截面的中性轴为 z 轴, 
以横截面内垂直于中性轴的对称轴为 y轴,  x轴为通过横截面的法线. 由图 1的几

何关系可知 

 d dmn x ρ θ= = , (1) 

 ( )dm n yρ θ′ ′ = − , (2) 

 d
d

m n mn y
xmn
θε

′ ′ −
= = − . (3) 

将(1)和(2)式代入(3)式, 得 

 yε
ρ

= − . (4) 

把(4)式代入 Hook 定律, 得 

 E yσ
ρ

= − . (5) 

1.1  弯矩 M 

圆棒受纯弯, 其两端的弯矩M大小相等方向相反, 由于弯矩只与横截面上的

正应力σ 有关, 所以横截面内仅有正应力. 由内力和外力之间满足平衡可知, 横

截面上的内力 dAσ 的合力 d
s

Aσ∫ 与横截面上作用的轴力 N 相等, 且等于零, 即 

 
 

图 1  圆棒受弯的几何关系 
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 d 0
A

N Aσ= =∫ . (6) 

把(5)式代入(6)式, 得 d 0zA

E Ey A S
ρ ρ

− = − =∫ , dz A
S y A= ∫ 定义为横截面对 z 轴的

静矩, 由上可知 0zS = , 所以中性轴 z 一定通过棒的中心.  

由力矩平衡可知, 微内力 dAσ 对 y 轴的合力偶矩等于作用于横截面上弯矩

yM , 而且为零, 即 d d 0y A A

EM z A yz Aσ
ρ

= = − =∫ ∫ , d
A

yz A∫ 定义为横截面对 y 和

z 轴的惯性矩, 并用 yzI 表示, 可见 0yzI = . 根据几何性质可知, y 和 z 轴必须为主

惯性轴, 选取 y 轴为垂直于中性轴的对称轴, 完全满足 0yzI = .  

由力矩平衡条件, 微内力 dAσ 对 z 轴的合力偶矩等于作用于横截面上弯矩

zM , 而弯矩 zM M= − , 这里规定向上的弯矩为正: 

 dz A
M y Aσ= ∫ . (7) 

把(5)式代入(7)式, 得 2dz zA

E EM y A I
ρ ρ

= − = −∫ , 把 2dz A
I y A= ∫ 定义为横截面对

中性轴 z 的惯性矩, 于是可得纯弯时, 弯矩与曲率半径的关系 

 1

z

M
EIρ

= . (8) 

对于圆棒截面, 如图 2(a)可知, 2 2d 2 dsA r y y= − , 于是可得横截面对 z 轴的

惯性矩 szI : 

 
4

4
s

sz
r

I
π

= . (9) 

对于圆管截面, 如图 2(b)所示, 可见对于外直径为 2 gbr 和内直径为 2 gar 的圆管, 

同理可得横截面对 z 轴的惯性矩 gzI : 

 
( )4 4

4
gb ga

gz

r r
I

π −
= . (10) 

对于长度为 l 的构件而言, 构件在弯矩 M 作用下的弯曲变形, 由构件弯曲转

角θ 表示, 转角θ 越大, 则构件的弯曲变形程度越大. 由图 1的几何关系
dd xθ
ρ

= , 

并借助(8)式, 弯曲转角θ 可表示为
( )0 0

1 d d
/

l l M Mx x
x EI EI l

θ
ρ

= = =∫ ∫ , 这里用 I 表示
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对 z 轴的惯性矩. EI 为弯曲截面刚度用 jT 表示, EI
l
为构件弯曲刚度用T 表示, 

即 jT EI= , EIT
l

= . 于是可得圆棒弯曲截面刚度 sjT 和构件刚度 sT 分别为 

 
4

4
s

sj
r E

T
π

= , (11) 

 
4

4
s

s
r E

T
l

π
= . (12) 

同理可得, 圆管的弯曲截面刚度 gjT 和构件刚度 gT 分别为 

 
( )4 4

4
gb ga

gj

E r r
T

π −
= , (13) 

 
( )4 4

4
gb ga

g

E r r
T

l

π −
= . (14) 

 

图 2  圆棒(a)和圆管(b)的横截面 

1.2  弯曲刚度质量比 

设材料的密度为 d, 则圆棒单位长度的质量为 2
sr dπ , 圆管单位长度的质量为

2 2( )gb gar r dπ − , 将其分别除(11)和(13)式, 可得圆棒单位长度质量的截面刚度 smT

和圆管单位长度质量的截面刚度 gmT : 

 
2

4
s

sm
r E

T
d

= , (15) 

 
2 2( )

4
gb ga

gm
r r E

T
d

+
= . (16) 
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令 gm smT T k= , 将 k 定义为圆管与圆棒的单位长度质量的截面刚度比, 由(15)和

(16)式得 

 
2 2

2
gb ga

s

r r
k

r

+
= . (17) 

设定单位长度的圆棒和圆管的质量相等, 即 

 2 2 2
s gb gar r r= − . (18) 

令 (0 1)ga gbr r n n= < < , 于是得 

 
2

2
1
1

nk
n

+
=

−
. (19) 

-k n的变化关系如图 3 所示. 由(19)式可知, 当 n 趋近 1 时, 在理论上 k 即趋于无

穷大. 由于已设定了单位长度的圆棒和圆管的质量相同, 这就要以增大管径并减

小管壁厚为代价. 但是, 在工程中以显著不增加半径, 并能减小质量增大截面弯

曲刚度为宜.  
由图 3 可见, 选定 n = 0.7 为佳, 并将其代入(19)式可得 3k ≈ , 即在质量相等

的条件下, 使截面刚度增大 3 倍.  

 

图 3  k-n 曲线 

设圆管的质量为 gm , 圆棒的质量 sm , 选定 n = 0.7, 而且设定 gb sr r= , 则

2
s

g
m

m ≈ . 由(11)和(13)式可得, 在外径相同的条件下圆管的截面刚度是圆棒的

3/4, 而质量只有其 1/2.  
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2  圆管的弯曲强度 

2.1  圆管的最大应力 

弯曲强度是在弯曲载荷作用下构件抵抗失稳和破坏的能力. 在工程应用中, 
由于圆管尺寸和材料力学性能等因素的不同, 破坏失效的形式也不相同. 但是圆

管在弯曲载荷作用下最主要的破坏形式为达到屈服应力 sσ 或超过许用应力 [ ]σ .  

把(5)式代入(8)式, 得 

 My
I

σ = . (20) 

以纯弯为例 , 弯曲过程中应力仅为截面上的单向正应力 σ . 由图 4 可知 , 当

max gby r= 时, 横截面的最大正应力为 maxσ . 由(20)式可知 max
gb

M
I r

σ = , 可见圆

管的 gbI r 越大, 圆管承受弯矩能力越大.  

 

图 4  圆形管的正应力分布 

2.2  圆管弯曲的截面扁化 

图 5 为圆管承受弯矩 M 时的受力状况, 在横截面上沿管壁纵截面的切向上

有拉应力合力 N 和压应力合力 Q . 在与中性层相垂直的纵截面内, 拉应力合力

和压应力合力沿垂直于圆管横截面内中性轴方向上的投影, 产生径向合力 P . 此
力使圆管横截面变扁, 这就是Brazier截面扁化效应 [4]. 一般而言, 圆管弯曲变形

的曲率越大, 拉应力和压应力也越大, 圆管的截面扁化也越严重.  
根据 Brazier 效应, 如图 6 所示, 截面由弯曲前的圆变为椭圆. 扁化程度影响

因素很多, 其中与管的尺寸有很大关系, 当圆管被弯曲达到极限弯矩时, 出现局

部屈曲, 并在屈曲处出现大幅度的截面急剧扁化, 弯矩下降, 产生弯曲失稳.  
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图 5  圆管弯曲受力示意图 

 
图 6  圆管弯曲时横截面扁化的示意图 

2.3  圆管增强的弹塑性分析 

外半径为 gbr , 内半径为 gar 的圆管壁厚中线仍为半径为 r 的圆。 由图 6 可见, 

当圆管受弯时, 因扁化效应便由圆变为椭圆. 根据对材料的假设, 可用扁化圆管

内壁短半轴 ga 代替中线椭圆的短半轴 a, 同理用 gb 代替 b, 于是认为
g

ga

aa
r r
= , 

g

ga

bb
r r
= 并不失工程的精度要求. 根据内圆周长 0 2 gal r= π , 内圆面积 2

0 gaA r= π 和

椭圆周长

2 213 ( ) 3
2 4 2 2

g g g g
g g g g

g g

a b a b
l a b a b

a b

⎡ ⎤π ⎢ ⎥= + − − + +
⎢ ⎥+
⎣ ⎦

和椭圆面积 g gA a b= π ⋅

的公式, 并依据圆和椭圆方程, 在扁化过程周长 0l l= 不变的前提下, 计算求得扁

化率
g

a
ga

a
r

ζ = 和
g

b
ga

b
r

ζ = 的关系如图 7(a)所示, 面积缩小率
0

A
A

与扁化率 aζ 的关
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系如图 7(b)所示. 在面积 0A A= 不变的前提下, 计算求得扁化率 bζ 和 aζ 的关系

如图 8(a)所示, 周长增大率 0l l 与 aζ 的关系如图 8(b)所示.  

 
图 7  周长不变情况下的截面扁化 

(a) ζb 与ζa 的关系曲线, (b) A/A0 与ζa 的关系曲线 

 

 
图 8  面积不变情况下的截面扁化 

(a) ζb 与ζa 的关系曲线, (b) l/l0 与ζa 的关系曲线 

 
对管内充入液体, 并将其两端口密封. 圆管受弯扁化时, 由于受材料力学性

能的约束, 管横截面的周长维持圆的周长不变. 由图 7 可知, 对应于扁化率 aζ 和

bζ , 管的横截面积由 0A 缩小至 A . 又因液体的不可压缩性, 多余的液体必然产

生外胀压力, 在液体压力平衡时其压强处处相等, 且垂直于作用面, 管口的面积

与整个管壁的面积相比可略而不计, 故可忽略在内胀压力作用下沿管轴伸长的

体积变化. 因此单位长度管内容积的缩小与多余的液体相等, 即 

 
2

0 ga g gA A r a b− = π − π ⋅ . 

要使弯曲得以进行, 单位长度椭圆管的容积必须增加, 以便容纳多余的液体. 
这就要求管的内横截面积保持不变, 0A A= . 由图 8可知, 对应于扁化率 aζ 和 bζ , 

椭圆的周长必须由 0l 增至 l , l 可用以下方法求得:  
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(ⅰ) 以圆管内周长 0 2π gal r= , 借助图 8(b)测得对应 aζ 的 0l l , 进而求得 l , 

但是要在图中曲线上测量数据, 这必然会引起人为的随机误差.  
(ⅱ) 由图 7(a)可求得周长不变条件下扁化率的模拟多项式: 

 
0

n
i

a i b
i

aζ ζ
=

= ∑ . (21) 

由(21)式所得的 aζ 可求得面积不变条件下周长相对增加的模拟多项式: 

 
0 0

n
i

i a
i

l b
l

ζ
=

= ∑ . (22) 

以上模拟系数列于表 1.  
表 1  模拟系数 

i 1 2 3 4 
ai 2.29896 −2.27044 1.65219 −0.68065 
bi 3.26862 −6.31447 5.84943 −1.80397 

 
圆管受弯, 在伴随扁化的同时, 先发生弹性变形. 由于材料连续均匀, 各向

同性, 服从Hook定律, 于是弹性变形便沿圆管的内周均匀分布, 在垂直于内周液

压作用下扁化后又要向圆化恢复, 如此还能对受弯圆管起到抗冲击作用. 当周长

由 0l 增至 el 时, 到达弹性极限 eε , 此后便随扁化产生塑性应变, 当周长由 el 增至

pl 时到达屈服应变 pε . 文献 [5]从塑性力学的基本理论导出与Ghosh[6]和Jonas[7]相

同形式的载荷失稳塑性应变 pε 表达式
1p

n
m
ε

ε
ε

+
≥ , 式中 nε 为应变硬化指数的基

本力学量. mε 为应变速率敏感性指数的基本力学量, 由实验测得材料的 nε 和 mε

代入该式 , 便可求得 pε , 将 pl 表示 l , 代入 (22)式 , 可得
0 0

ln ln lnp p e

e

l l l
l l l

= + =  

e pε ε+ . 引用既有应变 pε 硬化又有应变速率 pε 硬化的拉伸本构关系: 

 n m
s p pK ε εσ ε ε= ⋅ . (23) 

依据(20)和(23)式, 取 max gby r= , 可得最大危险弯矩 

 max
s

gb

I
M

r
σ

= . (24) 

分析(24)式可知, 由于(ⅰ) 圆管比圆棒的截面惯性矩 I 更大; (ⅱ) 液体不可压缩, 
内压抵抗扁化, 使圆管产生周向拉应变, 增大了管材的屈服应力 sσ ; (ⅲ) 液体内

部压强处处相等, 且垂直作用于圆管的内表面, 缓解了因扁化造成的局部应力集

中, 增加了圆管抵抗屈曲的能力, 因此充液密封圆管具有抗冲击性, 提高最大危
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险弯矩 maxM , 增大构件抗弯能力的综合效果.  

3  结论 

根据弹塑性力学的基本原理, 分析了圆棒和圆管的截面刚度, 以及空心圆管

和充液密封圆管的弯曲强度, 得出如下结论:  
(ⅰ) 选择圆管的内外径之比为 0.7, 在两者质量相同的条件下, 圆管的截面

刚度是圆棒的 3 倍; 在两者外径相同的条件下, 圆管的质量只有圆棒的 1/2, 而截

面刚度却是其 3/4.  
(ⅱ) 由于圆管在弯曲时发生扁化, 缩小了圆管的容积, 充液密封圆管在圆

管内径增大的同时使圆管在周向发生拉应变, 增大了屈服应变, 相应地提高了材

料的屈服应力, 增加了圆管的最大危险弯矩.  
(ⅲ) 由于充液圆管在扁化时, 液体的内压处处相等且垂直作用于圆管的内

表面, 在弹性极限范围内具有抵抗冲击载荷的作用; 在超过弹性极限后具有缓解

因扁化产生的局部应力集中的能力, 相应地增大了圆管的抗弯屈曲能力.  
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