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摘 要

对于二维
、

多组分
、

多相
、

不可压缩混合流体组成的注化学溶液 (如 表面话性刘
、

醇
、

聚合物 ) 强化采油数值模拟的特征差分方法及其收敛性分析
,

其数学模型是一组

非线性偶合偏微分方程组 的初
、

边值问题
.

在考虑相互 干扰有界区域的一般情况下
,

本文提 出一类特征差分格式
,

利用粗细网格配套
、

变分形式
、

先验估计理论和技巧
,

得

到了最佳阶的 尸 误羞估计结果
.

彻 底解次了 D o 。
g ! : s 所提 出的著名问题

.

关键词 强化采油
、

相互干扰
、

有界区域
、

特征差分法
、
户 误差估计

油田经注水 =lj 采后
,

油藏巾仍残留大峨的原油
,

这些油或者被 乙管力束缚住不能流动
,

或

者由于驱替相和被驱替相间的不 利流度比
,

使得注人流波及体积小而尤法驱动原油
.

在注人

液中加人某些化学添加剂
,

则可大大改善注人液的驱洗油能力
.

常用的 化学添加剂为表面活

性剂
、

醇和1聚合物
,

表面活性剂和醇主要用于降低地下各相间的界面张力
,

从而将被束缚的油

启动
.

聚合物被用来优化驱替相的流度以调整与被驱相之间的流度比
,

均匀驱动前缘
,

减弱高

渗层指进
,

提高驱替液的波及效率
,

同时增加压力梯度等
.

对于平面二相渗流驱动问题
,

著名数学家
、

油藏数值模拟创始人 D ou gl a s 教授在 1 9 8 3 年

发表了莫基性论文 〔11 ,

但在数值分析时 出现实质性困准
,

他仅研究了周期性问题
,

并未能得到

鼓佳阶 尸估计
.

关于强化采汕的数值模拟
,

国外已 有数值软件应用于试生产
.

关于数值分析

文献 〔2] 率先研究了注化学溶液驱油的差分方法和理论分析
.

本文在考虑相互干扰有界区域

的一般情况
,

对压力方程采用五点差分格式
,

对饱和度方程采用包含特征修正的五点差分格

式
.

利用粗细网格配套
、

变分形式
、

先验估计理论和技巧
,

得到了最佳阶的 尸误差估计结果
.

彻

底解决了 D o u g l a s

未能解决的 答名间题 1[]
,

本 文所提 出的方法可以推广到三维问题
,

从而在

能源数学这一重要领域得到 了完整的理论分析结果
.

l 数 学 模 型

二维
、

多 旧
、

多组分
、

不可压缩混合流体的质 硷平衡方程是 认 .

19 9 2一 0 8一 2 1收 稿
, 19 9 3 一 0 1一 1 3 收 修改稿

.

. 国米 攀霆计划项 目和国家 “ 八五 ” 攻关项 目资叻课题
.
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,

价 是重力密度
, : 是高度 ; 注

意 岛 一 户十 P ic ( sj )
,

P 是水相压力
,
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.

方程 ( l )能够写成下述形式
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, 。 尽△; 几屯!
。 )

/必
。 。 ,

( 2 0 )

此处 △会从!
。 ) 的计算只要将 ( 1 5) 式中的 C品

` ,

此言
`
分别换为 C 又

,

胡
,

U氛 , .

设 { C祝
“ , ,

i 一 l
,

2
,

…
, , 。

一 l} 是差分解的网 点值
,

C 几( : ) 为网 格值的双二次插值函

数
,

即由 C几
,
。 , 及其相邻 8 个节点值 由乘积型双二次插值函数所决定

.

记

必
*

( x “ ,
) 一 e ` 、 (分二七{

口) , ` ” 干 `
一 △ ;共志! , )

) 一 乙几
.。 , ,

当 △即+l ~ △` ,

即由 C 称( x) 所决定
,

否则由边界条件 ( 8) 给定
.

对于扩散项

E ` ,无( `
,

一

卜
, “ , ( “ ) D , (一 )

念
是 2 X 2矩阵

,

选定

v
·

( E 、 ,* ( C ` , u , ) , C , ) (
x “ , , t . 十 ’

) 七 甲 、 ( E ` , , ( C二
,

U ,又) 7 。 C岔
’

)
。 , ,

( 2 1 )
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此处 7。
(E 7 *C 义才

’

)
“ 口 一 占 *、

(E “ 占
二:

C 尾才
`

)+ 占; :

(E Z ,多
二 :

C又才
’

) +

.

。 ; ;
1

]+ 上 ( 。
二 ,

+ 。 ,
,

) : : 2 1

( 。
:

+ 。、 .

) 。 :丈
,

1{
。 。 ,

这里 。
二 ,

和 。 *

4
一 ’

. `
’

J

上 ( 。
二 ,

+ :
、 ,

) 「五
` ,

( 。
x ,

+ 。 ;
,

)
4

是一个空间变量的向前和向

后差商
。

对 乓
: ,

岛
:

的定义是类似的
.

_ / E 1 1 E 12、

石 一 (
_ _ _ _

}
\ 万

“ 工
石“ /

下述差分格式
,

寻求
才 一 , ” 十 `

时刻的差分解 { C犷
, ,

E ` ,
一 E Z̀ .

对饱和度方程 ( 7 )定义

2 ,

…
, n :

一 1 }
,

满足方程 组

必
a 刀

e 斌么
。 一 乙,

、 ,。 。

乙t 二蕊!
。〕

一 见 , ` ( E ; s* ( C又
,

U八) 7 、 C又才
’

)
a ,

ù
·

见ō

一 一 E
’

b 、 , ( e 又
, 。。 ) [ 亡

* C 戈
、 ·

“ 又一
。 口 + g

`
( c 刃

. ` 尽)
,

女之 1

1毛 a ,

夕攫 1
,

i 一 l
,

·

一 一 、

/ C
_ 、 , 、

一 C
_ _

考令
;

C 牛
、

一 l ~ “ 十 ` ,
口 ~ “ -

\ Z h

2
, ·

b 色
,

n 。

一 l
-

么
、 十 1

一 ` 一 。 一 `

、
.

Z h /

( 2 2 )

此处

初始逼近

C {
,

, 。口 一 C ; ( 二
` , ,

O)
,

o 毛 a ,

夕毛 N
,

i 一 l
,

2
,

, · ·

一
, n 。

一 1
.

( 2 3 )

在差分格式 ( 2 2 )中
,

仅由已知项 乙人
, a 。 由 { ` 人

. 。。
} 的双二次插值函数决定

,

对欲求 解的未知

函数 { C忿么
,
} 仍为五点格式

.

特征差分格式 ( 14 )
,

( 2 2 )的计算程序是
: 若已知 , ,

时刻的差分解 {心
,。 口

}
,

首先由差分格

式 ( 1 4 )求出差分解 {尸又
,。 。

}
,

由正定性推出问题有唯一解 ;再由 ( 15) 式算出近似速度 {火
. “ 、

}
.

最后 由格式 ( 2 2 )求出差分解 { C 艾怂 }
,

由正定性 条件 ( 1 0) 保正解存在且唯一

设 二 一 P 一 P * ,

言
、

c ` . ( i 一 l
,

2 ,
`

”
,

C 、 。 ,

收 敛 性 分 析

此处 P
,

认 ( i 一 l
,

2
,

…
, , 。

一 l) 为问题 的精确解
,

。 。

一 l) 为差分解
.

对压力方程 (约可直接推 出

一艺 二 *

(
a ,二 * , ): 。 一 习 G犷

, a ,
+ 占二, ,

1 蕊 a ,

月钱 N 一 1 ( 2 4 )

,

处凡此

G :
,

一
`一

{
二。 。+ 。` 。`

( C : ) d · ,
d·

2 ,

对于正方形区域 口一 {
、 ~ (

x : ,

丸 ) T
{。 蕊

x :

毛 1
,

}占二
, {廷 M { h ,

+ △ ,
}

.

o 簇 x Z

毛 l} 中的矩形网格 久
。 2 ,

记 币 ,

一 {
x l“

}
a 一 0 , 1 ,

…
,

N }
, 面 2

一 {
x Z。

}口一 o八
,

…
,

N }
, 。犷一 {

x ,。

{a 一 1

N }
,

耐 一 {xz
。
}夕一 1 , 2 ,

…
,

N }
.

在等距网格的情况

一 两 X

, 2
,

…

人̀ 一 二; 一 二`一 :

一 、 一 生
,

* 。

N

h
一 n N 一 —

.

Z

记号 } lj
。 一 <f

,

f ) 全表示离散空间 lz( 口 ) 的模
.

( j
,

: ) 一 艺 h。

艺 h , f (幻 、 (劣 ) 一 名 r
。 , :

。 。 h ,

山 1 0 2 l 《 口 ,

月毛 N 一 l
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’

估计

{f
。 , g

。 ,
+ f、 , g 、 。 + f

“ 。
g

a。
+ f

。 、 g
“ 二釜习ō

矿一2

h 2

十 — { f
。。

g
。。

+ f
。、 g。 、 + f二

。
g二

。
十 f二、 多、 、

} ( 2 5 )

表示离散空间的内积
,

( A 7 `
f

,

甲 ; 声> 对应于 lH (口 ) 一 牙
`

.z( 口 )的离散空间 hl (口 ) 的加权半

模平方

( A甲` f
,

甲* f ) 一 习 h
“

习 h ,
{ A (

x
) [占

* ,

f (
x
) 1

,

}
`

全

+ 艺 , 。 习 h ,
{ A (

x ) [占
* Z

f ( x ) ]
’

}
.

。
才

( 2 6 )

从方程 ( 2叻减去 ( l钓式可得下述误差方程
:

艺 二 *

( 月; ( C ; )二
* 、 ·

)
。 。 一 习 二、

( [ a , ( C
`

) 一 a , ( c ; ) z二
; ,

,

)
。 ,

+ 习 (G : 一 G 、 )
。 。

+ 咒 。 , ` 毛 。 ,

尽 ( N 一 `
.

( 2 7 )

对上式乘以 心 。 求和
,

注意到在边界节点上其值为零
,

应用分部求和公式可得

. p

见 ( A , ( C ; )二。丫 · ,

甲。二 ·

> 一 一艺 ( [
a , ( C

`

) 一
a , ( C ; ) ]二

。 ,
· ,

二` 二
·

>

ó爪L一仁一

十 习 <卿 一 G人
, 、 >十 <护

,
,

·

>
.

( 2 8 )

A ,

(心 ) )
。 ,

> o 和应用离散形式的 oP icn 打 e
不等式

.

叫寻
p

习间注意到此处

,甲
瓜二 几

!吕毛 M
“ 十 “ + (△

;
,

2

}
,

( 2 9 )
·

、
艺问

此处 】勺无川
。
表示 f 的离散半模

.

其次讨论饱和度误差方程
.

由 ( 16 )和 ( 2 2 )式可得

份 c 一 1

习 二 *
( E ` , , ( C ;

,

U介) ? * 夸笼
十 ’

)
。 s

、习间
中“ , 蜕 )

、

一 ( C `

宝
, , ) 一 亡 ,

。 . “
尽 ) _

△`二二{。 )

一

言黔
*

{ (。 s , ( e
” 十 `

) D , (
u r

+ `

) 匹
丝 ( c

· + ,

)

d C几

一 ’ “ , ( c `’ ” 夕( ` 介’
g昌犷

( `

小
` r·

`一

}

+ 习
`

{ b
,
* ( C

` 十 `

) v C飞
十 ` · u . + `

一 b , * ( c 又)令、 C笑、
·

U : }
a ,
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+ {g`
(C

. +`
)一 g ;(C又 )}

a尽十 。二喜
` ,

1 毛 。 ,

尽蕊 N 一 l
,

( 3 0 )

此处 】e 茹
`
}镇 M {护 + △ ; }

.

注意到此时节点值 {鱿
。 。

} 的分片双二次插值
,

可将其分解为

戮豁 一 ( e 、
(牙罗

, “ , ) 一 乙人
.。 口) 一 烤犷态b一 亥

,。 。 ) + ( c `
(牙夕

,
。 , ) 一 e ` ( *犷

, a , ) )

一 ( I 一 1 2

) C夕(
x犷

,。 ,
)

.

( 3 1 )

此处 I 是恒等算子
,

I :

是双二次插值算子
.

若问题的解有一定的光滑性
,

则有

IC夕(芬二
“ , ) 一 C犷(沦犷

.
。 , ) }毛 M (△ `

+ }夸犷
,。 , ! 十 】, 、 二二。 } )△ z只衣!。

) .

( 3 2 )

由 ( 3 0 )一 ( 3 2) 式可推出下述估计式
:

-

n

, 若准二一 舀几
口 小

, 口夕

—

—
一 甲

。 夕
仁二二立 )宝丝脸应

△ t从毖 乙:忿么

一 艺 艺 7 。 ( “ 。 c(

月 ee l

U几, 7 `
; ;一 ,一 毛 M

{客
`;二一 `+ `7 、 兀 : /`十 ` 2

+ △ ,

}
而 一 l

+ 艺 习 讯
= i 令 =

}!
。 s , ( 。一 ) o , ( “ ;一 ) 鉴

乙 ( 。一 )

口` 走

一 中 S , ( C又) D s ( U犷
、
) 旦C“ ( c : )

口C
:

、
1
7 人 C ;一

}
。 ,

几 一 1

+ 习 { b、 * ( C二)令* e 艾、
·

U ; 一 b 、 , ( C
, 十 ’

)二 c 笼
十 ,

. “ ,

于
区 , ,

( 3 3 )
七 = 1

记 口肺
`
一 {礼

, 〔 口 `
; △红器 一 △ ,

}
,

口熟
`
一 口 ; \一翁

` ,

注意到

<必 (夕
十 ,

一 身) /八
t` ,

咨尸
十 `

> 一 <必 ( 粼
十 `
一 拿 )/ △ , ,

钾
十 ,

>口叭
`

十 <砂犷
+ ’

/八片
十 ` ,

犷
+ `

>口二
+ `

) <少 ( 犷
+ `
一 封 ) /△

: ,

劣
十 `

>口又扮

十 <少 ( 钾 一 舀: ) /△
; ,

劣
+ `

>口肪
`
十 <必夕

十 `
/△ ; ,

夕
十 ’

>口膝
`

_ 匕 <必

△ l

一 葛夕) /△
` ,

韶
+ ` ,

; :
+ 1

>一井 <。 ; :
+ ` ,

; : >。 :扮十 ( 。 (劣
`二不

言户
十 `

>口又护 )
1

2△ t
{ }耐男+l }吕一 冲钻川扮 + ( 少 (劣

一 夕 )/ △` ,

则对 ( 3 3 )式乘以 夸蕊么求和
,

罗
+ `

>g 艾九
` ,

并应用分步求和公式和估计式 ( 3 4 )可得

( 3 4 )

l

2△ t

刀 份 一 {

{ }。 ` ; : 一 ,: 一 ,。 ` ; : ,: } +

竺乞 : : 、 ,* ( 。
又

,

U 几) , 、
奢军

+ , ,

7 ;

弃尸
+ ,

)

\少/
+月r七̀( <中 (

了 = 1 女二 1

一 `夕 ,`△ : ,

` ;
· `

) “ ; 。1
+

<
中 一 1

2

) C 厂( X 犷)I/口、

岁

八z少十 `

: ,“ + ,; :
+ 1

,“〕十 , 7 、 ! ·

{: + h 4

十 (△了 )
2

1
口5

+ 。
{

. e一 l

艺 [ 1

+

惑馨( {
’ 戈 (`

’ 十 `

)口
,

(
“ 尹

十 `

) 子梦 ( C
, + `

)
o ` 无

口C



第 8期 汽益 比
:

强化术油数 伙遨拟的特 征 星分方月 和 l
之

估计
. . . . . . . . . ., ~ ~ ~ ` 目 -

一
——

\ 、/z
+甘几厂57刊

“ 了( ` “ ) D ,

( U几)

能:
( c

小
C又“

、洲、z、2、尸、产、洲、洲、洲、 l产、 l少、 ` l护一、少ù
6阳/
。八n7nUI人,乙,j力呀ú今,j,̀ù,J,、,j

J

任乙
.月,

月
斗月份
月

斗
ó

了、Z、、
了、、

`、
矛

`
、尹̀、了又
了了戈Zr

、 Z`、
了
了、

+ 艺
`

( b 、 、 ( C又)令* C 艾
` ·

U又一 b ` , ( C
” 一

卜’

)甲 C笼
一

卜` ·

砂
一

卜’ ,

犷
十 `

>
.

由正定性条件 ( 10) 可以推得上式左端第二项有

. e 一 l 月 c 一 l ” p ” c 一 l

艺 艺 E ( E
, , * (心

,

:û ) 7 。毅
十 ’ ,

叭男
+ ’

> ) D ,

艺 }7
*

鱿
+ ’

:.l

现在估 i 卜( 3 5 )式右端第一项
,

注意到

:
,

_
。 ,

_ _ {
、 , , ` , 江 5 , · ` 了

!

;炜乙
△占

b
,

( C 了
, , 。 ) U又

, : 日

赤
} b灭云浪

,

二i
~

加霖石
’ 气 。 〔 口义几

可得 .污: 一 ; : 一“ ; :
1

、 M . u ; : :

{
1 十 、 }。 ; {-

注意到 }U : {co 毛 M { l 十 { 7 ; 二 ”

{。 }
,

引人归纳法假定

}乙( △ t )
, 。

六当甲

、̀胜、fl之.一△一h

s L̀
P { 7 h 7t `

1。 一 o
,

( h
,

△ ` ) 一 。
,

0
一

万. L

则有 }U又1。 ( M
.

当剖分参数满足下述限定 :

△ t 一 O ( h
,

)

时
,

则由( 3 8 )式可以推得

<中 “ 了一 夸r ) /△
, ,

鱿
+ `

>口筋
`
成 6 }甲 、 韶 16十 M {鱿

+ ,

!乱

再次引人归纳法假定

。

』怨 馨
’犷 co

~ O
,

由( 39 )
,

( 4 0 )不j] ( 4 2 )式
,

对 ( 3 5 )式 最后爪项进行估计有

艺乞
, = l 夸二 1

<!
小 “ , ( C

` 卜`

) D ,

(
苏̀
了“ ,

器:
( c

”

“
卜

, “ , ( “ ) ”
,

( “ r
` ’

口C

刁C笋小
C ,

` ’ ,

叭夸了
卜’

>
毛 · ’叭“ “ “ “̀

+ M

!客
;̀ : ,“ + {甲

* 兀 ·

,舌+ ` 4

十 (△ 才 )
2

}
,

艺 <b
,
* ( C ; )令

* c ; * ·

U又一 b , * ( C
” + ’

) 7 C飞
+ ` · “ ” ,

夸了
干 ’

>

燕 。

艺 一甲
。
乳

,“ 十 “
{勿

, ; , ,“ + , ;犷+l ,“ , 十 ,叭
二·

,̀ 十

杆
(△多

斗
对估计式 ( 3约右

一

端第二项
,

应用 价
。 ; 1 。 核定理

,

由文献 [刘 可得估计

/
, 。

( I 一 I :

) C 犷( 沦罗)
* , 、

八 1
\ 甲

—
,

S
,

l/
△ ` :

’ `
/

!

簇 M笼h
`

十 }夸了
+ `

}吕}
.

对( 3 5 )式关于 l ( i 城
n 。

一 l 相力} ]
,

山 ( 3 6 ) 一 ( 4 5 ) 式 可得
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l

2 △ t
艺 }少杏户 !孟一 习 l中壹劣 见 }叭鱿

+`

_么 夕 }二砖 :

Z认二

!。、 、
{熟

` ; +} ;:十 !

,̀ l 十 h 4
十 (△犷

)
2

}
.

( 4 6)

对上式乘以 2△ ; ,

并对时间
, 从 。 开始累加至 L

,

注意到 鱿 ~ o 可得

乙

习艺 }犷
十 `

}孟+

气一 里

艺 }叭犷
十 ,

}沁
` ( M {客葱

,。
!:△ : 十 、 4

十 (△才 )
2

}
.

( 4 7 )

应用 G r o n w a l l 引理得到

艺 }封+I !孟+ 艺 艺 }叭扩
`

}沁
, 镇 M h{z 十 (△ , )

,

}
.

( 4 8 )
刀 = o f = 了

组合 ( 48 )和 ( 2 9 )式 可得

}二
、 二 “ `

{孟+ 艺 I咨于
+ ,

t孟+ 习 艺 }7 ,咨:
+ `

l孟△
, 《 M { h `

+ (△ , )
,

}
.

( 斗9)
” ` 0 该 = l

下面检验归纳法假定 ( 3 9 )
,

( 4 2 )
.

首先讨论 ( 39 )式
,

对于 。 ~ 0 时
,

因为 戮 ~ o
,

由 ( 26)

式剖分限定 (翎 )以及逆估计可以推出 ( 3 9 )式显然成立
.

若 1 ( n 毛 L 假定成立
,

由 ( 4 9 )式和

可以推出 1甲。
砂

十 `

} co 镇 M h 一 ,

}甲 、
砂

十 `
}
。
毛 M h 一 `

{护 十 △ :
} 毛 M h ,

剖分限定 ( 4 0)

归纳假定 当
, 一 L 十 l 时 ( 3 9 )式成立

.

同样的推理可证归纳法假定 ( 42 )也是正确的
.

定理 若问题 ( 5) 一 ( 9 )的精确解具有适当的光滑性
,

采用差分格式 ( 1 4 )
,

( 2 2 )逐层计算
,

若其剖分参数满足限制性条件 ( 4 。 )
,

则下述误差估计式成立
:

11, 一 p *

{{、
二 (「。

、

: 〕; ; 1 (二 )。 + 又 l}C` 一 C、 ;

}{:
。 。: 。

,

: 、 ;: 2 (。 〕)

n 亡一 ,

+ 见 {! C

考 = 『

一 1
,

2
, ·

一 C 、 *

{}:
, (「。 : : ; * ` (。 〕) 城 M {人

:

十 △ t
}

,

( 5 0)

这里常数 M依赖于 C `
( i 九 c

佳阶 尸误差 估计
,

彻底解决了 D ou gl 。 。

一 1 )
,

P 及其导函数
.

对有界区域的情况
,

得到了最

提出的著名问题
.

f l 」
[ 2 1

f 3 ]

f 4 ]

; ; {
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