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摘要 本文简要回顾偏微分方程最优控制问题的有限元高精度分析和基于高精度分析的高效有限元算

法的若干研究工作, 包括椭圆型方程、抛物型方程最优控制问题的有限元超收敛, 椭圆型方程、Stokes

方程最优控制问题的混合有限元超收敛,以及基于高精度分析的后验误差估计和自适应有限元方法及

有限元外推和校正. 本文对近年来上述研究进展进行综述, 并展望拟开展的研究工作.
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1 引言

偏微分方程最优控制问题 [1] 在工程中具有广泛的应用背景, 例如, 大气污染控制、大型挠性空间

结构的设计与制造、大型柔性结构的波动控制研究和低温超导激光能量爆破的控制研究等都可以归结

为偏微分方程描述的最优控制问题的研究. 最优控制问题在工程中的应用还包括复合材料设计问题、

石油开采过程优化、温度控制、材料加工成型、化学反应、形状设计、流体控制以及在航空航天中的应

用等, 其理论与方法对一些交叉科学如数值天气预报中的资料同化的发展也起到了积极的推动作用.

近年来, 偏微分方程最优控制问题的数值方法吸引了国内外很多学者的研究兴趣, 产生了一大批

新的研究成果. 偏微分方程最优控制问题的数值方法最早可以追溯到 20 世纪 70 年代. 由于当时计算

机尚未普及, 大规模科学计算没有盛行, 人们的研究兴趣还主要集中在常微分方程最优控制上. 20 世

纪 70 年代, Falk [2] 开始最优控制问题有限元方法及其先验误差估计的研究; 21 世纪初, 文献 [3–5] 开

始最优控制问题有限元方法后验误差估计和自适应有限元的研究. 21 世纪初以来, 由于大型计算机的

发展以及大量科学和工程计算需求的推动,国际上关于偏微分方程最优控制问题数值方法的研究日新

月异, 在优化算法、有限维离散、先验和后验误差估计等方面取得了巨大的进步, 有关理论、算法和误

差估计可参见文献 [6–8] 等.
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本文主要考虑以下具有一般形式的最优控制问题 [1]:

min
u∈Uad,y∈V

J(y, u) =
1

2
∥y − yd∥2H +

α

2
∥u∥2U (1.1)

满足状态方程约束

y = S(u), (1.2)

其中 u ∈ Uad 是控制变量, y ∈ V 是状态变量, Uad ⊂ U 是控制约束集合, H 是状态观测空间. 我们用

y = S(u)代表状态方程约束,不同的状态约束方程对应不同的控制 -状态算子 S,在本文中,状态约束

方程为偏微分方程, 它们可以是椭圆型方程、拋物型方程、Stokes 方程、积分方程和积分微分方程等.

利用状态约束方程表示 y = S(u), 可以得到关于最优控制 u 的优化问题

min
u∈Uad

J(u) =
1

2
∥S(u)− yd∥2H +

α

2
∥u∥2U . (1.3)

在上述目标泛函 J(u) 满足强制性条件或者控制约束集 Uad 是有界集的条件下可以证明解的存在性.

在控制约束集 Uad 是凸集且控制 - 状态算子 S 是线性的条件下或目标泛函关于最优控制 u 是严格凸

的假设下, 解的唯一性可以得到证明. 如果 S 关于最优控制 u 可微, 我们可以得到上述优化问题的一

阶最优性条件

J ′(u)(v − u) = α(u, v − u)U + (S′(u)∗(S(u)− yd), v − u)U > 0, ∀ v ∈ Uad, (1.4)

其中 S′(u)v 是控制 - 状态算子 S 关于 u 在 v 方向的 F - 导数, S′(u)∗ 是 S′(u) 的伴随算子. 通过引入

伴随状态方程

p = S′(u)∗(S(u)− yd), (1.5)

我们可以得到目标泛函 J 一阶导数信息的显式表示为

J ′(u)(v − u) = (αu+ p, v − u) > 0, ∀ v ∈ Uad. (1.6)

基于以上的导数信息, 可以设计优化算法进行求解.

对于上述无穷维最优控制问题, 我们可以通过数值方法 (如有限元方法、有限差分法和谱方法等)

离散, 得到有限维的优化问题, 从而利用经典的优化算法进行求解, 如梯度类方法和 Newton 类方法

等 [5]. 在偏微分方程最优控制的数值算法中, 有限元方法无疑是最常用、最有效的算法之一.

偏微分方程有限元方法的高精度分析已有几十年研究历史, 得到了国内外同行的广泛关注, 在国

际上出现了以林群院士为代表的中国流派. 他们利用积分恒等式技巧得到有限元解与精确解插值之间

的超收敛性质, 并发展了插值后处理技术和外推技术等, 从而利用较小的计算代价得到更好的计算精

度,大大提高了计算效率,其研究结果对于绝大部分偏微分方程和常用有限元空间都成立,有关理论及

应用可参见林群院士的专著 [9–13] 等. 近年来, 将林群院士的有限元高精度分析思想和技术应用于偏

微分方程最优控制问题的有限元方法, 出现了一批相关研究工作, 本文将综述这方面的工作.

本文结构安排如下: 第 2 节回顾椭圆型方程最优控制问题有限元方法的超收敛分析; 第 3 节介绍

基于超收敛分析的后验误差估计和自适应有限元方法; 第 4 节简要回顾有限元外推和校正在最优控

制问题中的应用; 第 5 节介绍椭圆型方程最优控制问题的混合有限元超收敛; 第 6 和 7 节分别综述

Stokes 方程和抛物型方程最优控制问题的有限元、混合元高精度分析及应用方面的结果.

本文采用标准的 Sobolev 空间记号, 如 Wm,q(Ω), Hm(Ω), Wm,q
0 (Ω) 和 Hm

0 (Ω), 以及相应的范数

∥ · ∥m,q,Ω 和 ∥ · ∥m,Ω 等. 此外, 我们用 (·, ·) 或 (·, ·)U 表示 L2(Ω) 或 L2(ΩU ) 中的内积, 用 c 或 C 表示

一般的正常数.
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2 椭圆型方程最优控制问题的超收敛

首先考虑以下简单的椭圆型方程分布最优控制问题:

min
u∈Uad

J(y, u) =
1

2
∥y − yd∥2H +

α

2
∥u∥2U (2.1)

满足状态方程约束 −∆y = f +Bu, 在 Ω 内,

y = 0, 在 ∂Ω 上,
(2.2)

其中 U = L2(ΩU ), H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω), B 是控制算子, 通常具有形式 B : L2(ΩU ) → L2(Ω),

ΩU ⊂ Ω 是控制区域. 在本文中, 容许控制空间 Uad 可以是全空间 (无控制约束), 即 Uad = U ; 或具有

逐点控制约束的子集合, 即

Uad := {u ∈ U : βl(x) 6 u(x) 6 βu(x), a.e. x ∈ ΩU}, (2.3)

或积分型控制约束的子集合

Uad :=

{
u ∈ U :

∫
ΩU

u(x) > 0

}
. (2.4)

如果控制约束集具有 (2.3) 的形式, 则我们可以得到最优条件 (1.6) 的等价形式

u(x) = PUad

{
− 1

α
B∗p(x)

}
, (2.5)

其中 PUad
是逐点投影算子. 如果控制约束集具有 (2.4) 的形式, 则我们可以得到

u(x) =
1

α
{max(0, B∗p)−B∗p(x)}, (2.6)

其中 B∗p =
∫
ΩU

B∗pdx/(
∫
ΩU

1dx) 代表 B∗p 在 ΩU 上的积分平均.

最优控制问题 (2.1) 的一阶最优性条件可以写为
−∆y = f +Bu, 在 Ω 内, y = 0, 在 ∂Ω 上,

−∆p = y − yd, 在 Ω 内, p = 0, 在 ∂Ω 上,∫
ΩU

(αu+B∗p)(v − u)dx > 0, ∀ v ∈ Uad.

(2.7)

若 Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) 是凸多边形或多面体区域, 则有 y, p ∈W 2,s(Ω) ∩H1
0 (Ω), s > n 依赖于区域 Ω 最

大内角. 若控制约束集 Uad 具有积分型约束形式 (2.4) 或者 Uad = L2(ΩU ), 则有 u ∈ W 2,s(ΩU ). 若控

制约束集 Uad 具有逐点约束形式 (2.3), 则仅有 u ∈W 1,∞(ΩU ).

对最优控制问题 (2.1), 可以采用常规有限元方法离散. 假设 Th 和 T U
h 分别是区域 Ω 和 ΩU 的正

则剖分, 我们在 Th 和 T U
h 上定义分片多项式空间 Vh ⊂ H1

0 (Ω) 和 Uh ⊂ L2(ΩU ), 则离散控制约束集可

以定义为 Uad,h = Uh ∩ Uad. 应用上述有限元空间, 我们可以定义如下离散最优控制问题:

min
uh∈Uad,h;yh∈Vh

Jh(yh, uh) =
1

2
∥yh − yd∥2H +

α

2
∥uh∥2U (2.8)
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满足状态方程约束

(∇yh,∇vh) = (f +Buh, vh), ∀ vh ∈ Vh. (2.9)

类似于连续情形, 我们可以得到离散问题解的存在性和唯一性以及如下的一阶最优性条件:

(∇yh,∇vh) = (f +Buh, vh), ∀ vh ∈ Vh, (2.10)

(∇qh,∇ph) = (yh − yd, qh), ∀ qh ∈ Vh, (2.11)

(αuh +B∗ph, vh − uh)U > 0, ∀ vh ∈ Uad,h. (2.12)

对于无控制约束椭圆型方程最优控制问题的误差估计, 我们能够得到与 PDE 有限元离散同样的

收敛性结果. 但是, 对于具有逐点控制约束的最优控制问题, 最优控制 u 通常只能属于 W 1,∞(ΩU ), 因

此限制了我们使用有限元空间逼近的多项式次数. 本节主要考虑分片线性 - 分片常数有限元空间, 即

对状态变量和伴随状态变量用分片线性有限元逼近, 对最优控制使用分片常数有限元逼近. 我们定义

如下分片线性连续有限元空间:

Vh := {v ∈ C(Ω) ∩H1
0 (Ω) : v |τ∈ P1(τ),∀ τ ∈ Th}, (2.13)

和分片常数有限元空间:

Uh0 := {v ∈ U : v |τU∈ P0(τU ),∀ τU ∈ T U
h }. (2.14)

椭圆型方程最优控制问题的收敛性分析最早要追溯到 Falk在文献 [2]中的工作,他给出了最优控

制问题有限元收敛性分析的一般框架, 并对控制逐点约束的情形给出了分片线性 -分片常数有限元离

散最优控制问题的先验误差估计, 得到了 O(h) 的收敛性

∥u− uh∥0,ΩU
6 C(h+ hU ),

其中 h 和 hU 分别代表区域 Ω 和 ΩU 的剖分尺度. 进一步可以证明

∥uh − u∥0,ΩU + ∥yh − y∥1,Ω + ∥ph − p∥1,Ω 6 C(hU + h). (2.15)

这是在分片线性 - 分片常数有限元空间条件下能够期待的最好结果, 即达到了最优收敛阶.

研究椭圆方程最优控制问题的超收敛, 即期望取得比上述最优收敛阶更好的逼近效果. Yan 等

人 [14] 首先研究了无控制约束椭圆型方程最优控制问题的超收敛. 考虑 B 为恒等算子的情形, 当 y, p

∈ H3(Ω) 且网格剖分满足超收敛条件 (参见文献 [11]), 则可以证明

∥yh − yI∥1,Ω + ∥ph − pI∥1,Ω 6 Ch2, (2.16)

其中 yI 和 pI ∈ Vh 分别是 y 和 p 的 Lagrange 插值.

为进一步得到整体超收敛结果, 需要引入一些插值后处理算子 (参见文献 [11]). 假设 Ω 是一个

多边形区域, 设 Th = {e} 是 Ω 的一致矩形剖分, 网格大小为 h. 我们假设剖分 Th 是由另一个剖分
T2h = {τ} 的每个矩形单元平均分成四个小矩形得到的, 即 τ =

∪4
i=1 ei. 基于剖分 T2h, 构造分片线性

函数 y 的插值后处理算子 Π2h: Π2hy ∈ Q2(τ),

Π2hy(zi) = y(zi), i = 1, 2, . . . , 9,
(2.17)
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其中 Q2 是双二次多项式空间, zi (i = 1, 2, . . . , 9) 是剖分 Th 在大单元 τ 上的节点, 这里 τ ∈ T2h 由 Th
中的四个小单元 ei (i = 1, 2, 3, 4) 构成. 若 Th 是 Ω 的一致三角形剖分, 我们可以类似地得到插值后处

理算子 Π2h, 详见文献 [11]. 我们可以类似地定义分片常数函数的插值后处理算子. 对于分片常数函

数 r, 我们定义 I2h 为 
I2hr ∈ Q1(τ),∫
ei

(I2hr − r) = 0, i = 1, 2, 3, 4,
(2.18)

其中 Q1 是双线性元函数空间. 同样地, 对于三角形剖分, 我们可以类似地定义.

利用上述插值后处理技术, 文献 [14] 得到了无控制约束椭圆最优控制问题的整体超收敛结果:

∥Π2hyh − y∥1,Ω + ∥Π2hph − p∥1,Ω 6 Ch2, (2.19)

其中 Π2hyh 和 Π2hph 分别是由 (2.17) 定义的有限元解 yh 和 ph 的插值后处理. 注意这里仅考虑无控

制约束的椭圆型方程最优控制问题, 则控制 u 可以由伴随状态 p 表示, 即 u = − 1
αp. 由于无需考虑最

优控制 u 的离散, 因此, 分析更为简单.

对于有控制约束的椭圆型方程最优控制问题, 特别是控制逐点约束的情形, 分析更为复杂和困难.

Meyer 等人 [15, 16] 研究了这类问题的超收敛.

考虑控制约束集具有形式 (2.3) 的椭圆型方程最优控制问题, 区域 ΩU 可以分为非积极集和积极

集如下:

Ω+ = {x ∈ ΩU : βl < u(x) < βu}, Ω0 = {x ∈ ΩU : u(x) = βl 或者 u(x) = βu}.

我们可以把区域 ΩU 按剖分 T U
h 分为三个部分:

Ωh
+ = {τU ∈ T U

h : τU ⊂ Ω+}, Ωh
0 = {τU ∈ T U

h : τU ⊂ Ω0}, Ωh
b = ΩU\(Ωh

+ ∪ Ωh
0 ).

显然, Ωh
+ 和 Ωh

0 类似于连续问题中的非积极集和积极集, 而在一般情形下, Ω+ ∩Ω0 的测度为零. 如果

上述条件成立, 且剖分 T U
h 是正则的, 则有

|Ωh
b | 6 ChU . (2.20)

在有限元超收敛分析中, 我们假定条件 (2.20) 成立.

考虑 (2.3) 中 βl = 0 和 βu = ∞ 的情形, 文献 [16] 证明了如下超收敛结果: 若 u ∈W 1,∞(ΩU ), 则

∥uh − uI∥0,ΩU 6 C(h2 + h
3
2

U ), (2.21)

其中

uI |τU=
1

|τU |

∫
τU

udx.

若进一步有 y, p ∈ H3(Ω), 且网格剖分满足超收敛条件 (参见文献 [11]), 则

∥yh − yI∥1,Ω + ∥ph − pI∥1,Ω 6 C(h2 + h
3
2

U ), (2.22)

其中 yI , pI ∈ Vh 分别是 y 和 p 的 Lagrange 插值. 应用林群院士的插值后处理技术 (参见文献 [11]),

文献 [16] 还证明了如下整体超收敛结果:

∥Π2hyh − y∥1,Ω + ∥Π2hph − p∥1,Ω + ∥I2huh − u∥0,ΩU
6 C(h2 + h

3
2

U ), (2.23)
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其中 Π2hyh, Π2hph 和 I2huh 是由 (2.17)和 (2.18)定义的有限元解 yh, ph 和 uh 的插值后处理算子 (参

见文献 [7]).

当 βl 和 βu 为常数, Ω = ΩU 且控制和状态采用相同的有限元剖分时 (即 Th = T U
h ), 文献 [15] 证

明了

∥uh − πau∥0,Ω 6 Ch2,

其中

πau |τ= u(xτ ), (2.24)

这里 xτ 是单元 τ 的重心. 进一步构造插值后处理解

ûh = PUad

{
− 1

α
ph

}
, (2.25)

则可以得到

∥u− ûh∥0,Ω 6 Ch2. (2.26)

为对更一般的情形进行超收敛分析, Liu 和 Yang 等人 [17] 构造了更为复杂的插值算子:

ûI =


πau, x ∈ τU , τU ⊂ Ωh

+ ∪ Ωh
0 ,

βl 或者 βu, x ∈ τU , τU ⊂ Ωh
b , uh = βl 或者 βu,

− 1

α
πa(B∗p), x ∈ τU , τU ⊂ Ωh

b , βl < uh < βu,

(2.27)

其中 πav 由 (2.24) 定义. 基于该插值算子, 文献 [17] 证明了

∥ûI − uh∥0,ΩU
6 C(h2 + h2U ), (2.28)

且类似于文献 [16] 证明了

∥yh − yI∥1,Ω + ∥ph − pI∥1,Ω 6 C(h2 + h2U ) (2.29)

和

∥Π2hyh − y∥1,Ω + ∥Π2hph − p∥1,Ω + ∥ûh − u∥0,ΩU 6 C(h2 + h2U ), (2.30)

其中 ûh 由 (2.25) 定义, Π2hyh 和 Π2hph 是有限元解 yh 和 ph 的插值后处理算子. 随后, Chang 和

Yang [18] 研究了定常 Bénard 方程类似的超收敛和后处理, 得到了超收敛结果 (2.28)–(2.30). Chen 和

Dai [19] 把超收敛性质推广到了如下半线性椭圆方程:−∆y + ϕ(y) = f +Bu, 在 Ω 内,

y = 0, 在 ∂Ω 上
(2.31)

约束的最优控制问题, 并利用文献 [11] 中的技术构造插值后处理算子, 得到了关于最优控制变量、状

态变量和伴随状态变量的整体超收敛. Yan [20, 21] 研究了积分 -微分方程和积分方程的超收敛分析,得

到了超收敛性质 (2.21)–(2.23).

对于积分型控制约束 (见 (2.4))的椭圆型方程分布最优控制问题, Chen等人 [22] 研究了 Legendre-

Galerkin 谱方法, 得到了谱逼近精度. 对于积分型状态约束的椭圆型方程最优控制问题, Liu 等人 [23]

进行了研究, 得到了最优误差估计和超收敛.
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3 重构型后验误差估计

利用超收敛性质构造重构 (recovery) 型后验误差估计子在自适应有限元方法中具有重要的地位.

最早期的工作是由 Zienkiewicz 和 Zhu [24,25] 发展起来的, 称为梯度重构型后验误差估计. 常用的重构

算子利用函数梯度的加权平均、局部 L2 投影或者局部离散最小二乘方法构造, 得到具有更好收敛性

的梯度逼近, 从而得到可靠的且可计算的后验误差估计子, 用以指导自适应有限元网格加密. 利用超

收敛结果, 重构型后验误差估计可以得到渐近精确的后验误差估计子. Yan 和 Zhou [26] 讨论了分片线

性有限元的重构型后验误差估计子, 证明了该后验误差估计子不仅在一般网格下是可靠的、有效的,

而且在超收敛条件下是渐近精确的. 此外, Naga 和 Zhang [27] 还构造了 PPR (polynomial preserving

recovery) 型基于函数值的重构算子和相应的后验误差估计.

本节主要回顾椭圆型方程最优控制问题有限元计算重构型后验误差估计的进展. 文献 [16, 28, 29]

将文献 [24,26] 等的思想和技术应用于椭圆型方程分布最优控制问题, 构造了重构算子

Rhv =
∑

z∈N(Th)

Rhv(z)ϕz (3.1)

和梯度重构

Ghv =

(
Rh

(
∂v

∂x1

)
, Rh

(
∂v

∂x2

))
, (3.2)

其中 N(Th) 是剖分 Th 的所有节点集合, ϕz 是有限元空间 Vh 在 z 点的基函数. (3.1) 中 Rhv(z) 可以

按照如下方式构造: 假设 z 是一个节点, ωz =
∪

τ∈Th,z∈τ̄ τ 是包含节点 z 的单元片, Vz 是 ωz 上的线性

元空间. 令 Rhv(z) = σz(z), 其中 σz 满足

E(σz) = min
w∈Vz

E(w),

这里

E(w) =
∑
τ⊂ωz

(∫
τ

w −
∫
τ

v

)2

.

利用 (3.1) 和 (3.2), 可以构造重构型后验误差估计子:

η2g = ∥uh −Rhuh∥20,ΩU
+ ∥∇yh −Ghyh∥20,Ω + ∥∇ph −Ghph∥20,Ω. (3.3)

定义误差

E2 = ∥u− uh∥20,ΩU
+ ∥∇(y − yh)∥20,Ω + ∥∇(p− ph)∥20,Ω.

可以证明, 在相当一般的条件下,

cE2 6 η2g 6 CE2 + ϵ2, (3.4)

其中 ϵ 是误差的高阶项; 在超收敛条件下, 可以进一步证明

E2 = η2g + ϵ2. (3.5)
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由 (3.4) 和 (3.5) 可见, 重构型后验误差估计子 (3.3) 在一般网格下是可靠的且有效的, 且在超收敛条

件下还是渐近精确的. 因此, 我们可以应用 ηg 作为后验误差估计指示子, 指导自适应有限元方法的网

格加密.

Chen 等人 [19] 研究了半线性椭圆方程 (2.31) 约束的最优控制问题, 得到了类似的后验误差估计

和自适应有限元算法. Yan [20,21] 研究了积分 - 微分方程和积分方程最优控制问题的重构型后验误差

估计, 也得到了类似结果.

4 最优控制问题的有限元外推和校正

本节主要介绍文献 [30] 中关于椭圆方程无约束最优控制问题的有限元外推和校正算法.

对于无约束最优控制问题, 即 Uad = U = L2(Ω), 当 B = I, α = 1 时, 控制问题 (2.7) 的变分形式

可简化为

(∇y,∇v) + (p, v) = (f, v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (4.1)

(∇p,∇q)− (y, p) = −(yd, q), ∀ q ∈ H1
0 (Ω). (4.2)

我们假设 Ω 是矩形区域, 设 Th1,h2 是 Ω 的矩形剖分, 其中 h1 和 h2 分别是 x1 和 x2 轴的网格边

长度. 定义下面的有限元空间:

Vh1,h2 = {v ∈ C(Ω) : v |e∈ Q1(e),∀ e ∈ Th1,h2}, V 0
h1,h2

= Vh1,h2 ∩H1
0 (Ω),

其中 e 为剖分单元. (4.1) 和 (4.2) 的有限元逼近问题为, 求解 yh1,h2 , ph1,h2 ∈ V 0
h1,h2

使下式成立,

(∇yh1,h2 ,∇vh1,h2) + (ph1,h2 , vh1,h2) = (f, vh1,h2), ∀ vh1,h2 ∈ V 0
h1,h2

, (4.3)

(∇ph1,h2 ,∇qh1,h2)− (yh1,h2 , ph1,h2) = −(zd, qh1,h2), ∀ qh1,h2 ∈ V 0
h1,h2

. (4.4)

我们简要介绍空间区域两个方向同时外推的情形,对于单个方向的分裂外推可以应用类似方法得

到单方向外推结果. 假设 (y, p) 和 (yh1,h2 , ph1,h2) 分别是 (4.1) 与 (4.2) 的准确解和 (4.3) 与 (4.4) 的有

限元解, 并且 y, p ∈ H5(Ω), 在 H1 范数意义下有下面的展开式:

yh1,h2 − Ih1,h2y = h2ξh1,h2 +O(h4), (4.5)

ph1,h2 − Ih1,h2p = h2ηh1,h2 +O(h4), (4.6)

其中 (ξh1,h2 , ηh1,h2) ∈ V 0
h1,h2

× V 0
h1,h2

的定义详见文献 [30], Ih1,h2 为双线性插值算子. 我们假设 Th1,h2

是通过把剖分 Tkh1,kh2 的每个单元剖分为 k2 个小矩形所得到. 设 τ =
∪k2

i=1 ei, ei ∈ Th1,h2 , 定义如下

的插值算子:

Ikkh1,kh2
u |τ∈ Qk(τ), Ikkh1,kh2

u(zi) = u(zi), i = 1, 2, . . . , (k + 1)2,

其中 zi (i = 1, 2, . . . , (k + 1)2) 是 k2 个小单元 ei 的 (k + 1)2 个顶点. 应用 k = 2, 4 时的插值算子

I22h1,2h2
和 I44h1,4h2

, 基于 (4.5) 和 (4.6) 有下面的等式成立,

I44h1,4h2
yh1,h2 − y = h2ξ + rh1,h2 , ∥rh1,h2∥1,Ω 6 O(h4), (4.7)

I44h1,4h2
ph1,h2 − p = h2η + r∗h1,h2

, ∥r∗h1,h2
∥1,Ω 6 O(h4), (4.8)
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其中 (ξ, η) 的定义可参见文献 [30]. 基于上面恒等式, 应用外推算法, 我们可以得到下面的高精度的数

值解: ∥∥∥∥13 (4I42h1,2h2
yh1/2,h2/2 − I44h1,4h2

yh1,h2)− y

∥∥∥∥
1,Ω

= O(h4), (4.9)∥∥∥∥13(4I42h1,2h2
ph1/2,h2/2 − I44h1,4h2

ph1,h2)− p

∥∥∥∥
1,Ω

= O(h4). (4.10)

基于 (4.9) 和 (4.10) 的外推结果可以构造可计算的后验误差估计量为∥∥∥∥13(I42h1,2h2
yh1/2,h2/2 − I44h1,4h2

yh1,h2)− yh1,h2

∥∥∥∥
1,Ω

, (4.11)∥∥∥∥13(I42h1,2h2
ph1/2,h2/2 − I44h1,4h2

ph1,h2)− ph1,h2

∥∥∥∥
1,Ω

. (4.12)

文献 [30] 证明了, 当 “非退化” 条件成立, 即

∥y − yh1,h2∥1,Ω > C1h
4−ϵ1 , (4.13)

∥p− ph1,h2∥1,Ω > C2h
4−ϵ2 , (4.14)

其中 C1, C2, ϵ1 和 ϵ2 为正的常数, 则 (4.11) 和 (4.12) 分别是 ∥y − yh1,h2∥1,Ω 和 ∥p− ph1,h2∥1,Ω 的渐近
精确的后验误差估计, 即

lim
h→0

∥ 1
3 (I

4
2h1,2h2

yh1/2,h2/2 − I44h1,4h2
yh1,h2)− yh1,h2∥1,Ω

∥y − yh1,h2∥1,Ω
= 1,

lim
h→0

∥ 1
3 (I

4
2h1,2h2

ph1/2,h2/2 − I44h1,4h2
ph1,h2)− ph1,h2∥1,Ω

∥p− ph1,h2∥1,Ω
= 1.

下面简要介绍插值亏量校正算法, 通过构造插值校正算子得到高精度后处理数值解. 我们定义如

下两个有限元投影算子 Rh1,h2 × Sh1,h2 :

(∇(Rh1,h2y − y),∇vh1,h2) + (Sh1,h2p− p, vh1,h2) = 0, ∀ vh1,h2 ∈ V 0
h1,h2

,

(∇(Sh1,h2p− p),∇qh1,h2)− (Rh1,h2y − y, qh1,h2) = 0, ∀ qh1,h2 ∈ V 0
h1,h2

.

定义校正算法为

y∗h1,h2
= I44h1,4h2

yh1,h2
+ I22h1,2h2

yh1,h2
− I22h1,2h2

Rh1,h2
I44h1,4h2

yh1,h2
,

p∗h1,h2
= I44h1,4h2

ph1,h2
+ I22h1,2h2

ph1,h2
− I22h1,2h2

Sh1,h2
I44h1,4h2

ph1,h2
.

基于误差展开式 (4.7) 和 (4.8) 可以得到如下校正结果:

∥y∗h1,h2
− y∥1,Ω + ∥p∗h1,h2

− p∥1,Ω 6 Ch4. (4.15)

基于 (4.15)的校正算法高精度结果可以构造可计算的后验误差估计量. 假设 “非退化”条件 (4.13)

和 (4.14) 成立, 则有

lim
h→0

∥y∗h1,h2
− yh1,h2∥1,Ω

∥y − yh1,h2∥1,Ω
= 1, lim

h→0

∥p∗h1,h2
− ph1,h2∥1,Ω

∥p− ph1,h2∥1,Ω
= 1,
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即 ∥y∗h1,h2
− yh1,h2∥1,Ω 和 ∥p∗h1,h2

− ph1,h2∥1,Ω 分别是 ∥y − yh1,h2∥1,Ω 和 ∥p − ph1,h2∥1,Ω 的渐近精确的
后验误差估计.

此外, Chen等人 [31] 讨论了无约束椭圆方程最优控制混合元计算的外推和校正,得到了类似结果,

这里不再详细介绍.

5 椭圆型方程最优控制问题的混合元超收敛

在一些最优控制问题中,目标泛函中可能包含状态梯度的信息.为了更精确地逼近状态梯度,我们

可以引入混合有限元方法来求解最优控制问题. 关于椭圆型方程最优控制问题的混合元, Chen 和 Liu

等做了大量的研究工作 (参见文献 [7, 32]).

我们考虑以下椭圆最优控制问题:

min
u∈Uad⊂L2(ΩU )

{g1(−A∇y) + g2(y) + j(u)} (5.1)

满足约束 −div(A∇y) = f +Bu, 在 Ω 内,

y = 0, 在 ∂Ω 上,
(5.2)

其中 g1, g2 和 j 是凸泛函. 引入辅助向量

r = −A∇y,

则上述最优控制问题可以写为

min
u∈Uad⊂L2(ΩU )

{g1(r) + g2(y) + j(u)} (5.3)

满足约束 
div r = f +Bu, 在 Ω 内,

r = −A∇y, 在 Ω 内,

y = 0, 在 ∂Ω 上.

(5.4)

定义向量值空间

H(div; Ω) = {v ∈ (L2(Ω))2 : div v ∈ L2(Ω)}.

我们可以得到 (5.4) 的弱形式为(A−1r,v)− (y, div v) = 0, ∀v ∈ H(div; Ω),

(div r, w) = (f +Bu,w), ∀w ∈ L2(Ω).
(5.5)

类似于第 2 节, 我们可以证明上述最优控制问题的解的存在性和唯一性, 并可以得到如下的一阶最优

性条件:

(A−1r,v)− (y,div v) = 0, ∀v ∈ H(div; Ω),

(div r, w) = (f +Bu,w), ∀w ∈ L2(Ω),
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(A−1q,v)− (z, div v) = −(g′1(r),v), ∀v ∈ H(div; Ω),

(div q, w) = (g′2(y), w), ∀w ∈ L2(Ω),

(j′(u) +B∗z, v − u)U > 0, ∀ v ∈ Uad.

下文通常假设 j(u) = α
2 ∥u∥

2
U .

下面定义 H(div; Ω) 的逼近空间, 常用的有 Raviart-Thomas 有限元 (RT)、Brezzi-Douglas-Marini

有限元 (BDM) 和 Brezzi-Douglas-Fortin-Marini 有限元 (BDFM) 等 (参见文献 [33]). 令 Vh × Wh

⊂ H(div; Ω)× L2(Ω) 代表上述的混合有限元空间, 则其在二维三角形单元上可定义为

Vh = {vh ∈ H(div; Ω) : vh |τ∈ Vk(τ)}, Wh = {wh ∈ L2(Ω) : vh |τ∈Wk(τ)},

其中对应于 RTk、BDMk和 BDFMk单元, Vk(τ)分别定义为 P 2
k +x ·Pk, P

2
k+1 和 {v ∈ P 2

k+1 : (v ·n) |∂τ
∈ Pk(∂τ)}, Wk(τ) 定义为 Pk, 这里 Pk 是次数不超过 k 次的多项式空间. 令 Uad,h = Uad ∩ Uh0, 其中

Uh0 由 (2.14) 定义.

基于以上定义的有限元空间, 我们可以得到最优控制问题 (5.3) 和 (5.4) 的有限元逼近

min
uh∈Uad,h

{g1(rh) + g2(yh) + j(uh)} (5.6)

满足约束 (A−1rh,vh)− (yh,div vh) = 0, ∀vh ∈ Vh,

(div rh, wh) = (f +Buh, wh), ∀wh ∈Wh.
(5.7)

同样地, 我们可以得到离散一阶最优性条件

(A−1rh,vh)− (yh,div vh) = 0, ∀vh ∈ Vh,

(div rh, wh) = (f +Buh, wh), ∀wh ∈Wh,

(A−1qh,vh)− (zh,div vh) = −(g′1(rh),vh), ∀vh ∈ Vh,

(div qh, wh) = (g′2(yh), wh), ∀wh ∈Wh,

(j′(uh) +B∗zh, vh − uh)U > 0, ∀ vh ∈ Uad,h.

对具有逐点控制约束 (2.3)的最优控制问题, Chen和 Liu [32] 研究了椭圆最优控制问题的 RT0混

合有限元方法, 得到了最优先验误差估计

∥u− uh∥0,Ω 6 Ch,

并得到了有限元解与真解的分片常数 L2- 投影 uI 之间的超收敛性质

∥uI − uh∥0,Ω 6 Ch
3
2 . (5.8)

Chen [34] 利用三角形 Raviart-Thomas 混合有限元逼近状态和伴随状态变量, 利用分片常数有限元逼

近控制变量, 得到了最优控制分片常数插值和离散最优控制的超收敛结果 (5.8), 并利用文献 [15]中的

思想, 用后处理方式 (2.25) 得到了最优控制的 O(h2) 超收敛结果 (2.26).
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Chen [35] 研究了椭圆方程最优控制问题的矩形 RT0 混合有限元逼近; 在 B 是恒等算子、u ∈
W 1,∞(Ω) 和 y, p ∈ H2+s(Ω) (0 < s 6 1) 的假设下, 证明了如下的超收敛性质:

∥yh − Phy∥0,Ω + ∥rh −Πhr∥H(div;Ω)
6 Ch1+min{s, 12},

∥zh − Phz∥0,Ω + ∥qh −Πhq∥H(div;Ω)
6 Ch1+min{s, 12},

其中 Πh 和 Ph 分别是从 H(div; Ω) 和 L2(Ω) 到 Vh 和 Wh 的插值算子. 利用文献 [11] 中的插值后处

理技术, Chen 等得到了椭圆方程混合有限元逼近的整体超收敛结果,

∥y − I2hyh∥0,Ω + ∥r −Π2hrh∥H(div;Ω)
6 Ch1+min{s, 12}, (5.9)

∥z − I2hzh∥0,Ω + ∥q −Π2hqh∥H(div;Ω)
6 Ch1+min{s, 12}, (5.10)

∥u− ûh∥0,Ω 6 Ch1+s, (5.11)

其中 I2hyh 和 Π2hrh 是有限元解 yh 和 rh 的插值后处理算子, 其定义类似于 (2.17) 和 (2.18), 详见文

献 [7]. ûh 定义如下:

ûh = PUad

{
− 1

α
I2hzh

}
. (5.12)

Chen 等人 [36] 利用三角形 RT0 混合有限元逼近状态和伴随状态变量, 利用分片常数有限元逼近控制

变量, 得到了有限元解与真解插值之间的超收敛性质 (5.8), 并利用文献 [11]中的插值后处理技术得到

了整体超收敛结果.文献 [37–40]在此方向进行了进一步研究,得到了一批最优控制问题混合元超收敛

结果, 包括 RT1 元超收敛和低阶正则性问题的超收敛等.

对具有积分型控制约束 (2.4)的最优控制问题,文献 [41–44]研究了线性和半线性椭圆方程混合有

限元逼近的超收敛性质. 文献 [41] 考虑了 RT1 混合有限元逼近状态变量和分片常数有限元逼近最优

控制, 得到了超收敛结果

∥uh − πau∥0,Ω 6 Ch2;

借助文献 [15] 中的后处理技术构造

u∗h =
1

α
{max(0, z̄h)− zh},

证明了如下超收敛结果:

∥u− u∗h∥0,Ω 6 Ch2. (5.13)

文献 [45] 研究了具有积分型约束的双线性椭圆最优控制问题的超收敛, 得到了类似的结果. 此外, 文

献 [31] 讨论了无约束椭圆方程最优控制混合元计算的外推和校正.

6 Stokes 方程最优控制问题的超收敛及自适应有限元方法

本节考虑 Stokes 方程的分布最优控制问题, 以下内容主要是总结了 Liu 和 Yan [46–52] 的研究成

果. 设

Y = (H1
0 (Ω))

2, U = (L2(ΩU ))
2, H = (L2(Ω))2, Q = L2

0(Ω).
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状态空间和控制空间分别为 Y ×Q 和 U . 设 B 是从 U 到 H 的连续线性算子. 设容许控制空间 Uad

具有如下形式:

Uad = {v ∈ U : v > 0, a.e. x ∈ ΩU},

则 Stokes 方程最优控制问题可以描述为, 寻找 (y, r,u) ∈ Y ×Q×U 使得

min
u∈Uad⊂U

J(y,u) =
1

2
∥y − yd∥2H +

α

2
∥u∥2U

满足约束

−△y +∇r = f +Bu, 在 Ω 内, (6.1)

divy = 0, 在 Ω 内, (6.2)

y = 0, 在 ∂Ω 上, (6.3)

其中 y = (y1, y2)代表流体的流动速度, r 是压力, f = (f1, f2) ∈ H, α是正的常数. 为了考虑最优控制

问题的有限元逼近, 我们引入下面的状态方程弱形式. 设

a(y,w) =

∫
Ω

∇y · ∇w, ∀y,w ∈ Y ,

b(v, r) =

∫
Ω

rdivv, ∀ (v, r) ∈ Y ×Q,

(f +Bu,w) =

∫
Ω

(f +Bu) ·w, ∀ (u,w) ∈ U × Y ,

则状态方程 (6.1)–(6.3) 的标准弱形式是, 对于给定的 f +Bu ∈ H, 求 (y(u), r(u)) ∈ Y ×Q 满足

a(y(u),w)− b(w, r(u)) = (f +Bu,w), ∀w ∈ Y ,

b(y(u), ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ Q.

由文献 [53] 可知, 上面 Stokes 方程的变分形式满足 Babuška-Brezzi 条件.

应用上面的弱形式, 我们的最优控制问题可以重新写成下面的形式:

min
u∈Uad⊂U

J(y(u),u) =
1

2
∥y(u)− yd∥

2
H +

α

2
∥u∥2U

满足约束

a(y(u),w)− b(w, r(u)) = (f +Bu,w), ∀w ∈ Y ,

b(y(u), ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ Q.

由文献 [1] 可知, Stokes 方程最优控制问题有唯一解 (y, r,u) ∈ Y ×Q×U 的充要条件是, 存在唯

一伴随状态量 (p, s) ∈ Y ×Q 使得 (y, r,p, s,u) 满足下面一阶最优性条件:

a(y,w)− b(w, r) = (f +Bu,w), ∀w ∈ Y , (6.4)

b(y, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ Q, (6.5)

a(q,p) + b(q, s) = (y − yd, q), ∀ q ∈ Y , (6.6)
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b(p, ψ) = 0, ∀ψ ∈ Q, (6.7)

(αu+B∗p,v − u)U > 0, ∀v ∈ Uad ⊂ U , (6.8)

其中 B∗ 是 B 的对偶算子, (·, ·)U 是控制空间 U 上的内积.

下面考虑 Stokes 方程最优控制问题的有限元逼近. 本节使用线性混合有限元格式计算状态方程

和伴随状态方程. 对于区域的剖分, 我们考虑被广泛应用的矩形剖分和三角形剖分.

设 Yh ⊂ (H1
0 (Ω))

2 和 Qh ⊂ L2
0(Ω) 分别是基于剖分 Th 的关于速度和压力的混合有限元空间. 假

设 Pr 是三角形上不超过 r 次的多项式集合, 其中 r > 0, Qr 是矩形上双 r 次多项式的集合. 如果是三

角形剖分, 设分片多项式空间 Yh 包含 P1, 对于矩形剖分, 设 Yh 包含 Q1. 分片多项式空间 Qh 包含

P0,即为分片常数空间. 为了得到唯一的有限元解,两个有限元空间 Yh 和 Qh 要满足下面的逼近性质:

性质 P1 (速度近似空间 Yh 的逼近性质) 对于任意 y ∈ (Hm+1(Ω))2, 有

inf
vh∈Y h

(∥y − vh∥0,Ω + h∥y − vh∥1,Ω) 6 Chm+1∥y∥m+1,Ω, m = 0, 1.

性质 P2 (压力近似空间 Qh 的性质) 对于任意的 r ∈ Hm(Ω), 有

inf
qh∈Qh

∥r − qh∥0,Ω 6 Chm∥r∥m,Ω, m = 0, 1.

性质 P3 (一致 Babuška-Brezzi 条件)

sup
vh∈Y h

b(vh, qh)

∥vh∥1,Ω
> C∥qh∥0,Ω, ∀ qh ∈ Qh.

常用的满足上面的假设条件的混合有限元空间包括稳定化的 Q1-P0 元、Mini 混合元和线性

Bernardi-Raugel 混合元等, 参见文献 [53, 54].

基于剖分 T U
h 构造 L2(ΩU ) 的有限维子空间 WU

h . 空间 WU
h 内的函数定义为, 对于 ∀χ ∈ WU

h

和 τU ∈ T U
h , χ |τU 是 0 阶多项式, 也就是分片常数空间, 这里不要求函数在整个区域内连续. 设 Uh

= (WU
h )2, 显然有 Uh ⊂ U .

根据上面的定义, 无限维控制问题可以转换成下面的近似有限维控制问题:

min
uh∈Uad,h⊂Uh

J(yh,uh) =
1

2
∥yh − yd∥2H +

α

2
∥uh∥20,Ω

满足约束

a(yh,wh)− b(wh, rh) = (f +Buh,wh), ∀wh ∈ Yh ⊂ Y ,

b(yh, ϕh) = 0, ∀ϕh ∈ Qh ⊂ Q,

其中 Uad,h 是空间 Uh 的一个闭凸子集, 它是 Uad 的逼近, 本文设 Uad,h = Uh ∩Uad.

上述最优控制问题有唯一解 (yh, rh,uh) ∈ Y h ×Qh ×Uh 的充分必要条件是, 存在唯一的伴随状

态量 (ph, sh) ∈ Y h ×Qh 使得 (yh, rh,ph, sh,uh) 满足下面一阶最优性条件:

a(yh,wh)− b(wh, rh) = (f +Buh,wh), ∀wh ∈ Yh ⊂ Y , (6.9)

b(yh, ϕh) = 0, ∀ϕh ∈ Qh ⊂ Q, (6.10)

a(qh,ph) + b(qh, sh) = (yh − yd, qh), ∀ qh ∈ Yh ⊂ Y, (6.11)
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b(ph, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Qh ⊂ Q, (6.12)

(αuh +B∗ph,vh − uh)U > 0, ∀vh ∈ Uad,h ⊂ U . (6.13)

定义误差

e = ∥u− uh∥0,ΩU
+ ∥∇y −∇yh∥0,Ω + ∥r − rh∥0,Ω

+ ∥∇p−∇ph∥0,Ω + ∥s− sh∥0,Ω, (6.14)

其中 (y, r,p, s,u)和 (yh, rh,ph, sh,uh)分别是方程 (6.4)–(6.8)和 (6.9)–(6.13)的解. 假如 y,p ∈ (H2(Ω)

∩H1
0 (Ω))

2, r, s ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω), u ∈ (H1(ΩU ))2, 则有下面的最优误差估计:

e 6 C(h+ hU ).

文献 [47,48,50,51]得到了 Stokes方程分布最优控制问题的控制量 u的超收敛结果.设 u和 uh 分

别是分布控制问题控制量的准确解和数值解. 假设 u ∈ (W 1,∞(ΩU ))2, y ∈ (H2(Ω))2, p ∈ (W 1,∞(Ω))2

∩ (H2(Ω))2, 则有

∥uh − uI∥0,ΩU
6 C(h2 + h

3
2

U ), (6.15)

∥Rhuh − u∥0,ΩU 6 C(h2 + h
3
2

U ), (6.16)

其中 Rh 是由 (3.1) 定义的.

下面考虑 Stokes 方程最优控制问题状态量 y 和 r 及伴随状态量 p 和 s 的有限元超收敛结果. 首

先选取 Yh 和 Qh 为 Q1-P0 混合有限元空间. 假设 Ω 是一个多边形区域, 设 Th = {e} 是 Ω 的一致矩

形剖分, 网格大小为 h. 假设剖分 Th 是由另一个剖分 T2h = {τ} 的每个矩形单元平均分成四个小矩形
得到的, 即 τ =

∪4
i=1 ei. 为得到 r 和 s 的超逼近结果, 我们还要在剖分 T2h 的单元 τ 上定义算子 πh:

πhr |ei=


rI −

1

4
ατ , i = 1, 4,

rI +
1

4
ατ , i = 2, 3,

其中 τ =
∪4

i=1 ei, ατ = rτ1 − rτ2 − rτ3 + rτ4 , r
τ
i = rI |ei (i = 1, 2, 3, 4), rI 为 r 在单元 e 上的积分平均.

设 (6.15) 的条件成立, Th 是一致矩形剖分, (y, r,p, s) 是方程 (6.4)–(6.8) 的解并且 y,p ∈ (H3(Ω))2,

r, s ∈ H2(Ω). (yh, rh,ph, sh) 是方程 (6.9)–(6.13) 的解, 则

∥yh − yI∥1,Ω + ∥rh − πhr∥0,Ω 6 C(h2 + h
3
2

U ), (6.17)

∥ph − pI∥1,Ω + ∥sh − πhs∥0,Ω 6 C(h2 + h
3
2

U ), (6.18)

其中 yI , pI 是 y 和 p 的插值.

为了得到状态量 y和 r及伴随状态量 p和 s的整体超收敛结果,令 Π2h和 I2h是由 (2.17)和 (2.18)

定义的插值后处理算子. 基于超逼近结果 (6.17) 和 (6.18), 我们有以下整体超收敛结果:

∥Π2hyh − y∥1,Ω + ∥I2hrh − r∥0,Ω 6 C(h2 + h
3
2

U ), (6.19)

∥Π2hph − p∥1,Ω + ∥I2hsh − s∥0,Ω 6 C(h2 + h
3
2

U ). (6.20)
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以上超收敛结果建立在特殊矩形剖分的基础上,所以应用范围比较窄.基于Wang [55] 的思想和技

术, 可建立一般三角形剖分和四边形剖分的有限元超收敛分析. 下面讨论基于一般三角形剖分和四边

形剖分的线性协调混合元的超收敛性质, 如 Mini 混合元和线性 Bernardi-Raugel 混合元等.

下面构造粗网格上的状态量 y 和 r 的有限元解及对偶状态量 p 和 s 的有限元解的后处理算子.

相对于以上定义的剖分 Th, 设 THi , i = 1, 2 是区域 Ω 的另两个剖分, 且网格的直径为 Hi, h < Hi

(i = 1, 2). 这里允许 Hi 比 h 充分的大, 这一点在证明超收敛性质时发挥重要的作用. 我们要求剖分

THi
(i = 1, 2)是拟一致的,即剖分是正规的且满足逆条件.基于剖分 TH1

和 TH2
,我们分别构造两个有

限元空间 YH1 和 QH2 , 如果是三角形剖分, 它们分别是二次多项式空间和线性多项式空间; 如果是四

边形剖分, 它们分别是双二次多项式空间和双线性多项式空间. 定义 PH1 和 PH2 是两个从 L2(Ω) 分

别映射到 YH1 和 QH2 的 L2 投影算子, 则我们可以发现 PH1yh, PH1ph, PH2rh 和 PH2sh 分别是 y, p,

r 和 s 的近似解, 且比 yh, ph, rh 和 sh 要好.

我们的后处理算子是把有限元解投影到另一个粗网格上的高次有限元空间上, 选择适当的 Hi

= Hi(h) 可以得到状态量和伴随状态量的超收敛结果. 设

Hi = hαi , i = 1, 2,

其中 α1, α2 ∈ (0, 1). 参数 αi 在得到超收敛解的过程中扮演重要角色.假设 y, p ∈ H3(Ω), r, s ∈ H2(Ω).

令 α1 = α2 = 2
3 , 即

H1 = h2/3, H2 = h2/3,

则有

|y − PH1yh|1,Ω + |p− PH1ph|1,Ω 6 C(h
4
3 + h

3
2

U ), (6.21)

∥r − PH2rh∥0,Ω + ∥s−PH2sh∥0,Ω 6 C(h
4
3 + h

3
2

U ). (6.22)

此外, Rösch 和 Vexler [56] 利用稳定化方法考虑了 Stokes 方程分布控制问题, 采用了稳定化的等

阶有限元方法逼近状态, 对最优控制使用分片常数有限元逼近. 他们采用文献 [15] 中的技术和后处理

思想进行了超收敛分析, 得到了最优控制的 O(h2) 阶的超收敛性.

与椭圆方程最优控制问题类似, 我们也可以基于超收敛分析, 得到重构型后验误差估计. 假设误

差 e 满足 “非退化” 条件

c(h+ hU ) 6 e,

其中 c 是与 h 和 hU 无关的正常数. 定义重构型后验误差指示子

ηg = ∥Rhuh − uh∥0,ΩU
+ ∥Mhyh −∇yh∥0,Ω + ∥Mhph −∇ph∥0,Ω

+ ∥Nhrh − rh∥0,Ω + ∥Nhsh − sh∥0,Ω,

其中Mh表示重构 yh和 ph的算子 ∇Π2h或 ∇PH1 , Nh表示重构 rh和 sh的算子 I2h或 PH2 ,算子 Rh

由 (3.1)定义,则 ηg 是误差 e很好的逼近.基于 (6.16)和 (6.19)–(6.22)的超收敛结果可以证明,当 “非

退化” 条件成立时, 我们有

lim
h,hU→0

ηg
e

= 1.

因此可知, 假如 “非退化” 条件满足且超收敛结果成立, 则重构型后验误差指示子 ηg 是渐近精确的.
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7 抛物型方程最优控制问题的有限元超收敛

本节主要考虑以下抛物方程分布最优控制问题:

min
u∈Uad

J(y, u) =
r1
2
∥y − yd∥2L2(0,T ;L2(Ω)) +

r2
2
∥y(T )− yT ∥2L2(Ω) +

α

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΩU )) (7.1)

满足状态方程约束 
yt −∆y = f +Bu, Ω× (0, T ],

y = 0, ∂Ω× (0, T ],

y(·, 0) = y0, Ω,

(7.2)

其一阶最优性条件可以写为

yt −∆y = f +Bu, Ω× (0, T ],

y = 0, ∂Ω× (0, T ], y(·, 0) = y0, Ω,

−pt −∆p = r1(y − yd), Ω× [0, T ),

p = 0, ∂Ω× [0, T ), p(·, T ) = r2(y(·, T )− yT ), Ω,∫ T

0

∫
ΩU

(αu+B∗p)(v − u)dxdt > 0, ∀ v ∈ Uad.

(7.3)

下文考虑 r2 = 0, 即无终端时间状态观测的情形.

类似于椭圆最优控制问题, 若 Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) 是凸多边形或多面体区域, 则有

y, p ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)).

若控制约束集 Uad 具有逐点约束形式

Uad := {u ∈ U : βl(x, t) 6 u(x, t) 6 βu(x, t), a.e. (x, t) ∈ ΩU × (0, T )}, (7.4)

则有

u ∈ L2(0, T ;W 1,s(ΩU )) ∩H1(0, T ;L2(ΩU )),

其中当 n = 2 时, s < ∞; 当 n = 3 时, s 6 6. 若控制约束集 Uad 具有积分型约束形式 (2.4) 或者

Uad = L2(0, T ;L2(ΩU )), 则有

u ∈ L2(0, T ;H2(ΩU )) ∩H1(0, T ;L2(ΩU )).

本节考虑抛物型方程最优控制问题的有限元方法. 在全离散的情形下, 我们需要对时间区域进行

剖分, 对于时间离散, 我们采用向后 Euler 格式, 或者等价地分片常数不连续 Galerkin 格式. 考虑对时

间区域 I = [0, T ] 的剖分,

I = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ IN ,

其中 Ii = [ti−1, ti], 其长度记为 ki, 时间剖分点记为

0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = T.
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定义分片常数时间步长参数 k 满足 k |Ii= ki (i = 1, 2, . . . , N). 定义全离散有限元空间

Vh,k := {v : Ω̄× I → R, v(·, t) |Ω̄∈ Vh, v(x, ·) |Ii∈ P0, i = 1, . . . , N}.

注意到 v ∈ Vh,k 关于时间变量是分片常数. 类似地, 我们可以定义最优控制的全离散空间 Uh,k.

对抛物型最优控制问题的研究可以追溯到 19世纪 70年代末,文献 [57,58]研究了抛物最优控制问

题的 Ritz-Galerkin 逼近, 得到了关于最优控制、最优状态和目标泛函的先验误差估计. Liu 和 Yan [59]

首次研究了抛物控制问题的后验误差估计.随后, Rösch [60] 研究了对最优控制的分片线性有限元逼近,

在具有逐点控制约束的情形下得到了关于空间离散的 O(h
3
2 ) 的收敛阶. Meidner 和 Vexler [61] 考虑了

具有逐点控制约束的抛物最优控制问题的全离散有限元逼近, 对分片常数、分片线性、变分离散和后

处理四种格式离散最优控制的不同情形得到了最优的收敛阶为

∥u− uh∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 C(h+ k), 分片常数离散, (7.5)

∥u− uh∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 C(h
3
2−

1
s + k), 分片线性离散, (7.6)

∥u− uh∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 C(h2 + k), 变分离散, (7.7)

∥u− ûh∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 C(h2−
1
s + k), 分片常数离散 + 后处理. (7.8)

关于抛物最优控制问题的混合有限元方法,文献 [62]考虑了半离散混合有限元逼近,利用 RT0有

限元逼近状态变量、分片常数逼近最优控制, 得到了 O(h) 的收敛性. 随后, 文献 [63, 64] 研究了线性

和半线性抛物最优控制问题全离散混合有限元逼近, 对控制逐点约束的问题进行了先验误差估计, 得

到了如下收敛阶:

∥u− uh∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 C(h+ k). (7.9)

关于抛物最优控制问题的超收敛,文献 [65]考虑了具有逐点控制约束的抛物最优控制问题的半离

散混合有限元逼近, 得到了真解的插值与有限元解之间的超收敛性,

∥uI − uh∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥yI − yh∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥pI − ph∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 Ch
3
2 , (7.10)

其中 yI , pI ∈ Vh 是 y 和 p 的插值. 文献 [66] 考虑了抛物最优控制问题的半离散有限元逼近, 得到了

真解的插值与有限元解之间 O(h2) 的超收敛性. 关于具有逐点控制约束和积分控制约束的线性和半

线性抛物方程及双曲方程最优控制问题相关的研究可参见文献 [67–70].

文献 [71] 研究了线性抛物最优控制问题全离散有限元逼近的超收敛性,

∥Qhu− uh∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥Phy − yh∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥Php− ph∥L2(0,T ;L2(Ω)) 6 C(h
3
2 + k), (7.11)

其中 Qh 和 Ph 分别是 L2 投影算子和 Riesz 投影算子; 进一步得到了重构型后验误差估计子:

η2g = ∥uh −Rhuh∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥∇yh −Ghyh∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥∇ph −Ghph∥2L2(0,T ;L2(Ω)), (7.12)

其中 Rh 和 Gh 由 (3.1) 和 (3.2) 所定义; 基于超收敛结果 (7.11), 证明了上述后验误差估计子是渐近

精确的. 文献 [72] 把上述结果推广到半线性抛物方程最优控制问题.
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8 结语

本文简要回顾了偏微分方程最优控制问题的有限元高精度分析和基于高精度分析的高效有限元算

法的若干研究工作, 包括椭圆型方程、抛物型方程最优控制问题的有限元超收敛, 椭圆型方程、Stokes

方程最优控制问题的混合有限元超收敛, 基于高精度分析的后验误差估计和自适应有限元方法, 以及

有限元外推和校正. 由以上综述可见, 将林群院士倡导的有限元高精度分析思想和技术应用于偏微分

方程最优控制问题的数值分析和计算,取得了一批有意义的工作.通过高精度分析,可构造一批高效计

算方法, 大大提高计算精度和计算效率, 具有重要的理论价值和实际意义.

目前关于偏微分方程最优控制问题的有限元高精度分析已取得一批有意义的工作,但许多理论结

果都局限于较为简单的模型问题,特别是目前外推和校正的结果仅限于最为简单的无约束椭圆型分布

控制问题.对于更多的实际问题 (如非线性最优控制问题、边界控制问题等)的有限元高精度分析是更

为困难且具有挑战性的研究课题,需要进一步地研究.此外,如何利用已知的高精度分析结果构造高效

计算方法, 并且应用到更多实际最优控制问题的数值计算中也是未来的研究课题之一.

致谢 感谢审稿人所提的宝贵意见.
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High accuracy analysis of finite element methods for optimal

control problems and its application

GONG Wei, LIU HuiPo & YAN NingNing

Abstract In this paper, we briefly review the recent advances of superconvergence analysis and related efficient

finite element algorithms for PDE-constrained optimal control problems. The emphasis is on the superconvergence

of finite element approximations to optimal control problems governed by elliptic and parabolic equations, the

superconvergence of mixed finite element approximations to optimal controls of elliptic and Stokes equations,

the recovery type a posteriori error estimates and the extrapolation and defect correction methods for optimal

controls. We give a survey on the above topics and perspectives for future work are included.
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