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摘要 本文考虑一般框架下压缩数据分离问题,即重构多模态数据中的不同子成分. 基于已有的 ABP

(the analysis basis pursuit)算法和 ADS (the analysis Dantzig selector)算法, 结合 ℓ1 −αℓ2 (0 < α 6 1)

最小化, 本文提出对偶 ℓ1 −αℓ2 分解 ABP 算法及对偶 ℓ1 −αℓ2 分解 ADS 算法. 若多模态数据的两个

不同子成分 f1 和 f2 分别在不同的一般框架 D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 下 (近似) 稀疏, 则当测量矩

阵满足一定的约束等距性条件且框架间满足某个相互相干性条件时,本文提出的两种算法均可保证多

模态数据不同子成分的稳定恢复. 数值实验表明, 本文的算法相对 ℓ1 最小化具有较高的重构成功率.

关键词 压缩数据分离 ℓ1 − αℓ2 最小化 限制等距性条件 对偶框架 ℓ1 分析法
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1 引言

压缩感知是一种新型的信号处理技术. 与传统采样方法不同, 压缩感知以远低于 Nyquist 标准

(参见文献 [7])对信号进行采样和处理, 从少量线性测量中恢复高维稀疏信号.该理论目前已在医学成

像 [15]、图像处理 [25] 和模式识别 [29] 等领域得到了广泛的应用. 压缩感知可归结为求解如下线性方

程组:

y = Af + e, (1.1)

其中, A ∈ Rm×n (m ≪ n) 为测量矩阵, y ∈ Rm 为采样所得观测数据, e ∈ Rm 为测量误差. 目标是基

于已知的 A 和 y, 求出原始稀疏信号 f ∈ Rn.

要求解这个问题, 最直观的想法是在可行解集合中寻找最稀疏的向量, 这是一个 ℓ0 最小化问题.

但是直接求解一个 ℓ0 最小化问题通常是 NP (non-deterministic polynomial)-困难的, 因此在计算上是
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不可行的 [26]. 很自然地, 考虑 ℓ1 最小化方法, 它可以看作是 ℓ0 最小化的一个凸松弛. 这里介绍两种

常见的 ℓ1 最小化方法, 一种是 ℓ2 残差约束下的 ℓ1 最小化方法:

(BP) : min
f̃∈Rn

∥f̃∥1 s.t. ∥Af̃ − y∥2 6 ϵ. (1.2)

模型 (1.2) 也称作 BP (the basis pursuit) 算法 [4]. 另一种方法称为 DS (the Dantzig selector) 算法 [2],

通过约束残差与 A 的列向量之间的相关性来求解稀疏恢复问题:

(DS) : min
f̃∈Rn

∥f̃∥1 s.t. ∥A∗(Af̃ − y)∥∞ 6 λ, (1.3)

这里 ϵ和 λ为度量噪声水平的参数. 若测量矩阵 A满足一定的限制等距性条件 [20] (restricted isometry

property, RIP) 且噪声项较小, 则 BP 算法和 DS 算法都可以稳定恢复稀疏 (或近似稀疏) 信号.

近年来, 许多非凸优化方法也被提出作为 ℓ0 最小化的替代, 如 ℓp (0 < p < 1) 最小化 [28,33,34] 和

ℓ1 − ℓ2 最小化 [23,24,30,31]. 由于 ℓ1 − ℓ2 范数更接近于 ℓ0 拟范数, 因此使用 ℓ1 − ℓ2 最小化可提高稀疏

性 [31]. 文献 [31] 提出了 ℓ1 − ℓ2 最小化:

min
f̃∈Rn

∥f̃∥1 − ∥f̃∥2 s.t. ∥Af̃ − y∥2 6 ϵ. (1.4)

进一步地, 文献 [16] 通过推广 ℓ1 − ℓ2 形式, 考虑脉冲噪声下的 ℓ1 − αℓ2 (α ∈ (0, 1]) 最小化:

min
f̃∈Rn

∥f̃∥1 − α∥f̃∥2 s.t. ∥Af̃ − y∥1 6 ϵ, (1.5)

得到了对信号和图像稳定重建的一个充分条件, 以及重构信号与真实信号之间近似误差的上界估计.

此后, 文献 [12] 提出了 ℓ1 − αℓ2 (α ∈ (0, 1]) 最小化 DS 模型:

min
f̃∈Rn

∥f̃∥1 − α∥f̃∥2 s.t. ∥A∗(Af̃ − y)∥∞ 6 η, (1.6)

建立了基于 RIP 条件的信号恢复保证, 并通过数值实验说明所提出的 DS 模型的性能优于现有方法.

对于在某些标准正交基下稀疏的信号, 上述方法是有效的. 但在实际应用中, 常见的信号往往不

是稀疏的, 甚至也不能在标准正交基上稀疏表示, 而是在某个冗余框架 D ∈ Rn×d (d > n) 上稀疏, 即

f = Dx (x ∈ Rd) 是 (近似) 稀疏的 (参见文献 [3, 18]).

ℓ1 分析法是求解这类问题的有效方法之一. 基于框架 D 的限制等距性条件 (简称 D-RIP 条件)

的恢复结果与经典压缩感知结果类似 [3, 9, 18], 它通过求解 ℓ1 最小化问题直接恢复原始信号 f . 文献

中常见的带噪声的分析算法有 ABP (the analysis basis pursuit) 算法 [3] 和 ADS (the analysis Dantzig

selector) 算法 [18] 两种:

(ABP) : min
f̃∈Rn

∥D∗f̃∥1 s.t. ∥Af̃ − y∥2 6 ϵ, (1.7)

(ADS) : min
f̃∈Rn

∥D∗f̃∥1 s.t. ∥D∗A∗(Af̃ − y)∥∞ 6 λ. (1.8)

当 D 是紧框架时,文献 [3]指出,当测量矩阵 A满足 D-RIP条件 δ2s 6 0.08和 ∥e∥2 6 ϵ时,问题 (1.7)

的解 f̂ 满足

∥f̂ − f∥2 6 C0

∥D∗f − (D∗f)[s]∥1√
s

+ C1ϵ.
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当测量矩阵 A 满足 D-RIP 条件 δ3s 6 1
2 且 ∥D∗A∗e∥∞ 6 λ 时, 文献 [18] 指出问题 (1.8) 的解 f̂ 满足

∥f̂ − f∥2 6 C2

∥D∗f − (D∗f)[s]∥1√
s

+ C3

√
sλ,

其中 (D∗f)[s] 表示保留 D∗f 模最大的 s个分量而令其他分量为 0所得到的向量,即 D∗f 的最佳 s项

稀疏逼近. 上面提到的 D-RIP 条件 [3] 可以看作经典 RIP 条件的自然推广. 给定 m × n 阶测量矩阵

A, 如果存在 δ ∈ (0, 1), 使得 (1− δ)∥Dv∥22 6 ∥ADv∥22 6 (1 + δ)∥Dv∥22 对于所有 s- 稀疏向量 v ∈ Rd 成

立, 则称测量矩阵 A 满足关于 D ∈ Rn×d 的 s 阶 RIP 条件 (简称为 D-RIP 条件). 其中 δ 的最小值称

为测量矩阵 A 关于 D 的 s 阶 RIP 常数, 记作 δs.

然而, ℓ1 分析法也存在一定的缺陷.对于一般的框架 D,信号 f 关于框架 D 稀疏并不意味着 D∗f

一定稀疏 [5]. 给定信号 f , 用 D 的列向量来表示 f 有无数种方式, 根据框架展开的理论, f 在 D 中展

开的系数对应于 D 的对偶框架 [21]. 对于任意的框架 D, 它有许多对偶框架, 其中总存在某一对偶框

架 D̃ 使得 D̃∗f 比 D∗f 更稀疏. 文献 [21] 提出了基于一般框架的对偶 ABP 算法:

min
f̃∈Rn

∥D̃∗f̃∥1 s.t. ∥Af̃ − y∥2 6 ϵ. (1.9)

文献 [21] 给出, 当测量矩阵 A 满足 D-RIP 条件时, 此算法有与 ℓ1 分析法类似的恢复结果:

∥f̂ − f∥2 6 C̃0

∥D̃∗f − (D̃∗f)[s]∥1√
s

+ C̃1ϵ.

文献 [5] 提出了基于一般框架的对偶 ADS 算法:

min
f̃∈Rn

∥D̃∗f̃∥1 s.t. ∥D̃∗A∗(Af̃ − y)∥∞ 6 λ. (1.10)

同样, 当测量矩阵 A 满足 D-RIP 条件时, 此算法也有上述类似的恢复结果:

∥f̂ − f∥2 6 C̃2

∥D̃∗f − (D̃∗f)[s]∥1√
s

+ C̃3λ.

关于框架下的 ℓ1 − αℓ2 极小化, 文献 [17] 提出了无约束的 ℓ1 − αℓ2 分析模型:

min
f̃∈Rn

λ(∥D̃∗f̃∥1 − α∥D̃∗f̃∥2) +
1

2
∥Af̃ − y∥22, (1.11)

并基于 D-RIP 条件给出了恢复结果, 为所提出的非凸分析模型建立了有效的算法. 最后通过大量的

数值实验说明了, 所提出的模型和算法对信号和压缩感知磁共振成像重建的性能优于现有方法.

在处理实际问题中, 人们经常会遇到一些复杂的数据, 如雷达数据 [32] 和神经生物学图像数据 [13]

等. 通常将它们称为多模态数据, 即由不同的子成分组成的数据. 对于这些数据, 可以尝试将其分离成

合适的单个成分, 以便于进一步分析 [8, 11]. 在文献 [10,35] 中, 典型的例子有卡通图像的纹理分离和盲

源分离等, 这类问题称为压缩数据分离. 考虑信号 f = f1 + f2, 其中 f1 和 f2 在两个不同的一般框架

D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 下是 (近似)稀疏的. 希望通过观测向量 y 和测量矩阵 A重构未知成分 f1

和 f2.

关于压缩信号分离问题, Candès 等 [3] 引入了 ℓ1 分解分析算法, 子成分 f1 和 f2 在不同的紧框架

D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 下 (近似) 稀疏, 通过建立如下 ℓ1 最小化问题来恢复 f1 和 f2:

min
f̃1,f̃2∈Rn

∥D∗
1 f̃1∥1 + ∥D∗

2 f̃2∥1 s.t. ∥A(f̃1 + f̃2)− y∥2 6 ϵ. (1.12)
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文献 [19] 利用 l1 分解分析法得到问题 (1.12) 的最优解 (f̂1, f̂2), 及重构误差上界:

∥f̂1 − f1∥2 + ∥f̂2 − f2∥2 6 C0

∥D∗
1f1 − (D∗

1f1)[s1]∥1 + ∥D∗
2f2 − (D∗

2f2)[s2]∥1√
s1 + s2

+ C1ϵ, (1.13)

其中, s1 和 s2 是对应于紧框架 D1 和 D2 的稀疏度, 且 Φ = [D1|D2], s = s1 + s2. 这里假设测量矩阵

A 满足 Φ-RIP 条件 δcs 6 c1, 紧框架 D1 和 D2 间满足相互相干性条件 µs 6 c2.

受文献 [16,17] 的启发, 基于对偶 ABP 算法和 ADS 算法, 本文提出对偶 ℓ1 −αℓ2 分解 ABP 算法

(简称为 (ℓ1 − αℓ2)-SABP 算法) 及对偶 ℓ1 − αℓ2 分解 ADS 算法 (简称为 (ℓ1 − αℓ2)-SADS 算法) 用来

求解压缩数据分离问题. 给定一般框架 D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 , D̃1 ∈ Rn×d1 和 D̃2 ∈ Rn×d2 分别

为它们对应的对偶框架, 子成分 f1 和 f2 分别在框架 D1 和 D2 下 (近似) 稀疏. 令 Φ̃ = [D̃1|D̃2], 两种

模型如下所示:

((ℓ1 − αℓ2)-SABP) : (f̂BP
1 , f̂BP

2 ) = argmin
f̃1,f̃2∈Rn

(∥D̃∗
1 f̃1∥1 + ∥D̃∗

2 f̃2∥1)− α(

√
∥D̃∗

1 f̃1∥22 + ∥D̃∗
2 f̃2∥22)

s.t. ∥A(f̃1 + f̃2)− y∥2 6 ϵ, (1.14)

((ℓ1 − αℓ2)-SADS) : (f̂DS
1 , f̂DS

2 ) = argmin
f̃1,f̃2∈Rn

(∥D̃∗
1 f̃1∥1 + ∥D̃∗

2 f̃2∥1)− α(

√
∥D̃∗

1 f̃1∥22 + ∥D̃∗
2 f̃2∥22)

s.t. ∥Φ̃∗A∗(A(f̃1 + f̃2)− y)∥∞ 6 λ, (1.15)

其中 ϵ 和 λ 均为噪声项度量参数.

本文考虑一般框架下的压缩数据分离问题, 提出 (ℓ1 − αℓ2)-SABP 算法和 (ℓ1 − αℓ2)-SADS 算法

并对算法进行性能分析. 结果表明, 在适当的条件下, 模型 (1.14) 和 (1.15) 可得到与 (1.13) 类似的恢

复误差界. 本文证明了算法成功恢复的充分条件不仅与测量矩阵 A 的 Φ-RIP 条件及框架的相互相干

性条件有关, 还与框架上下界之比有关.

本文余下内容的结构如下: 第 2节介绍一些符号和要用到的定义及引理等. 第 3节建立基于一般

框架下的压缩数据分离模型, 给出 (ℓ1 − αℓ2)-SABP 算法和 (ℓ1 − αℓ2)-SADS 算法的稳定恢复结果及

证明过程. 第 4 节设计简单的求解算法并进行数值实验. 最后, 第 5 节总结全文.

2 预备知识

首先对本文中所要使用的符号进行简要说明: 给定向量 x ∈ Rn, ∥x∥0 表示 x 中非零元素的个数,

∥x∥2 =
√∑n

i=1 x
2
i 表示 x 的 ℓ2 范数, ∥x∥∞ = max |xi|, x[s] 表示将向量 x 的分量的绝对值从大到小的

顺序排列后取前 s 个元素而令其他元素为 0 所得到的向量, 称 x[s] 为 x 的最佳 s 项稀疏逼近. 对于

d ∈ N, [d] 等价于 {1, 2, . . . , d}, 给定矩阵 D ∈ Rn×d 和索引集 T ⊂ [d], T c 表示 T 关于 [d] 的补集, DT

(或 [D]T ) 表示由索引 T 生成的 D 的子矩阵. 对于矩阵 D1, D1T 表示 (D1)T . D∗ 表示 D 的共轭转

置, D∗
T 表示 (DT )

∗. I 表示单位矩阵. C > 0 (或 c、c1) 表示在每次出现时可能不同的常数.

定义 2.1 令 D1 = (d1i)16i6d1 , D2 = (d2j)16j6d2 , D1 和 D2 间的相互相干性定义为 [19]

µ = max
i,j

|⟨d1i, d2j⟩|.

定义 2.2 若存在常数 0 < A 6 B < +∞, 使得对于任意的 f ∈ Rn, 有下式成立 [6]:

A∥f∥22 6
d∑

i=1

|⟨f, di⟩|2 6 B∥f∥22,
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则称这簇向量 {di}di=1 ∈ Rn 构成一个框架, 其中 A 和 B 分别称为框架的上界和下界. 当 A = B = 1

时, 称 {di}di=1 为 Rn 空间中的紧框架.

定义 2.3 如果对于任意的 f ∈ Rn, 有下式成立 [6]:

f =
d∑

i=1

⟨f, di⟩d̃i =
d∑

i=1

⟨f, d̃i⟩di,

则称框架 {d̃i}di=1 ∈ Rn 为框架 {di}di=1 ∈ Rn 的对偶框架, 此时也称框架 {di}di=1 为框架 {d̃i}di=1 的对

偶框架.

令 D = {di}di=1 ∈ Rn×d 和 D̃ = {d̃i}di=1 ∈ Rn×d 是矩阵形式的框架和对偶框架. 对于任意的框架

D, 它有无限多个对偶框架, 即 D 的全体对偶框架类由 D̃ 的列向量给出:

D̃ = (DD∗)−1D +W ∗(Id −D∗(DD∗)−1D) = D̄ +W ∗P.

这里有 DD̃∗ = I = D̃D∗. 当 W = 0 时, D̃ 简化为标准对偶框架 D̄ = (DD∗)−1D, D̄ 的框架上界和下

界分别为 1/A 和 1/B [6].

引理 2.1 [1] 设 q 和 r 是满足 q 6 3r 的正整数, 任意非递增的实数序列

a1 > a2 > · · · > ar > b1 > · · · > bq > c1 > · · · > cr > 0

满足 √√√√ q∑
i=1

b2i +

r∑
i=1

c2i 6
∑r

i=1 ai +
∑q

i=1 bi√
q + r

.

引理 2.2 [3] 对于任意的 u, v ∈ R 和 c > 0, 有 2uv 6 cu2 + v2

c .

3 主要结果及证明

本文考虑压缩数据分离问题, 即从观测数据中重建信号的不同稀疏成分. 这里考虑由两个稀疏成

分构成的信号 f = f1 + f2, 其中 f1 ∈ Rn 和 f2 ∈ Rn 分别在一般框架 D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 下

是 (近似) 稀疏的. 压缩数据分离问题即根据线性观测模型

y = A(f1 + f2) + e, (3.1)

利用已知的 m (m ≪ n) 维观测向量 y 和测量矩阵 A 重构子成分 f1 和 f2.

由于 D̃1 ∈ Rn×d1 和 D̃2 ∈ Rn×d2 分别是框架 D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 的对偶框架, 因此对于

任意的 f ∈ Rn, 有 f = D1D̃
∗
1f , f = D2D̃

∗
2f . 设 d = d1 + d2. 令

Φ = [D1|D2], Φ̃ = [D̃1|D̃2], Φ̄ = [D̄1|D̄2],

Ψ =

D1 0

0 D2

 , Ψ̃ =

D̃1 0

0 D̃2

 , Ψ̄ =

D̄1 0

0 D̄2

 ,

f =

f1

f2

 , f̂BP =

f̂BP
1

f̂BP
2

 , f̂DS =

f̂DS
1

f̂DS
2

 .

(3.2)
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则可建立如下 (ℓ1 − αℓ2)-SABP 模型和 (ℓ1 − αℓ2)-SADS 模型:

((ℓ1 − αℓ2)-SABP) : f̂BP = argmin
f̃∈R2n

∥Ψ̃∗f̃∥1 − α∥Ψ̃∗f̃∥2 s.t. ∥AΦΨ̃∗f̃ − y∥2 6 ϵ, (3.3)

((ℓ1 − αℓ2)-SADS) : f̂DS = argmin
f̃∈R2n

∥Ψ̃∗f̃∥1 − α∥Ψ̃∗f̃∥2 s.t. ∥Φ̃∗A∗(AΦΨ̃∗f̃ − y)∥∞ 6 λ. (3.4)

3.1 一般对偶框架下的压缩数据分离

在分析算子是一般对偶框架的情形下, 本小节建立 (ℓ1 − αℓ2)-SABP 模型和 (ℓ1 − αℓ2)-SADS 算

法的理论结果. 在适当的条件下, 本文提出的两种算法均可实现压缩数据子成分的稳定恢复.

定理 3.1 考虑信号分离模型 (3.1). 令 D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 是任意框架且框架界分别为

0 < A1 6 B1 < +∞ 和 0 < A2 6 B2 < +∞. 令 D̃1 和 D̃2 分别是 D1 和 D2 相应的对偶框架且框架

界分别为 0 < Ã1 6 B̃1 < +∞ 和 0 < Ã2 6 B̃2 < +∞. 此外, 令 A = min{A1, A2}, B = max{B1, B2},
Ã = min{Ã1, Ã2}, B̃ = max{B̃1, B̃2}. Φ、Φ̃、Ψ̃ 和 f 如 (3.2) 所示. 对于 0 < α 6 1, 正整数 s、a 和 b

满足 a < b 6 4a 和 ρ = ρ(s, b;α) = (
√
s+ α)/

√
b < 1/

√
BB̃. 若 ∥e∥2 6 ϵ, f̂BP 是模型 (3.3) 的最优解,

假设测量矩阵 A 的 Φ-RIP 常数 δb 和 δs+a 与 D1 和 D2 间的相互相干性 µ 满足

µB̃(s+ a)(1− δs+a) + 2ρ2B̃(B1 +B2)(1 + δb) < 2(1− ρ2BB̃)(1− δs+a), (3.5)

则模型 (3.3) 的解 f̂BP 满足

∥f̂BP − f∥2 6 C0ϵ+ C1

∥Ψ̃∗f − (Ψ̃∗f)[s]∥1√
s

.

在相同的条件下, 若 ∥Φ̃∗A∗e∥∞ 6 λ, f̂DS 是模型 (3.4) 的最优解, 假设测量矩阵 A 的 Φ-RIP 常

数 δb 和 δs+a 与 D1 和 D2 间的相互相干性 µ 满足

µB̃(s+ a)(1− δs+a) + 2ρB̃(B1 +B2)
√
(1 + δs+a)(1 + δb) < 2(1− ρ2BB̃)(1− δs+a), (3.6)

则模型 (3.4) 的解 f̂DS 满足

∥f̂DS − f∥2 6 C2λ+ C3

∥Ψ̃∗f − (Ψ̃∗f)[s]∥1√
s

,

其中 C0、C1、C2 和 C3 为仅依赖于 δb、δs+a、µ、s、a、b 和 α 的正常数.

注 3.1 假设 D1 和 D2 是一般框架, D̃1 和 D̃2 分别是它们相应的标准对偶框架, 即 D̃1 =

(D1D
∗
1)

−1D1, D̃2 = (D2D
∗
2)

−1D2. 则 (3.5) 变为

κµ(s+ a)(1− δs+a) + 2ρ2κ(B1 +B2)(1 + δb) < 2B(1− ρ2κ)(1− δs+a),

(3.6) 变为

κµ(s+ a)(1− δs+a) + 2ρκ(B1 +B2)
√
(1 + δs+a)(1 + δb) < 2B(1− ρ2κ)(1− δs+a),

其中 κ = BB̃ = B/A. 我们发现这个充分条件不仅取决于测量矩阵 A 的 Φ-RIP 条件及框架的相互相

干性条件, 还取决于框架上下界之比.
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注 3.2 假设 D1 和 D2 是紧框架且 D̃1 和 D̃2 分别是它们相应的标准对偶框架, 即 D̃1 = D1,

D̃2 = D2. 因此有 B1 = B2 = B̃1 = B̃2 = 1, (3.5) 变为

µ(s+ a)(1− δs+a) + 4ρ2(1 + δb) < 2(1− ρ2)(1− δs+a),

(3.6) 变为

µ(s+ a)(1− δs+a) + 4ρ
√
(1 + δs+a)(1 + δb) < 2(1− ρ2)(1− δs+a).

定理 3.1 的证明 令 f 是原始信号, 假设 Ψ∗f 的前 s 项为绝对值最大的 s 项, Ψ̃∗h = (x1, x2,

. . . , xd)
T, 不失一般性, 对 Ψ̃∗h 进行重排后假设有 |xs+1| > |xs+2| > · · · > |xd|. 令 T0 = {1, 2, . . . , s},

T1 = {s+ 1, s+ 2, . . . , s+ a}, Ti = {s+ a+ (i− 2)b+ 1, . . . , s+ a+ (i− 1)b} (i = 2, 3, . . .), 最后一个集

合的长度小于等于 b. 进一步将每个 Ti (i > 2) 分成如下两部分:

Ti1 = {s+ a+ (i− 2)b+ 1, . . . , s+ (i− 1)b}, Ti2 = {s+ (i− 1)b+ 1, . . . , s+ (i− 1)b+ a},

即 |Ti1| = b−a, |Ti2| = a. 记 T01 = T0∪T1, T
1 = T ∩ [d1], T

2 = {j−d1 | j ∈ T\T 1}. 由于 D1 和 D2 均

为框架, 可以证明 Ψ 和 Ψ̃ 也是框架, 且分别具有框架界 0 < A 6 B < +∞ 和 0 < Ã 6 B̃ < +∞. 那么

∥h∥22 = ∥ΨΨ̃∗h∥22 = ∥ΨΨ̃∗
T01

h∥22 + ∥ΨΨ̃∗
T c
01
h∥22

= ∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22 + ∥ΨΨ̃∗

T c
01
h∥22

6 ∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22 +B∥Ψ̃∗

T c
01
h∥22. (3.7)

则需分别估计 ∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22 和 ∥Ψ̃∗

T c
01
h∥2.

下面针对两类不同噪声情形进行具体分析.

类型一 噪声情形 ∥e∥2 6 ϵ. 令 h = f̂BP − f , 其中 f̂BP 是模型 (3.3) 的最优解, 则 h = [h1;h2],

其中 h1 = f̂BP
1 − f1, h2 = f̂BP

2 − f2.

首先估计 ∥Ψ̃∗
T c
01
h∥2. 由于 f̂BP 是模型 (3.3) 的最优解, 所以有

∥Ψ̃∗f̂BP ∥1 − α∥Ψ̃∗f̂BP ∥2 6 ∥Ψ̃∗f∥1 − α∥Ψ̃∗f∥2,

即

∥Ψ̃∗f̂BP ∥1 − ∥Ψ̃∗f∥1 6 α∥Ψ̃∗f̂BP ∥2 − α∥Ψ̃∗f∥2 6 α∥Ψ̃∗h∥2.

因此 ∥Ψ̃∗f̂BP ∥1 6 ∥Ψ̃∗f∥1+α∥Ψ̃∗h∥2. 而 ∥Ψ̃∗f̂BP ∥1=∥Ψ̃∗(f + h)∥1 > ∥Ψ̃∗
T0
f∥1 − ∥Ψ̃∗

T0
h∥1 + ∥Ψ̃∗

T c
0
h∥1

−∥Ψ̃∗
T c
0
f∥1, 于是有

∥Ψ̃∗
T c
0
h∥1 6 ∥Ψ̃∗

T0
h∥1+2∥Ψ̃∗

T c
0
f∥1+α∥Ψ̃∗h∥2. (3.8)

由于 0 < b− a 6 3a, 对于向量 [(Ψ̃∗
T1
h)∗, (Ψ̃∗

T21
h)∗, (Ψ̃∗

T22
h)∗]∗ 和 [(Ψ̃∗

T(i−1)2
h)∗, (Ψ̃∗

Ti1
h)∗, (Ψ̃∗

Ti2
h)∗]∗

(i = 3, 4, . . .), 利用引理 2.2 的移位不等式有

∥Ψ̃∗
T2
h∥2 6

∥Ψ̃∗
T1
h∥1 + ∥Ψ̃∗

T21
h∥1√

b
,

∥Ψ̃∗
Ti
h∥2 6

∥Ψ̃∗
T(i−1)2

h∥1 + ∥Ψ̃∗
Ti1

h∥1
√
b

, i = 3, 4, . . .
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然后可得

∑
i>2

∥Ψ̃∗
Ti
h∥

2
6

∥Ψ̃∗
T c
0
h∥1

√
b

6
∥Ψ̃∗

T0
h∥1√
b

+ 2
∥Ψ̃∗

T c
0
f∥1

√
b

+
α∥Ψ̃∗h∥2√

b

6
√
s+ α√
b

∥Ψ̃∗h∥2 + 2
∥Ψ̃∗

T c
0
f∥1

√
b

6 ρ
√
B̃∥h∥2 + βη,

其中第二个不等式成立是由于 (3.8), 第三个不等式由 Cauchy-Schwarz 不等式得到, 最后一个不等式

成立是由于 Ψ̃是 R2n 空间中上界为 B̃ 的框架,并记 ρ = (
√
s+α)/

√
b, β =

√
s/
√
b, η = 2∥Ψ̃∗

T c
0
f∥1/

√
s.

所以有

∥Ψ̃∗
T c
01
h∥2 6

∑
i>2

∥Ψ̃∗
Ti
h∥

2
6 ρ

√
B̃∥h∥2 + βη. (3.9)

接下来估计 ∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22. 因为 f̂BP 和 f 为可行解, 所以有

∥AΦΨ̃∗h∥2 = ∥AΦΨ̃∗(f̂BP − f)∥2 6 ∥AΦΨ̃∗f̂BP − y∥2 + ∥AΦΨ̃∗f − y∥2 6 2ϵ. (3.10)

由 A 满足 Φ-RIP 条件, 得

∥AΦΨ̃∗
T01

h∥22 =

∥∥∥∥AΦΨ̃∗h−
∑
i>2

AΦΨ̃∗
Ti
h

∥∥∥∥2
2

6
(
2ϵ+

√
1 + δb

∑
i>2

∥ΦΨ̃∗
Ti
h∥

2

)2

6
(
2ϵ+

√
(1 + δb)(B1 +B2)

∑
i>2

∥Ψ̃∗
Ti
h∥

2

)2

6 (2ϵ+
√
(1 + δb)(B1 +B2)(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη))2.

上述第二个不等式成立是由于 ∥Φ∥ =
√
λmax(ΦΦ∗) 6

√
λmax((B1 +B2)I) 6

√
B1 +B2 , 最后一个不

等式成立是由于 (3.9). 由此可得

∥ΦΨ̃∗
T01

h∥22 6 1

1− δs+a
∥AΦΨ̃∗

T01
h∥22 6 1

1− δs+a
(2ϵ+

√
(1 + δb)(B1 +B2)(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη))2. (3.11)

又因为

∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22 = ∥ΦΨ̃∗

T01
h∥22 − 2⟨D1D̃

∗
1T 1

01
h1, D2D̃

∗
2T 2

01
h2⟩

6 ∥ΦΨ̃∗
T01

h∥22 + 2|⟨D1D̃
∗
1T 1

01
h1, D2D̃

∗
2T 2

01
h2⟩|,
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2|⟨D1D̃
∗
1T 1

01
h1, D2D̃

∗
2T 2

01
h2⟩| = 2

∣∣∣∣ ∑
i∈T 1

01

∑
j∈T 2

01

⟨d̃1i, h1⟩⟨d1i, d2j⟩⟨h2, d̃2j⟩
∣∣∣∣

6 2µ
∑
i∈T 1

01

∑
j∈T 2

01

|⟨d̃1i, h1⟩⟨h2, d̃2j⟩|

= 2µ∥D̃∗
1T 1

01
h1∥1∥D̃∗

2T 2
01
h2∥1

6 2µ
√
|T 1

01||T 2
01|∥D̃∗

1T 1
01
h1∥2∥D̃∗

2T 2
01
h2∥2

6 µ(s+ a)∥D̃∗
1T 1

01
h1∥2∥D̃∗

2T 2
01
h2∥2

6 µ(s+ a)

2
(∥D̃∗

1T 1
01
h1∥22 + ∥D̃∗

2T 2
01
h2∥22)

6 µ(s+ a)

2
∥Ψ̃∗

T01
h∥22

6 µ(s+ a)B̃

2
∥h∥22,

所以

∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22

6 1

1− δs+a
(2ϵ+

√
(1 + δt)(B1 +B2)(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη))2 +

µ(s+ a)B̃

2
∥h∥22. (3.12)

将 (3.9) 和 (3.12) 代入 (3.7), 得

∥h∥22 6 1

1− δs+a
(2ϵ+

√
(1 + δb)(B1 +B2)(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη))2 +

µ(s+ a)B̃

2
∥h∥22 +B(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη)2

6
(
ρ2B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+

µ(s+ a)B̃

2
+BB̃ρ2

)
∥h∥22 +

4ϵ2

1− δs+a

+

(
β2(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+Bβ2

)
η2 +

2ρ

√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
· 2ϵ∥h∥2

+
2β

√
(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
· 2ϵη +

(
ρβ

√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+B

√
B̃ρβ

)
· 2η∥h∥2.

应用两次引理 2.2, 可得

∥h∥22 6
(
ρ2B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+

µ(s+ a)B̃

2
+BB̃ρ2

)
∥h∥22 +

4ϵ2

1− δs+a

+

(
β2(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+Bβ2

)
η2 +

2ρ

√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a

(
ϵ2

c1
+ c1∥h∥22

)
+

2β
√
(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
(ϵ2 + η2) +

(
ρβ

√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+B

√
B̃ρβ

)(
η2

c2
+ c2∥h∥22

)
.

化简得

K1∥h∥22 6 K2ϵ
2 +K3η

2,
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其中

K1 = 1− ρ2B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
− µ(s+ a)B̃

2
−BB̃ρ2 −

2c1ρ

√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a

− c2ρβ
√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
− c2B

√
B̃ρβ,

K2 =
4

1− δs+a
+

2ρ

√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

c1(1− δs+a)
+

2β
√
(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
,

K3 =
β2(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+Bβ2 +

2β
√
(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
+

ρβ
√
B̃(B1 +B2)(1 + δb)

c2(1− δs+a)
+

B
√
B̃ρβ

c2
.

假设 K1 > 0, 则有

∥h∥2 6
√

K2

K1
ϵ+

√
K3

K1
η.

下面考虑如何选择参数 c1 和 c2 使得 K1 > 0. 观察 K1 = K1(c1, c2) 可以发现, K1 随着 c1 和 c2 的增

大而减小, 因此使 c1 和 c2 尽可能地小, 即 c1 → 0+, c2 → 0+, 此时 K1(c1, c2) 变为

K1 = 1− ρ2B̃(B1 +B2)(1 + δb)

1− δs+a
− µ(s+ a)B̃

2
− ρ2BB̃.

此时 K1 > 0 等价于 µB̃(s+ a)(1− δs+a) + 2ρ2B̃(B1 +B2)(1 + δb) < 2(1− ρ2BB̃)(1− δs+a). 至此完成

了定理 3.1 中关于模型 (3.3) 结论的证明.

类型二 噪声情形 ∥Φ̃∗A∗e∥∞ 6 λ. 第二类噪声情形下的证明过程与第一类相似,令 h = f̂DS − f ,

其中 f̂DS 是问题 (3.4) 的最优解. (3.10) 变为

∥Φ̃∗A∗AΦΨ̃∗h∥∞ 6 ∥Φ̃∗A∗(AΦΨ̃∗f − y)∥∞ + ∥Φ̃∗A∗(AΦΨ̃∗f̂DS − y)∥∞ 6 2λ. (3.13)

所以由限制等距性质得

|⟨AΦΨ̃∗h,AΦΨ̃∗
T01

h⟩| = |⟨A∗AΦΨ̃∗h,ΦΨ̃∗
T01

h⟩| = 1

2
|⟨A∗AΦΨ̃∗h, Φ̃Φ∗ΦΨ̃∗

T01
h⟩|

=
1

2
|⟨Φ̃∗A∗AΦΨ̃∗h,Φ∗ΦΨ̃∗

T01
h⟩| 6 1

2
∥Φ̃∗A∗AΦΨ̃∗h∥∞∥Φ∗ΦΨ̃∗

T01
h∥1

6 λ
√
s+ a∥Φ∗ΦΨ̃∗

T01
h∥2

6 λ(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2,

其中第二个等号成立是由于 Φ̃Φ∗ = D̃1D
∗
1 + D̃2D

∗
2 = 2I, 最后一个不等号是由 ∥Φ∥ 6

√
B1 +B2 及 Ψ̃

是框架的事实得到的. 于是有

(1− δs+a)∥ΦΨ̃∗
T01

h∥22
6 ∥AΦΨ̃∗

T01
h∥22 6 |⟨AΦΨ̃∗h,AΦΨ̃∗

T01
h⟩|+

∑
i>2

|⟨AΦΨ̃∗
T01

h,AΦΨ̃∗
Ti
h⟩|

6 λ(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2 +

√
(1 + δs+a)(1 + δb)∥ΦΨ̃∗

T01
h∥2

∑
i>2

∥ΦΨ̃∗
Ti
h∥

2

6 λ(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2 + (B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)∥Ψ̃∗

T01
h∥2

∑
i>2

∥Ψ̃∗
Ti
h∥

2
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6 λ(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2 + (B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)B̃∥h∥2(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη).

上述第 3 个不等式利用了 Φ-RIP 条件, 第 4 个不等式由 ∥Φ∥ 6
√
B1 +B2 得到, 最后一个不等式是根

据 Ψ̃ 是框架及 (3.9) 得到的.

结合 3.11, 有

∥ΦΨ̃∗
T01

h∥22 6 1

1− δs+a
[λ(B1+B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2+(B1+B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)B̃∥h∥2(ρ

√
B̃∥h∥2+βη)].

同理, (3.12) 变成

∥D1D̃
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̃

∗
2T 2

01
h2∥22

6 1

1− δs+a
[λ(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2 + (B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)B̃∥h∥2(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη)]

+
µ(s+ a)B̃

2
∥h∥22,

即

∥h∥22 6 1

1− δs+a
[λ(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)∥h∥2 + (B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)B̃∥h∥2(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη)]

+
µ(s+ a)B̃

2
∥h∥22 +B(ρ

√
B̃∥h∥2 + βη)2.

通过类似的计算过程, 可以得到

∥h∥2 6
√

K5

K4
λ+

√
K6

K4
η,

其中

K4 = 1−
ρB̃(B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)

1− δs+a
− µ(s+ a)B̃

2
− ρ2BB̃ −

c1(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)

2(1− δs+a)

−
c2β(B1 +B2)

√
B̃(1 + δs+a)(1 + δb)

2(1− δs+a)
− c2B

√
B̃ρβ,

K5 =
(B1 +B2)

√
B̃(s+ a)

2c1(1− δs+a)
,

K6 =
β(B1 +B2)

√
B̃(1 + δs+a)(1 + δb)

2c2(1− δs+a)
+Bβ2 +

B
√
B̃ρβ

c2
.

这里假设 K4 > 0. 同理, 取 c1 → 0+, c2 → 0+, 此时 K4 > 0 等价于

1−
ρB̃(B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)

1− δs+a
− µ(s+ a)B̃

2
− ρ2BB̃ > 0.

化简得

µB̃(s+ a)(1− δs+a) + 2ρB̃(B1 +B2)
√
(1 + δs+a)(1 + δb) < 2(1− ρ2BB̃)(1− δs+a).

综合以上两种噪声情形, 定理 3.1 得证.
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3.2 标准对偶框架下的压缩数据分离

本小节考虑分析算子简化为标准对偶框架的情形, 即 D̃ = D̄ = (DD∗)−1D, 上述算法稳定恢复的

充分条件可以得到进一步改进.

定理 3.2 考虑信号分离模型 (3.1), D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 是任意框架且框架界为 0 < A1

6 B1 < +∞, 0 < A2 6 B2 < +∞. 令 D̄1 和 D̄2 分别是 D1 和 D2 相应的标准对偶框架. 此外, 令

A = min{A1, A2}, B = max{B1, B2}. Φ、Φ̄、Ψ̄ 和 f 如 (3.2) 所示. 对于 0 < α 6 1, 令 κ = B/A, 正整

数 s、a 和 b 满足 a < b 6 4a 及 ρ = ρ(s, b;α) = (
√
s+ α)/

√
b < 1/

√
κ. 若 ∥e∥2 6 ϵ, f̂BP 是模型 (3.3)

的最优解, 假设测量矩阵 A 的 Φ-RIP 常数 δb 和 δs+a 与 D1 和 D2 间的相互相干性 µ 满足

κ3µ(s+ a)(1− δs+a) + 2ρ2κ3(B1 +B2)(1 + δb) < 2B(1− ρ2κ)2(1− δs+a), (3.14)

则模型 (3.3) 的解 f̂BP 满足

∥f̂BP − f∥2 6 C ′
0ϵ+ C ′

1

∥Ψ̄∗f − (Ψ̄∗f)[s]∥1√
s

.

在相同的条件下, 若 ∥Φ̄∗A∗e∥∞ 6 λ, f̂DS 是模型 (3.4) 的最优解, 假设测量矩阵 A 的 Φ-RIP 常

数 δb 和 δs+a 与 D1 核 D2 间的相互相干性 µ 满足

κ3µ(s+ a)(1− δs+a) + 2ρκ3(B1 +B2)
√

(1 + δs+a)(1 + δb) < 2B(1− ρ2κ)2(1− δs+a), (3.15)

则模型 (3.4) 的解 f̂DS 满足

∥f̂DS − f∥2 6 C ′
2λ+ C ′

3

∥Ψ̄∗f − (Ψ̄∗f)[s]∥1√
s

,

其中 C ′
0、C

′
1、C

′
2 和 C ′

3 为仅依赖于 δb、δs+a、µ、s、a、b 和 α 的正常数.

注 3.3 在定理 3.2 的假设下, 若 e 为 Gauss 噪声, 服从独立同分布均值为 0 的 Gauss 分布, 则

e ∼ N (0, Imσ2), d = d1 + d2. 若 Gauss 噪声满足 ∥e∥2 6 σ
√
m+ 2

√
m logm (参见文献 [18, 引理 2.2

和注 2.4]), 则结合定理 3.2 可以得到, 在概率至少为 1− 1/m 下, 模型 (3.3) 的解 f̂BP 满足

∥f̂BP − f∥2 6 C ′
0σ

√
m+ 2

√
m logm+ C ′

1

∥Ψ̄∗f − (Ψ̄∗f)[s]∥1√
s

.

若 Gauss噪声满足 ∥Φ̄∗A∗e∥∞ 6 2σ
√
2 log d,则在概率至少为 1− 1/(d

√
2π log d)下,模型 (3.4)的

解 f̂DS 满足

∥f̂DS − f∥2 6 C ′
2σ

√
log d+ C ′

3

∥Ψ̄∗f − (Ψ̄∗f)[s]∥1√
s

.

注 3.4 当 D1 和 D2 都是紧框架且 D̄1 和 D̄2 是它们对应的标准对偶框架时, 即 D̄1 = D1,

D̄2 = D2, 此时 B1 = B2 = 1, κ = 1, (3.14) 变为

µ(s+ a)(1− δs+a) + 4ρ2(1 + δb) < 2(1− ρ2)2(1− δs+a),

(3.15) 变为

µ(s+ a)(1− δs+a) + 4ρ
√

(1 + δs+a)(1 + δb) < 2(1− ρ2)2(1− δs+a).
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定理 3.2 的证明 当 D̄1 和 D̄2 分别是 D1 和 D2 的标准对偶框架时, 有 D̄1 = (D1D
∗
1)

−1D1,

D̄2 = (D2D
∗
2)

−1D2, 所以有

ΨΨ̄∗ =

I 0

0 I

 .

类型一 噪声情形 ∥e∥2 6 ϵ. (3.9) 和 (3.12) 分别变为

∥Ψ̄∗
T c
01
h∥2 6

∑
i>2

∥Ψ̄∗
Ti
h∥

2
6 ρ√

A
∥h∥2 + βη, (3.16)

∥D1D̄
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̄

∗
2T 2

01
h2∥22

6 1

1− δs+a

(
2ϵ+

√
(1 + δt)(B1 +B2)

(
ρ√
A
∥h∥2 + βη

))2

+
µ(s+ a)

2A
∥h∥22. (3.17)

(3.7) 变为

∥h∥22 = ∥ΨΨ̄∗h∥22 6 B∥Ψ̄∗h∥22 = B∥Ψ̄∗
T01

h∥22 +B∥Ψ̄∗
T c
01
h∥22

= B(∥D̄∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D̄∗

2T 2
01
h2∥22) +B∥Ψ̄∗

T c
01
h∥22

= B(⟨(D1D
∗
1)

−1h1, D1D̄
∗
1T 1

01
h1⟩+ ⟨(D2D

∗
2)

−1h2, D2D̄
∗
2T 2

01
h2⟩) +B∥Ψ̄∗

T c
01
h∥22

6 B

A
(∥D1D̄

∗
1T 1

01
h1∥2∥h1∥2 + ∥D2D̄

∗
2T 2

01
h2∥2∥h2∥2) +B∥Ψ̄∗

T c
01
h∥22.

利用引理 2.2, 有

∥h∥22 6 B

A

[(
c1∥h1∥22

2
+

∥D1D̄
∗
1T 1

01
h1∥22

2c1

)
+

(
c1∥h2∥22

2
+

∥D2D̄
∗
2T 2

01
h2∥22

2c1

)]
+B∥Ψ̄∗

T c
01
h∥22

6 c1B

2A
∥h∥22 +

B

2Ac1
(∥D1D̄

∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̄

∗
2T 2

01
h2∥22) +B∥Ψ̄∗

T c
01
h∥22.

令 κ = B/A, 可得

∥h∥22 6 c1κ

2
∥h∥22 +

κ

2c1

(
1

1− δs+a

(
2ϵ+

√
(1 + δb)(B1 +B2)

(
ρ

√
κ

B
∥h∥2 + βη

))2

+
κµ(s+ a)

2B
∥h∥22

)
+B

(
ρ

√
κ

B
∥h∥2 + βη

)2

.

化简得

K ′
1∥h∥22 6 K ′

2ϵ
2 +K ′

3η
2,

其中

K ′
1 = 1− c1κ

2
− ρ2κ2(B1 +B2)(1 + δb)

2c1B(1− δs+a)
− κ2µ(s+ a)

4c1B
− ρ2κ−

c2ρκ
√

κ(B1 +B2)(1 + δb)

c1
√
B(1− δs+a)

− c3ρβκ
√
κ(B1 +B2)(1 + δb)

2c1
√
B(1− δs+a)

− c3ρβ
√
κB,

K ′
2 =

2κ

c1(1− δs+a)
+

κβ
√
(B1 +B2)(1 + δb)

c1(1− δs+a)
+

κρ
√
κ(B1 +B2)(1 + δb)

c1c2
√
B(1− δs+a)

,

K ′
3 =

κβ2(B1 +B2)(1 + δb)

2c1(1− δs+a)
+

κβ
√
(B1 +B2)(1 + δb)

c1(1− δs+a)
+

ρβκ
√
κ(B1 +B2)(1 + δb)

2c1c3
√
B(1− δs+a)

+Bβ2 +
ρβ

√
κB

c3
.
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假设 K ′
1 > 0, 则有

∥h∥2 6
√

K ′
2

K ′
1

ϵ+

√
K ′

3

K ′
1

η.

下面考虑如何选择参数 c1、c2 和 c3 使得 K ′
1 > 0. 观察 K ′

1 = K ′
1(c1, c2, c3)可以发现, K ′

1 随着 c2

和 c3 的增大而减小, 因此使 c2 和 c3 尽可能地小, 即 c2 → 0+, c3 → 0+, 此时 K ′
1(c1, c2, c3) 变为

K ′
1(c1) = 1− c1κ

2
− ρ2κ2(B1 +B2)(1 + δb)

2c1B(1− δs+a)
− κ2µ(s+ a)

4c1B
− ρ2κ.

对 K ′
1(c1) 求导数可知, 当 c∗1 =

√
ρ2κ(B1+B2)(1+δb)

B(1−δs+a)
+ κµ(s+a)

2B 时, K1(c1) 取得最大值. 取 c1 = c∗1, 此时

K ′
1 > 0 等价于

1− ρ2κ− κ

√
ρ2κ(B1 +B2)(1 + δb)

B(1− δs+a)
+

κµ(s+ a)

2B
> 0.

化简得

κ3µ(s+ a)(1− δs+a) + 2ρ2κ3(B1 +B2)(1 + δb) < 2B(1− ρ2κ)2(1− δs+a).

至此完成了定理 3.2 中关于模型 (3.3) 结论的证明.

类型二 噪声情形 ∥Φ̄∗A∗e∥∞ 6 λ. (3.17) 变为

∥D1D̄
∗
1T 1

01
h1∥22 + ∥D2D̄

∗
2T 2

01
h2∥22

6 1

1− δs+a

[
λ(B1 +B2)

√
s+ a

A
∥h∥2 + (B1 +B2)

√
(1 + δs+a)(1 + δb)

A
∥h∥2

(
ρ√
A
∥h∥2 + βη

)]
+

µ(s+ a)

2A
∥h∥22.

同理有

∥h∥22 6 κ

2c1

(
1

1− δs+a

(
λ(B1 +B2)

√
κ(s+ a)

B
∥h∥2

+ (B1 +B2)

√
κ(1 + δs+a)(1 + δb)

B
∥h∥2

(
ρ

√
κ

B
∥h∥2 + βη

)))
+

c1κ

2
∥h∥22 +

κ

2c1

κµ(s+ a)

2B
∥h∥22 +B

(
ρ

√
κ

B
∥h∥2 + βη

)2

.

化简得

∥h∥2 6
√

K ′
5

K ′
4

λ+

√
K ′

6

K ′
4

η,

其中

K ′
4 = 1− c1κ

2
−

ρκ2(B1 +B2)
√
(1 + δs+a)(1 + δb)

2c1B(1− δs+a)
− κ2µ(s+ a)

4c1B
− ρ2κ

−
c2κ(B1 +B2)

√
κ(s+ a)

4c1
√
B(1− δs+a)

−
c3κβ(B1 +B2)

√
κ(1 + δs+a)(1 + δb)

4c1
√
B(1− δs+a)

− c3ρβ
√
κB,

K ′
5 =

κ(B1 +B2)
√
κ(s+ a)

4c1c2
√
B(1− δs+a)

,

K ′
6 =

κβ(B1 +B2)
√
κ(1 + δs+a)(1 + δb)

4c1c3
√
B(1− δs+a)

+Bρ2 +
ρβ

√
κB

c3
.

1282



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 9 期

假设 K ′
4 > 0. 同理, 当 c∗1 =

√
ρκ(B1+B2)

√
(1+δs+a)(1+δb)

B(1−δs+a)
+ κµ(s+a)

2B 时, K ′
4 > 0 等价于

κ3µ(s+ a)(1− δs+a) + 2ρκ3(B1 +B2)
√

(1 + δs+a)(1 + δb) < 2B(1− ρ2κ)2(1− δs+a).

综合以上两种噪声情形, 定理 3.2 得证.

4 数值实验

为了验证本文的模型对信号的重构能力, 我们进行了相关的数值实验. 这里利用交替方向乘子法

(alternating direction method of multipliers, ADMM) [27] 来求解模型 (3.3) (参见文献 [16]). ADMM 将

大的全局问题分解为多个较小、较易求解的局部子问题, 每个子问题都有闭式解, 通过求解子问题进

而得到大的全局问题的解. 给定框架 D1 ∈ Rn×d1 和 D2 ∈ Rn×d2 , 存在许多对偶框架, 这里只考虑它

们的标准对偶框架 D̄1 = (D1D
∗
1)

−1D1 和 D̄2 = (D2D
∗
2)

−1D2. 令 B = AΦΨ̄∗. 对于模型 (3.3), 将它改

写成 ADMM 的形式:

min
w,f

g(w) + h(f) s.t. Ψ̄∗f − w = 0, (4.1)

其中, g(w) = λ(∥w∥1−α∥w∥2), h(f) = 1
2∥Bf −y∥22. 引入 Lagrange乘子 v,问题 (4.1)的增广 Lagrange

表达式为

Lρ(w, f ; v) = λ(∥w∥1 − α∥w∥2) +
1

2
∥Bf − y∥22 +

ρ

2
∥Ψ̄∗f − w∥22 + ⟨v, Ψ̄∗f − w⟩, (4.2)

其中 ρ > 0. 算法的迭代过程表示为
wi+1 = argmin

w
Lρ(w, fi; vi),

fi+1 = argmin
f

Lρ(wi+1, f ; vi),

vi+1 = vi + ρ(Ψ̄∗fi+1 − wi+1).

(4.3)

为了求解 (4.3) 的 w- 子问题, 下面介绍一个临近点算子的结果. 文献 [22, 命题 7.1] 和 [23, 第 2 节] 给

出 ℓ1 − αℓ2 临近点算子

Proxλ(ℓ1−αℓ2)(b) = argmin
x

1

2
∥x− b∥22 + λ(∥x∥1 − α∥x∥2), λ > 0, 0 < α 6 1

在某些特殊情形下具有闭式解. (4.3) 中 w- 子问题有如下的闭式解:

wi+1 = Proxλ
ρ (ℓ1−αℓ2)

(
Ψ̄∗fi +

vi
ρ

)
. (4.4)

接下来, (4.3) 中 f - 子问题有如下的闭式解:

fi+1 = (B∗B + ρΨ̄Ψ̄∗)−1

(
B∗y + ρΨ̄

(
wi+1 −

vi
ρ

))
, (4.5)

其中 (B∗B + ρΨ̄Ψ̄∗) 的逆由 Woodbury 矩阵恒等式 [14] 计算. 算法 1 是求解问题 (4.1) 的具体算法.
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算法 1 基于 ℓ1 − αℓ2 最小化的 ADMM

输入: A、D1、D2、y、α (0 < α 6 1)、λ、ρ、Tol 和 Maxiter.

初始化: (w, f ; v) = (w0, f0; v0), i = 0.

步骤 1: 若 i < Maxiter, 进行步骤 2–5.

步骤 2: 通过 (4.4) 计算 wi+1.

步骤 3: 通过 (4.5) 计算 fi+1.

步骤 4: 更新变量 vi+1 = vi + ρ(Ψ̄∗fi+1 − wi+1).

步骤 5: 若 (∥fi+1 − fi∥2)/∥fi∥2 < Tol, 则输出 fi+1. 否则 i := i+ 1, 转步骤 1.

在算法中, 设置了最大迭代数 Maxiter = 1,000 和误差容限 Tol = 10−6. 在实验部分, 取 m = 128,

n = 256, 测量矩阵 A ∈ R128×256 为 Gauss 随机矩阵. 考虑 D1 和 D2 是紧框架的情形, 即 D̄1 = D1,

D̄2 = D2, 其中 D1 和 D2 分别由 n × d1 和 n × d2 的离散余弦变换 (discrete cosine transform, DCT)

字典生成, 这里 d1 = d2 = 512. 在线性测量 y = AΦΨ∗f + e 中, 设定噪声矢量 e 是服从均值为 0、方

差为 0.05 的 Gauss 分布. 原始信号 f 由 f = Φx 合成, 其中 x ∈ R1024 是一个 s- 稀疏信号. 在实验中,

考虑在稀疏度改变的情形下, ℓ1 − αℓ2 最小化算法与 ℓ1 最小化算法的恢复成功率 (见表 1) 和信噪比

(signal-to-noise ratio, SNR) (见表 2) 的比较.

表 1 给出了 200 次独立实验算法成功率的比较. 如果重构信号 f̂ 与原始信号 f 之间的相对误差

∥f̂ − f∥2/∥f∥2 6 10−2, 则认为本次重构成功, 成功率定义为成功模拟的实验次数除以实验的总次数.

表 1 算法的恢复成功率对比

算法
稀疏度

1 8 16 24 32 40 48

ℓ1 1 1 0.96 0.65 0.06 0 0

ℓ1 − 0.1ℓ2 1 1 0.99 0.97 0.76 0.22 0.02

ℓ1 − 0.3ℓ2 1 1 0.99 0.96 0.77 0.20 0.01

ℓ1 − 0.5ℓ2 1 1 0.99 0.97 0.70 0.21 0.02

ℓ1 − 0.7ℓ2 1 1 0.99 0.97 0.69 0.18 0

ℓ1 − 0.9ℓ2 1 1 0.99 0.98 0.67 0.14 0

ℓ1 − ℓ2 1 1 0.99 0.98 0.66 0.15 0.01

表 2 算法的 SNR 对比

算法
稀疏度

1 8 16 24 32 40 48

ℓ1 58.51 56.98 53.74 41.47 20.66 11.80 9.06

ℓ1 − 0.1ℓ2 59.07 58.01 56.64 53.32 45.89 28.76 15.36

ℓ1 − 0.3ℓ2 59.06 57.98 56.59 53.09 45.85 27.70 14.87

ℓ1 − 0.5ℓ2 59.08 57.99 56.35 53.11 44.71 27.54 15.04

ℓ1 − 0.7ℓ2 59.07 57.97 56.34 52.62 44.57 26.71 13.81

ℓ1 − 0.9ℓ2 59.09 57.92 56.23 52.43 43.97 25.89 13.59

ℓ1 − ℓ2 59.07 57.87 56.25 52.31 42.94 25.55 13.79
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表 2 给出了相应的平均信噪比, 这里信噪比定义为 SNR(f̂ , f) = 20 log10(∥f∥2/∥f̂ − f∥2). 由表 1 可以

看出, 当稀疏度较小时, 本文所提出的方法具有较高的成功率, 即算法对信号重构具有一定的鲁棒性;

当稀疏度较大时, 本文所提出的方法的成功率也明显高于 ℓ1 最小化. 表 2 表明, 随着稀疏度的增加,

SNR逐渐减小;但相同稀疏度的情形下,本文所提出的方法的 SNR高于 ℓ1 最小化. 综上所述, ℓ1−αℓ2

最小化相对于 ℓ1 最小化具有一定优势.

5 结论

本文研究了基于一般框架下 ℓ1 −αℓ2 极小化的压缩数据分离问题,考虑在较少的线性随机测量下

分离多模态数据的不同子成分. 在已有的 ABP 算法和 ADS 算法的基础上, 本文提出了 (ℓ1 − αℓ2)-

SABP 算法和 (ℓ1 − αℓ2)-SADS 算法, 并得到了保证压缩数据稳定重建的充分条件. 最后, 通过一些实

验来测试算法 1. 数值实验表明, 该算法具有较好的重构效果.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵意见, 感谢李朋老师在数值实验上给予的指导.
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Compressed data separation with general frames via ℓ1 −αℓ2
minimization

Wei Huang & Lingyu Li

Abstract In this paper, we deal with the problem of compressed data separation with general frames, i.e., the
reconstruction of different subcomponents of multimodal data. Based on the existing ABP (the analysis basis
pursuit) algorithm and ADS (the analysis Dantzig selector) algorithm, combining with ℓ1 − αℓ2 (0 < α 6 1)
minimization, we propose the dual (ℓ1 − αℓ2)-split ABP algorithm and the dual (ℓ1 − αℓ2)-split ADS algorithm.
If two different components f1 and f2 of multimodal data are (approximately) sparse in terms of two different
general frames D1 ∈ Rn×d1 and D2 ∈ Rn×d2 , respectively, the two algorithms can ensure the stable recovery of
the different subcomponents of the multimodal data when the measurement matrix satisfies a restricted isometry
property and the frames satisfy a mutual coherence condition. Numerical experiments are carried out to show
that our algorithm has a higher reconstruction success rate compared with ℓ1 minimization.

Keywords compressed data separation, ℓ1 −αℓ2 minimization, restricted isometry property, dual frames,

ℓ1-analysis
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