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摘要 本文首先综述近年来关于平面曲线流 (尤其是非局部平面凸曲线流) 的一系列研究进展. 之后

研究平面凸曲线的一个广义保面积流, 并证明在演化过程中, 演化曲线始终保持凸性, 并且长度递减,

最终当时间趋于无穷时, 演化曲线光滑收敛到一个圆周.
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1 引言

近年来, 平面中闭曲线的曲率流引起了几何分析专家的广泛兴趣, 特别地, 带有非局部项的曲率

流模型获得了细致而深入的理解. 本文在以往工作的基础上,探讨平面凸曲线的一个广义的保面积流,

对该曲率流的全局存在性和高阶收敛性进行刻画. 为方便读者, 本文同时对近年来有关非局部平面曲

线流的工作作简要的综述.

设 X : S1 → E2 为单位圆周到 Euclid 平面的一个光滑的浸入映射, 该映射的像称为一条光滑闭

曲线. 如果一条光滑闭曲线是嵌入的且在每点处曲线的相对曲率是正的, 则称该曲线为凸曲线. 本文

主要介绍嵌入曲线 (特别是凸曲线) 的曲率流. 为了叙述的简洁性, 文中不区分映射 X 和它对应的像

曲线.

1.1 研究背景

20世纪 80年代, Gage、Hamilton和 Grayson对平面曲线收缩流作了深入的研究,证明了以他们的

名字命名的 Gage-Hamilton-Grayson 定理 (参见文献 [15,20,25]), 即一条光滑嵌入的平面闭曲线, 在曲
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线收缩流之下会演化成一条凸曲线,之后演化曲线在有限时间内收缩成一个 “圆点”. 由于 3维 Euclid

空间中存在嵌入的哑铃形曲面被平均曲率流 “撕开” 成为两个连通分支, 每个分支都是带有奇点的曲

面, 因此, 相对于高维的平均曲率流而言, 平面中的曲线收缩流具有独特的性质和研究价值. 这使得曲

线的各种演化问题受到了几何分析专家们额外的关注. 例如, Chow等 [12]、Chow和 Tsai [13] 建立了曲

线扩张流模型, Zhu [45]、Chou 和 Zhu [9, 10] 发展了各项异性的曲线流理论, Sapiro 和 Tannenbaum [40]

及 Terng 和 Wu [41] 考虑了仿射曲线流. 此外, 高维 Euclid 空间中 [1, 2, 44]、曲面上 [4–6,17,18,26,29] 以及

更一般的 Riemann 流形中 [32, 37] 的曲线流也受到关注, 取得了相应的研究结果.

除了上述的曲线收缩流工作外, 几何分析专家们还考虑了带非局部项的曲率流模型. 以平面内一

条光滑的闭曲线 X0 为初始曲线, Gage [16] 研究了如下的非局部曲线流模型:

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
κ(ϕ, t)− 2π

L(t)

)
N(ϕ, t), (1.1)

其中, X(ϕ, t) : S1 × (0, ω) → E2 为一族闭的嵌入曲线, X(ϕ, 0) = X0(ϕ), κ(ϕ, t) 为曲线的相对曲率,

L(t) 为曲线的长度, N(ϕ, t) 则是曲线的单位内法向量. Gage 证明了当初始曲线 X0 是凸曲线时, 曲率

流 (1.1) 在时间区间 [0,+∞) 上有光滑解, 且当 t → +∞ 时, X(·, t) 按 C∞ 度量收敛于一个半径等于√
A0

π 的圆周, 其中 A0 是初始曲线所围区域的面积.

设 X(·, t) 为平面中一族光滑的嵌入闭曲线, 若该曲线族满足如下的演化方程:

∂X

∂t
(ϕ, t) = β(ϕ, t)N(ϕ, t), (1.2)

则演化曲线的等周差 L2(t)− 4πA(t) 满足

d

dt
(L2(t)− 4πA(t)) = −2L(t)

∫ (
κ− 2π

L(t)

)
βds, (1.3)

其中 ds 表示弧长微元. 因此在相差一个时间因子的情形下, Gage 保面积流为演化曲线等周差的梯度

下降流. 注意到演化曲线的等周比 L2(t)
4πA(t) 在曲率流 (1.2) 之下满足

d

dt

L2(t)

4πA(t)
= − L(t)

2πA(t)

∫ (
κ− L(t)

2A(t)

)
βds. (1.4)

2008 年, Jiang 和 Pan [28] 对凸曲线研究了如下的曲率流:

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
κ(ϕ, t)− L(t)

2A(t)

)
N(ϕ, t). (1.5)

由上述讨论可知, 曲率流 (1.5) 在相差一个时间因子之下是等周比的梯度下降流. 他们证明了平面凸

曲线 X0 按照 (1.5) 演化可得一族光滑的凸曲线 X(·, t), 其中 t ∈ [0,+∞). 而且当 t→ +∞ 时, 演化曲

线 X(·, t) 收敛于一个圆周. 同年, Pan 和 Yang [38] 研究了凸曲线的一个保长度流

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
L(t)

2π
− 1

κ(ϕ, t)

)
N(ϕ, t), (1.6)

并且证明了如果演化曲线在时间区间 [0,+∞) 上都是光滑的, 则当 t → +∞ 时, X(·, t) 收敛于与初值
曲线具有相同长度的圆周. 接着, Ma 和 Cheng [33] 对凸曲线考虑了一个保面积流

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
1

L(t)

∫
1

k(s, t)
ds− 1

κ(ϕ, t)

)
N(ϕ, t), (1.7)
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Pan 和 Zhang [39] 对凸曲线研究了一种扩张流

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
2A(t)

L(t)
− 1

κ(ϕ, t)

)
N(ϕ, t). (1.8)

他们证明了类似的结果, 即曲率流若全局存在, 则当 t → +∞ 时演化曲线收敛于一个圆周. 此后, Ma

和 Zhu [34] 研究了凸曲线新的保长度流

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
κ(ϕ, t)− 1

2π

∫
k2(s, t)ds

)
N(ϕ, t), (1.9)

并证明了流 (1.9) 的全局存在性和收敛性.

2012 年, Lin 和 Tsai [31] 观察到以上关于平面凸曲线的保面积流和保长度流具有统一的形式, 即

对于指数 α > 0, 凸曲线 X(·, t) 按照以下方程演化:

∂X

∂t
(ϕ, t) = (κα(ϕ, t)− λ(t))N(ϕ, t) (1.10)

或者

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
λ(t)− 1

κα(ϕ, t)

)
N(ϕ, t), (1.11)

其中可以选择适当的非局部项 λ(t) 使得曲线流 (1.10) 和 (1.11) 保持演化曲线的长度或所围区域的面

积.他们证明了若凸曲线按照 (1.10)或 (1.11)演化且演化曲线在任何有限时刻都不爆破,则当 t→ +∞
时, L2(t)− 4πA(t) → 0. 同时, 他们借助 Green-Osher 不等式 [27] 和 Andrews 不等式 [3] 对一般的保长

度或保面积流

∂X

∂t
(ϕ, t) = (F (κ(ϕ, t))− λ(t))N(ϕ, t) (1.12)

也作了部分探索. 2013 年, Mao 等 [35] 考虑了当 α 为正整数时形如 (1.10) 的保面积流, 证明了流的

全局存在性和收敛性. 之后, Tsai 和 Wang [43] 于 2015 年对一般的 α ∈ (0,+∞), 考虑了形如 (1.10)

的保面积流和保长度流, 证明了流的全局存在性和收敛性. 在 2018 年 Tsai [42] 的工作基础上, Gao

等 [22–24] 借助数值计算, 发现了凸曲线在保面积或保长度的曲率流 (1.11) 之下演化发生爆破的许多数

值例子. 进一步地, 他们证明了凸曲线保面积或保长度的曲率流 (1.11) 如果发生爆破, 则必在有限时

刻爆破; 如果曲率流全局存在, 则演化曲线当时间 t→ +∞ 时收敛于圆周.

最近, Gao 和 Pan [21] 对凸曲线考虑了较一般的保长度流 (1.12), 即

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
F (κ(ϕ, t))− 1

2π

∫ L(t)

0

F (κ(s, t))κ(s, t)ds

)
N(ϕ, t). (1.13)

如果光滑函数 F : (0,+∞) → R 满足
(1) F 是严格单调递增的, 即 ∀u ∈ (0,+∞), F ′(u) > 0 且 limu→0+ F

′(u)u = 0;

(2) ∀u > 0, F (u) > 0 且 limu→+∞ F (u) = +∞;

(3) F (u) 和 F ′(u) 满足

lim
u→0+

F ′(u) · u2

F (u)
= 0, lim

u→+∞

F ′(u) · u2

F (u)
= +∞,

则可以证明凸曲线的保长度流 (1.13) 全局存在且当 t→ +∞ 时演化曲线收敛于圆周.
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1.2 曲率流模型和主要结果

在上述工作基础上, 本文考虑平面凸曲线一般的保面积流

∂X

∂t
(ϕ, t) =

(
F (κ(ϕ, t))− 1

L(t)

∫ L(t)

0

F (κ(s, t))ds

)
N(ϕ, t), (1.14)

其中初始曲线 X(·, 0) = X0 为一条光滑的凸曲线. 本文的主要结果为

定理 1.1 设初始曲线 X0 为平面中一条光滑凸曲线, F : (0,+∞) → (0,+∞) 是一个光滑的正值

函数并且

(i) F (u)/u 关于 u 严格递增;

(ii) F (u) 是 u 的凸函数;

(iii) limu→0+
F ′(u)·u2

F (u) = 0,

则曲率流 (1.14) 在时间区间 [0,+∞) 上存在, 保持演化曲线的凸性, 保持演化曲线所围区域的面积不

变, 且当时间趋于无穷大时将 X(·, t) 形变成一个圆周.

注 1.1 定理 1.1 中的条件 (i) 和 (ii) 是 Lin 和 Tsai [31] 建议的, 条件 (i) 连同 F 的正性意味着

u ∈ (0,+∞) 时,

F ′(u) > 0. (1.15)

这保证了演化方程的严格抛物性. 条件 (ii) 用于界定曲率流方程 (1.14) 中的非局部量. 联立条件 (i)

与 (iii) 可得

lim
u→0+

F ′(u) · u = 0. (1.16)

条件 (iii) 是受到了文献 [21] 的启发, 该条件和极限式 (1.16) 在证明曲率流的全局存在性和收敛性的

过程中发挥着重要的作用.

本文余下内容结构安排如下. 第 2节给出广义保面积流 (1.14)的全局存在性. 第 3节证明当时间

趋于无穷大时, 演化曲线收敛成一个圆周.

2 全局存在性

2.1 短时存在性

按照处理凸曲线的曲率流的通常方法, 可以给非局部流 (1.14) 增加一个切分量, 使之成为
∂X̃

∂t
(ϕ, t) = − 1

κ

∂F

∂s
T + (F − λ)N, (ϕ, t) ∈ S1 × (0, ω),

X(ϕ, 0) = X0(ϕ), ϕ ∈ S1,

(2.1)

其中 (为了书写简洁) λ = λ(t) = 1
L(t)

∫ L(t)

0
F (κ(s, t))ds.实际上, (2.1)与 (1.14)的解仅相差一个参数变

换 (参见文献 [11, 命题 1.1]). 在曲率流 (2.1) 之下, 曲线的切向角 θ 与时间无关, 并且演化曲线的曲率

满足

∂κ

∂t
= κ2

[
F ′(κ)

∂2κ

∂θ2
+ F ′′(κ)

(
∂κ

∂θ

)2

+ F (κ)− 1

L(t)

∫ 2π

0

F (κ)

κ
dθ

]
, (2.2)
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其中初值 κ0(θ) = κ(θ, 0) > 0 满足闭条件∫ 2π

0

cos θ

κ0(θ)
dθ =

∫ 2π

0

sin θ

κ0(θ)
dθ = 0. (2.3)

方程 (2.2)在其初值处的线性化是一个严格抛物方程,因此由抛物方程的经典理论 [14, 30] 知, (2.2)在小

的时间区间上存在唯一的光滑解. 由于曲率决定曲线的形状, 因此就得到了曲率流 (2.1) 和 (1.14) 的

短时存在性.

引理 2.1 在某个小的时间区间中, 曲率流 (2.1) 和 (1.14) 存在唯一的光滑解.

通过构造辅助函数以及使用极大值原理, 可以证明, 在曲率流 (2.1) 之下演化曲线总是一条严格

凸的闭曲线. 因此, 以后都可以选取切向角 θ 作为曲线的参数.

引理 2.2 在曲率流 (2.1) 之下, 演化曲线总是凸的.

证明 由引理 2.1 知, 曲率流 (2.1) 在某个时间区间 [0, ω) 上有唯一解. 由演化曲线的连续性知,

在某个更小的时间区间上, 演化曲线是严格凸的. 假设存在 t0 ∈ (0, ω) 使得 X(·, t) 在时间区间 [0, t0)

中都是凸曲线, 而 κmin(t0) := min{κ(θ, t0) | θ ∈ [0, 2π]} = 0.

由解的连续性知, 存在正常数 M 使得 max{κ(θ, t) | θ ∈ [0, 2π], t ∈ [0, t0]} 6M . 令

f(t) :=
minθ κ0(θ)

1 + F (M) ·minθ κ0(θ)t
,

则 f(0) = minθ κ0(θ) 6 κ0(θ) 且 f ′(t) = −F (M)f2(t) 6 0.

定义 g(θ, t) := κ(θ, t) − f(t) + εt, 其中 ε 是正常数, (θ, t) ∈ [0, 2π] × [0, t0). 下面证明 g(θ, t) > 0,

t ∈ [0, t0). 采用反证法. 若不然, 则存在 (θ1, t1) ∈ [0, 2π]× [0, t0) 使得

g(θ1, t1) = min
θ
g(θ, t1) < 0 且

∂g

∂t
(θ1, t1) 6 0.

经计算 (利用 κ 的演化方程), 可得

∂g

∂t
= κ2

[
F ′(κ)

∂2g

∂θ2
+ F ′′(κ)

(
∂g

∂θ

)2]
+ κ2F (κ)− κ2

1

L

∫ L

0

F (κ)ds+ F (M)f2(t) + ε.

因为

κ2F (κ)− κ2
1

L

∫ L

0

F (κ)ds+ F (M)f2(t) + ε

> −κ2F (M) + F (M)f2(t) + ε

= εt(κ+ f(t))F (M)− F (M)(κ+ f(t))g + ε,

以及 ∂2g
∂θ2 (θ1, t1) > 0, ∂g

∂θ (θ1, t1) = 0, 所以, 在 (θ1, t1) 处, 有 ∂g
∂t (θ1, t1) > ε > 0, 与假设矛盾.

又由 ε > 0 的任意性可知, κ(θ, t) − f(t) > 0, 从而, 对于任意 θ ∈ [0, 2π], 都有 κ(θ, t0) > f(t0) 成

立. 故有

κmin(t0) > f(t0) > 0,

与假设 κmin(t0) = 0 矛盾, 从而完成该引理的证明.
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经直接计算可知, 演化曲线所围面积 A(t) 和长度 L(t) 满足

dA

dt
= −

∫ L

0

(
F (κ)− 1

L

∫ L

0

F (κ)ds

)
ds = −

∫ L

0

F (κ)ds+

∫ L

0

F (κ)ds = 0,

dL

dt
= −

∫ L

0

(
F (κ)− 1

L

∫ L

0

F (κ)ds

)
κds = −

∫ L

0

F (κ)κds+
2π

L

∫ L

0

F (κ)ds 6 0,

这里最后一步使用了 Andrews 不等式 [3]. 由此可知, 演化曲线的等周比

I(t) :=
L2(t)

4πA

在曲率流 (2.1) 之下是递减的.

2.2 支撑函数的一致上下界

对于平面中的凸曲线, Bonnesen 不等式 [7, 8, 19,36] 断言:

rL−A− πr2 > 0, r ∈ [rin, rout],

其中 rin 和 rout 分别为凸曲线 X(·, t) 的最大内切圆半径和最小外接圆半径. 于是易见,

L−
√
L2 − 4πA

2π
6 rin 6 rout 6

L+
√
L2 − 4πA

2π
.

因此在曲率流 (2.1) 之下,

rout(t)

rin(t)
6 L(t) +

√
L(t)2 − 4πA

L(t)−
√
L(t)2 − 4πA

= (
√
I(t) +

√
I(t)− 1)2 6 (

√
I(0) +

√
I(0)− 1)2.

注意到 rout(t) >
√

A
π , 则有

rin(t) >
√
A

π
(
√

I(0) +
√
I(0)− 1)−2 =: r0 > 0. (2.4)

选择初始凸曲线 X0 的某个最大内切圆的圆心作为原点 O. 令 E0 为一个圆周, 其半径为 r0 且圆

心为 O. 令 E0 按照如下的流收缩: 
∂E

∂t
= F (κ̂)Nin,

E(·, 0) = E0,
(2.5)

其中 κ̂ 是演化曲线 E 的曲率. 由极大值原理知, E(·, t) 是一族圆周, 其半径的演化方程为

dr(t)

dt
= −F

(
1

r(t)

)
.

令 t∗ := r0/(2F (
2
r0
)), 则可以证明

r(t) >
r0
2
, t ∈ [0, t∗).
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假设存在 t̃ ∈ (0, t∗) 使得当 t ∈ (0, t̃) 时有 r(t) > r0
2 且 r(t̃) = r0

2 . 因为 F 递增, 于是

dr

dt
> −F

(
2

r0

)
, t ∈ [0, t̃),

从而

r(t) > r0 − F

(
2

r0

)
t.

由 r(t) 的连续性知,

r(t̃) > r0 − F

(
2

r0

)
t̃ > r0 − F

(
2

r0

)
t∗ =

r0
2
,

这与前面 t̃ 的选取矛盾. 因此 r(t) > r0
2 对 t ∈ [0, t∗) 都成立.

记 T1 = min{t∗, ω}. 由比较原理知, 当 t ∈ [0, T1) 时, 圆周 E(·, t) 被曲线 X(·, t) 包围. 因此支撑函

数 p(θ, t) := −⟨X(θ, t), N(θ, t)⟩ (相对于 O 点) 满足

p(θ, t) > r(t) > r0
2
> 0, t ∈ [0, T1).

进一步地, X(·, t) 的长度 L(t) 是递减的, 于是

p(θ, t) 6 L(t)

2
6 L0

2
,

其中 L0 是初始曲线 X0 的长度.

令 δ = r0
4 , 则当 t ∈ [0, T1) 时, 支撑函数满足

2δ 6 p(θ, t) 6 L0

2
. (2.6)

2.3 曲率的一致界限

引理 2.3 设曲率流 (2.1) 在时间区间 [0, ω) 上有光滑解, 则存在一个仅与初始曲线 X0 和函数

F 有关但与 ω 无关的常数 M , 使得对于任意 (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0, ω) 都成立下述估计:

κ(θ, t) 6M. (2.7)

证明 当 t ∈ [0, T1) 时, 令

φ(θ, t) :=
F (κ(θ, t))

p(θ, t)− δ
,

则有

∂φ

∂θ
=

1

p− δ

∂F

∂θ
− F

(p− δ)2
∂p

∂θ
,

且

∂2φ

∂θ2
=

1

p− δ

∂2F

∂θ2
− 2

(p− δ)2
∂F

∂θ

∂p

∂θ
− F

(p− δ)2
∂2p

∂θ2
+

2F

(p− δ)3

(
∂p

∂θ

)2

.
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由曲率的演化方程 (2.2) 知, 函数 F 满足

∂F

∂t
= F ′κ2

[
∂2F

∂θ2
+ F − λ(t)

]
. (2.8)

支撑函数 p 的演化方程为

∂p

∂t
= λ(t)− F. (2.9)

因此可得

∂φ

∂t
= F ′κ2

∂2φ

∂θ2
+

2F ′κ2

p− δ

∂p

∂θ

∂φ

∂θ
+
F ′κφ

p− δ
− δF ′κ2φ

p− δ
− λF ′κ2

p− δ
− λφ

p− δ
+ φ2,

这里的计算使用了恒等式

∂2p

∂θ2
+ p =

1

κ
.

将 φ 的演化方程重新写为

∂φ

∂t
= F ′κ2

∂2φ

∂θ2
+

2F ′κ2

p− δ

∂p

∂θ

∂φ

∂θ
− λF ′κ2

p− δ
− λφ

p− δ

+
F ′κ

p− δ

(
1− δ

2
κ

)
φ+

(
1− δF ′κ2

2F

)
φ2. (2.10)

由条件 (i) 知, F (u)/u 关于 u ∈ (0,+∞) 递增, 于是 F ′(u) · u > F (u). 因此有

∂φ

∂t
6 F ′κ2

∂2φ

∂θ2
+

2F ′κ2

p− δ

∂p

∂θ

∂φ

∂θ
− λF ′κ2

p− δ
− λφ

p− δ

+
F ′κ

p− δ

(
1− δ

2
κ

)
φ+

(
1− δ

2
κ

)
φ2. (2.11)

假设 φ(θ, t) 在点 (θ∗, t) 处关于 θ 取到最大值. 若

φ(θ∗, t) >
1

δ
F

(
2

δ

)
, (2.12)

则利用支撑函数的上下界可得

F (κ(θ∗, t)) = (p− δ)φ(θ∗, t) >
p− δ

δ
F

(
2

δ

)
> F

(
2

δ

)
.

因为 F (u) 关于 u 是单调递增的, 所以当 (2.12) 成立时, 由上式有 κ(θ∗, t) >
2
δ . 而当

1− δ

2
κ(θ∗, t) < 0 (2.13)

时, (2.11)意味着函数 φmax(t) := max{φ(θ, t) | θ ∈ [0, 2π]}一定单调递减. 由抛物方程的极大值原理知

φ(θ, t) 6 max

{
max

θ
φ(θ, 0),

1

δ
F

(
2

δ

)}
=: C1. (2.14)

因此存在一个仅与初始曲线 X0 和函数 F 有关的正数 C1 使得当 t ∈ [0, T1) 时, 有

F (κ) 6
(
L0

2
− δ

)
C1. (2.15)
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如果 ω = +∞, 则在每个小的时间区间 [kT1, (k + 1)T1) (k = 0, 1, 2, . . .) 上单独考虑问题. 否则, 当

ω 是有限正数时, 可找到一个最小的正整数 n 使得 nT1 6 ω < (n + 1)T1. 不论哪种情形, 由第 2.1 小

节的讨论知, 在每个形如 [kT1, (k+ 1)T1) 或者 [nT1, ω) 的时间区间上, 可以选择适当的原点 O 使得演

化曲线的支撑函数都有一致的上下界 (2.6), 且对上述的辅助函数 φ(θ, t) 使用极大值原理一样可以得

到估计式 (2.15). 此时利用数学归纳法可证明 (2.15) 对 t ∈ [0, ω) 都成立.

再由条件 (i) 知, 当 u > 1 时, 有 F (u) > F (1)u. F 是取正值的函数, 故

lim
u→+∞

F (u) = +∞.

结合估计式 (2.15), 曲率 κ(·, t) 必有一个与时间无关的上界 M := F−1((L0

2 − δ)C1), t ∈ [0, ω).

由于 F 是凸函数, 利用 Jensen 不等式可得

λ(t) =
1

L(t)

∫ L

0

F (κ)ds =

∫ 2π

0
F (κ) · 1

κdθ∫ 2π

0
1
κdθ

> F

(∫ 2π

0
κ · 1

κdθ∫ 2π

0
1
κdθ

)
= F

(
2π

L(t)

)
.

注意到 L(t) 是递减的, 而 F (u) 是递增的, 因此

F

(
2π

L(t)

)
> F

(
2π

L(0)

)
.

从而存在一个不依赖于时间的正常数 c0 := F ( 2π
L(0) ), 使得当 t ∈ [0, ω) 时总有

λ(t) > c0 > 0.

引理 2.4 存在一个仅与初始曲线 X0 和函数 F 有关但与 ω 无关的正数 m 使得

κ(θ, t) > m (2.16)

对于任意 (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0, ω) 都成立.

证明 当 t ∈ [0, T1) 时, 令

ψ :=
F

△− p
,

其中 △ 是满足 △ > 2p 的正常数. 例如, 可以取 △ = L(0). 直接计算可得

∂ψ

∂t
= F ′κ2

∂2ψ

∂θ2
− 2F ′κ2

△− p

∂p

∂θ

∂ψ

∂θ
− F ′κψ

△− p
+

△F ′κ2ψ

△− p
− λF ′κ2

△− p
+

λψ

△− p
− ψ2

= F ′κ2
∂2ψ

∂θ2
− 2F ′κ2

△− p

∂p

∂θ

∂ψ

∂θ
+

△F ′κ2ψ

△− p
+

(
λ

△− p
− F ′κ

△− p
− λF ′κ2

F
− ψ

)
ψ.

由极限式 (1.16) 知, 存在一个常数 u1 > 0 使得当 u ∈ (0, u1) 时, 有

F ′(u) · u < c0
3
<
λ

3
.

由条件 (iii) 知, 存在一个常数 u2 > 0 使得当 u ∈ (0, u2) 时, 有

F ′(u) · u2

F (u)
<

1

3(△− p)
.
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假如 ψ < min{ c0
3L(0) ,

F (min{u1,u2})
L(0) }, 则 ψ < c0

3L(0) <
λ

3(△−p) 且

F (κ) <
△− p

L(0)
F (min{u1, u2}) < F (min{u1, u2}).

又由于 F (u) 递增, 所以 κ < min{u1, u2}, 这样必有

λ

△− p
− F ′κ

△− p
− λF ′κ2

F
− ψ > 0.

在此情形下, 函数 ψmin(t) := min{ψ(θ, t) | θ ∈ [0, 2π]} 也是递增的. 由抛物方程的极大值原理知,

ψmin(t) > min

{
min

θ∈[0,2π]
ψ0(θ),

c0
3L(0)

,
F (min{u1, u2})

L(0)

}
=: C2.

因此, 对于 (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0, T1) 有

F (κ(θ, t)) > L0

2
C2 > 0, (2.17)

其中 L0 和 C2 都是与时间无关的常数.

通过与引理 2.3 中一样的讨论, 借助数学归纳法可以证明估计式 (2.17) 对所有 t ∈ [0, ω) 都成

立. 由定理 1.1 的条件知, 当 u ∈ (0,+∞) 时, 正函数 F (u) 单调递增 (参见注 1.1), 因此右极限

limu→0+ F (u) > 0 存在. 再由条件 (i) 知, F (u)/u 关于 u 严格递增, 因此必有

lim
u→0+

F (u) = 0. (2.18)

由 (2.17) 立即知道存在一个仅与初始曲线 X0 和函数 F 有关但与 ω 无关的正数 m := F−1(L0

2 C2), 使

得 (2.16) 对于任意 (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0, ω) 都成立.

2.4 全局存在性的证明

曲率函数的一致界限 0 < m 6 κ 6 M 意味着存在与时间无关的常数 Cn 使得在曲率流 (2.1) 之

下有 ∣∣∣∣dnFdun (κ)

∣∣∣∣ 6 C̃n, n = 1, 2, . . . (2.19)

同时存在与时间无关的常数 c1 使得对一切 (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0, ω), 下式都成立:

F ′(κ(θ, t)) > c1. (2.20)

有了这些铺垫就能证明曲率流 (2.1) 的全局存在性.

定理 2.1 曲率流 (2.1) 在时间区间 [0,+∞) 上存在.

证明 假设曲率流 (2.1) 在极大时间区间 [0, ω) 中存在, 其中 ω 是有限正数. 由引理 2.3 和 2.4

知, 曲率 κ 和 F (κ) 在区域 [0, 2π]× [0, ω) 上一致有界. 由下一节的引理 3.1 知, |∂F (κ)
∂θ | 在同一区域一

致有界. 抛物方程的经典理论 [14, 30] 告诉我们, 高阶导数也满足 |∂
kF (κ)
∂θk | 在区域 [0, 2π]× [0, ω) 上一致

有界. 因此存在子列极限

F (κ(θ, ω)) := lim
ti↑ω

F (κ(θ, ti)).
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由 F 的演化方程知,关于时间的导数 ∂F
∂t 在相应的区域上也一致有界. 利用文献 [42]中的方法可以证

明当 t→ ω 时 F (κ(θ, t)) 有极限. 由曲率流 (2.1) 解的存在唯一性定理知, 将此方程对时间积分可得一

条光滑曲线 X(·, ω).
令凸曲线 X(·, ω) 沿着曲率流 (2.1) 演化. 借助流的短时存在性结果, 可以将曲率流 (2.1) 延长至

更大的时间区间 [0, ω + ε) 上, 其中 ε > 0. 这与 ω 的极大性矛盾.

3 收敛性

第 2 节证明了曲率流 (2.1) 的全局存在性. 本节分别给出曲率函数和演化曲线当时间 t 趋于正无

穷大时的收敛性. 以下记下标为相应的偏导数, 如 Fθ = ∂F
∂θ .

3.1 曲率收敛

构造一个函数

Q(θ, t) = F 2(κ(θ, t)) + (Fθ)
2, (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0,∞).

借助这个函数可以作 F 的梯度估计.

引理 3.1 对于函数 Q(θ, t) 有如下的估计:

max
[0,2π]×[0,t]

Q 6 max
{

max
[0,2π]×[0,t]

F 2, max
[0,2π]×{0}

Q
}
, ∀ t ∈ [0,∞). (3.1)

特别地, 存在一个仅依赖于初始曲线 X0 的常数 C > 0, 使得

|Fθ| 6 C, ∀ (θ, t) ∈ [0, 2π]× [0,∞). (3.2)

证明 借助 F 的演化方程, 可得

Qt = 2FF ′κ2(Fθθ + F − λ)

+ 2Fθ

{
F ′′

F ′ κ
2Fθ(Fθθ + F − λ) + 2κFθ(Fθθ + F − λ) + F ′κ2(Fθ + Fθθθ)

}
.

因为 Qθ = 2Fθ(F + Fθθ) 且 Qθθ = 2Fθθ(F + Fθθ) + 2Fθ(Fθ + Fθθθ), 所以上述方程可写为

Qt = F ′κ2Qθθ +

(
F ′′

F ′ κ
2Fθ + 2κFθ

)
Qθ − 2F ′κ2Fθθ(F + Fθθ) + 2FF ′κ2(F + Fθθ)

− 2F ′′

F ′ κ
2(Fθ)

2λ− 4κ(Fθ)
2λ− 2FF ′κ2λ. (3.3)

记 Qmax(t) = Q(θ(t), t). 固定 t0 > 0, 令 σ = maxS1×[0,t0] F
2. 在任何一个时刻 t ∈ [0, t0], 一旦

Qmax(t) > σ, 在点 (θ(t), t) 处就立即有

Qθ = 2Fθ(F + Fθθ) = 0 且 Qθθ 6 0.

由于当 Q(θ(t), t) > σ 时, Fθ(θ(t), t) ̸= 0,于是 F (θ(t), t)+Fθθ(θ(t), t) = 0. 进一步地, κ、λ(t)、F、F ′ 和

F ′′ 都非负. 因此方程 (3.3) 意味着 Qt(θ(t), t) 6 0. 借助极大值原理就有估计 (3.1), 再利用 F 的一致

有界性即得估计 (3.2).
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由于 ∂κ
∂θ = ∂F

∂θ /F
′(κ), 注意到 (2.20) 和 (3.2), 导数 ∂κ

∂θ 在区域 [0, 2π] × [0,∞) 上一致有界, 从而

κ(θ, t)关于 θ 等度连续.由 (2.7)和 (2.16)知曲率函数一致有界, Arzelà-Ascoli定理意味着存在收敛子

列 κ(θ, ti), 其中 ti 趋于正无穷. 下面将证明 κ(θ, t) 实际上收敛于一个正常数
√

π
A .

引理 3.2 当 t→ +∞ 时,

dL

dt
(t) → 0. (3.4)

证明 直接计算可得

d2L

dt2
=

d

dt

[
−

∫ 2π

0

F (κ)dθ +
2π

L(t)

∫ 2π

0

F (κ)

κ
dθ

]
= −

∫ 2π

0

∂F

∂t
dθ +

2π

L

∫ 2π

0

(
1

κ

∂F

∂t
− F

κ2
∂κ

∂t

)
dθ

− 2π

L2

[
−
∫ 2π

0

F (κ)dθ +
2π

L(t)

∫ 2π

0

F (κ)

κ
dθ

] ∫ 2π

0

F (κ)

κ
dθ

= −
∫ 2π

0

F ′κ2
[
F ′ ∂

2κ

∂θ2
+ F ′′

(
∂κ

∂θ

)2

+ F (κ)− λ(t)

]
dθ

+
2π

L

∫ 2π

0

F ′κ

[
F ′ ∂

2κ

∂θ2
+ F ′′

(
∂κ

∂θ

)2

+ F (κ)− λ(t)

]
dθ

− 2π

L

∫ 2π

0

F

[
F ′ ∂

2κ

∂θ2
+ F ′′

(
∂κ

∂θ

)2

+ F (κ)− λ(t)

]
dθ

+
2πλ

L

[ ∫ 2π

0

F (κ)dθ − 2πλ

]
.

借助分部积分可知, 上式右边的每一项都是有界的, 所以 d2L
dt2 有一个与时间无关的上界.

此外, L(t) 是单调递减的, 而且∫ +∞

0

dL

dt
dt = lim

t→+∞
L(t)− L(0) > −L(0),

于是立即可得 (3.4).

引理 3.3 当时间趋于无穷大时, κ(θ, t) 收敛于一个正常数, 即

lim
t→+∞

κ(θ, t) =

√
π

A(0)
. (3.5)

证明 将一致收敛的子列 κ(θ, ti) 代入 L(t) 的演化方程中, 再令 ti 趋于无穷, 并记

lim
ti→+∞

κ(θ, ti) = κ∞(θ),

可得

0 = −
∫ 2π

0

F (κ∞(θ))dθ + 2π

∫ 2π

0
F (κ∞(θ))
κ∞(θ) dθ∫ 2π

0
1

κ∞(θ)dθ
.

由 Andrews 不等式 [3] 的取等情形知 κ∞(θ) 是一个常数.
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将任一演化曲线 X(·, t)平移成为一条包含原点的凸曲线 X̃(·, t),则平移后得到的这些曲线位于有
界区域 B(O, L0

2 ) 中. 由经典的 Blaschke 选择定理 (参见文献 [11, 定理 3.1]) 知 X̃(·, t) 按照 Hausdorff

度量有一个收敛子列, 记为

lim
ti→+∞

X̃(·, ti) := X̃∞(·). (3.6)

由于 X̃(·, ti) 的曲率是 κ(·, ti), 而 κ(·, ti) 一致收敛于常函数 κ∞, 因此 X̃∞(·) 是一个圆周. 由曲率流的

保面积性质可知 κ∞(θ) =
√

π
A(∞) =

√
π

A(0) . 因此子列 κ(·, ti) 当 ti → +∞ 时收敛于常函数
√

π
A(0) . 由

收敛子列的任意性知, 曲率函数有极限 (3.5).

3.2 演化曲线收敛

如果流 (2.1)的速率是指数衰减的,那么演化曲线 X(·, t)当时间趋于无穷时收敛到某个极限圆周.

本文最后来证明这个结论.

引理 3.4 当时间 t 充分大时,
∫ 2π

0
(∂F∂θ )

2dθ 指数衰减.

证明 利用 F 的演化方程直接计算可得

d

dt

(
1

2

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ

)
=

∫ 2π

0

∂F

∂θ

∂2F

∂θ∂t
dθ = −

∫ 2π

0

∂2F

∂θ2
∂F

∂t
dθ

= −
∫ 2π

0

∂2F

∂θ2
F ′κ2

(
∂2F

∂θ2
+ F − λ(t)

)
dθ

= −
∫ 2π

0

F ′κ2
(
∂2F

∂θ2

)2

dθ +

∫ 2π

0

F ′κ2
(
∂F

∂θ

)2

dθ

+

∫ 2π

0

F ′′

F ′ κ
2(F − λ)

(
∂F

∂θ

)2

dθ + 2

∫ 2π

0

κ(F − λ)

(
∂F

∂θ

)2

dθ.

由极限 (3.5) 得

lim
t→+∞

F ′(κ)κ2 = F ′
(√

π

A

)
π

A

以及

lim
t→+∞

(F (κ)− λ(t)) = 0.

于是, 对于任意 ε > 0, 存在 T0 > 0, 使得当 t > T0 时, 有 |F − λ| < ε 且

F ′
(√

π

A

)
π

A
− ε 6 F ′(κ)κ2 6 F ′

(√
π

A

)
π

A
+ ε.

因此, 当 t > T0 时, 有

d

dt

1

2

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ 6 −
(
F ′

(√
π

A

)
π

A
− ε

)∫ 2π

0

(
∂2F

∂θ2

)2

dθ

+

(
F ′

(√
π

A

)
π

A
+ ε

)∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ

+

(
C̃2

c1
M2ε+ 2Mε

)∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ. (3.7)
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利用 Wirtinger 不等式可得 ∫ 2π

0

(
∂2ρ

∂θ2

)2

dθ > 4

∫ 2π

0

(
∂ρ

∂θ

)2

dθ,

因此当 t 充分大时有 ∫ 2π

0

(
∂2F

∂θ2

)2

dθ > (4− ε)

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ. (3.8)

将 (3.8) 代入 (3.7), 可知对充分大的 t 有

d

dt

(
1

2

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ

)
6

(
(ε− 3)F ′

(√
π

A

)
π

A
+ 5ε+

C̃2

c1
M2ε+ 2Mε

)∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ.

选择 ε ∈ (0, 12 ) 充分小使得 5ε+ C̃2

c1
M2ε+ 2Mε < 2F ′(

√
π
A ) π

A . 于是当时间 t 充分大时有

d

dt

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ 6 −F ′
(√

π

A

)
π

A

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ.

因此
∫ 2π

0
(∂F∂θ )

2dθ 当时间 t 充分大时指数衰减.

引理 3.5 当时间充分大时, 曲率流 (2.1) 的速率指数衰减.

证明 一方面, 利用 Sobolev 不等式, 有

|F − λ| 6 1√
2π

(∫ 2π

0

(F − λ)2dθ

) 1
2

+
√
2π

(∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ

) 1
2

.

另一方面, 可作如下估计:∫ 2π

0

(F − λ)2dθ =

∫ L

0

(F − λ)2κds 6M

∫ L

0

(F − λ)2ds

=M

∫ 2π

0

(F − λ)2
L

2π
dξ 6 L

2π
M

∫ 2π

0

(
∂F

∂ξ

)2

dξ

(
置 ξ =

2πs

L

)
=

L

2π
M

∫ L

0

(
∂F

∂s

)2
L2

4π2

2π

L
ds 6 L2

4π2
M2

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ

6 L2
0

4π2
M2

∫ 2π

0

(
∂F

∂θ

)2

dθ.

因为当 t 充分大时
∫ 2π

0
(∂F∂θ )

2dθ 指数衰减, 所以 |F − λ| 也指数衰减.

定理 3.1 在曲率流 (2.1) 之下, 当时间趋于无穷时, 演化曲线收敛成一个圆周.

证明 当时间充分大时, 曲率流 (2.1) 的速率指数衰减, 因此将曲率流方程作积分就得到一条极

限曲线 X∞(·) := X(·, 0) +
∫ +∞
0

∂X
∂t (·, t)dt. 由引理 3.3 知, 极限曲线是一个圆周.

最后, 结合定理 2.1、引理 3.3 和定理 3.1, 可以给出定理 1.1 的证明.

致谢 感谢张运涛副教授对本文的兴趣, 跟他的讨论使本文增色不少. 同时, 非常感谢审稿人对本文的评价意见.
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