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摘要 围绕几何中的双曲性这一重要概念, 本文综述它与流形的基本群和 Euler 示性数等有关方面的

一些最新研究进展.
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1 引言

双曲性是几何学中最重要的概念之一. 由单值化定理可知, 任何一个亏格大于 1 的定向闭曲面

都可以赋予一个常负 Gauss 曲率的 Riemann 度量. 换言之, 绝大部分的定向闭曲面都是双曲的. 另

外, 从群论的角度看, 在 (给定生成元和关系个数的) 有限表现的离散群的集合中, 绝大部分的群都是

(Gromov 意义下的) 双曲群, 参见文献 [14, 15,17].

事实上, 在几何学中, 有各种各样的双曲性概念.

本文先从熟知的 Riemann 几何出发. 如果一个 n 维紧致 Riemann 流形 (M, g) 的截面曲率有一

个负的上界, 即 K 6 −C, C > 0, 则称它是双曲的.

关于双曲 Riemann 流形 (M, g), 我们有一些熟知的结果:

(1) M 的万有覆盖空间微分同胚于 Euclid 空间 Rn (Cartan-Hadamard 定理);

(2) M 的基本群 π1(M) 是双曲群.

由 Cartan-Hadamard 定理可知, (1) 对截面曲率非正 (不需要有负上界) 的流形都成立. 特别地,

(1) 蕴涵了流形 M 的高阶同伦群为 0, 即

πi(M) = 0, i > 2.

受到二维情形启发, Hopf 提出如下猜测:
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猜想 1.1 一个具有负截面曲率的偶数维紧致的 Riemann 流形 (Mn, g) 的带符号的 Euler 示性

数 (signed Euler characteristic) 是正的, 即

(−1)
n
2 χ(Mn) > 0.

当流形维数为 4 时, Chern [9] 证明了上述猜测是对的. 根据 Gauss-Bonnet-Chern 定理, Euler

示性数可以表示成某个曲率函数的积分, 在 4 维正截面曲率或负截面曲率情形, 该曲率函数逐点大

于 0.

当维数大于 4 时, 有例子表明, 即使截面曲率为正, Gauss-Bonnet-Chern 被积项的代数表达式可

能为正, 也可能为负 (参见文献 [10,20]). 所以用直接验证被积函数的符号的方法在维数大于等于 6时

是失效的.

Atiyah [2] 的 L2 指标定理指出,假设有一个无限离散群 Γ作用在非紧流形 X̃ 上, Γ的作用没有不

动点, 使得 X = X̃/Γ 是紧致流形, 并且 Γ 与 X̃ 上某椭圆算子 D̃ : Ẽ → F̃ 交换, 其中 Ẽ 和 F̃ 是 X̃ 上

两个向量丛. 换言之, D̃ 来自于 X 上某椭圆算子 D : E → F 的拉回,

E = Ẽ/Γ, F = F̃ /Γ.

给定 X̃ 一个 Γ 不变的体积元 dµ̃ (来自于 X 上体积元 dµ 的拉回). 记

H(D̃) = ker D̃ ∩ L2, H(D̃∗) = ker D̃∗ ∩ L2,

其中 D̃∗ : F̃ → Ẽ 是 D̃ 的伴随算子. 令 {ϕk}∞k=1 是 H(D̃) 的一组单位正交基, 构造函数

f̃(x̃) =
∑
k

|ϕk(x̃)|2. (1.1)

显然函数 f̃(x̃) 是 Γ- 不变的, 因而 f̃(x̃) 是 X 上某光滑函数 f(x) 的拉回. 定义 H(D̃) 的 Γ- 维数为

dimΓH(D̃) =

∫
X

f(x)dµ. (1.2)

同理可以定义 H(D̃∗) 的 Γ- 维数, 并且定义 D̃ 的 Γ- 指标为

indexΓD̃ = dimΓH(D̃)− dimΓH(D̃∗). (1.3)

Atiyah 的 L2 指标定理指出,

indexΓD̃ = index(D), (1.4)

其中

index(D) = dim(ker(D))− dim(ker(D∗))

是底流形 X 上椭圆算子 D : E → F 的指标.

一个经典情形是 D = d+ d∗, E = Ωeven = ⊕Ω2q 为 X 上偶数次的微分形式丛,

F = Ωodd = ⊕Ω2q+1

为 X 上奇数次的微分形式丛, 此时 index(D) = χ(X). 如果在 X̃ 上有一些消没定理, 则可以期望应用

Atiyah 的 L2 指标定理来计算 X 的 Euler 示性数. 这个方法在 Kähler 双曲情形获得了成功 (参见文
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献 [16]). 不假设 Kähler 条件, 目前仅在特殊情形 (参见文献 [18]) 可以证明当 r 不等于实维数的一半

时, Hr(X̃) = 0, 其中 Hr(X̃) 是 X̃ 上 L2 可积的 r 次调和微分形式.

比 Hopf 猜测更一般的猜测如下 (属于 Singer):

猜想 1.2 任何一个偶数维紧致的 aspherical流形 M (即 πi(M) = 0, i > 2),它的带符号的 Euler

示性数是非负的, 即

(−1)
dimRM

2 χ(M) > 0.

如果一个流形 M 的所有高阶同伦群都为 0,即当 i > 2时, πi(M) = 0,则称它是 aspherical的. 由

Cartan-Hadamard 定理可知截曲率 6 0 的完备流形是 aspherical 的.

下面解释流形的单形体积和极小体积. 设 X 是一个拓扑空间. X 的一个奇异 p 单形就是一个

连续映射: σ : △p → X, 其中 △p ⊂ Rp 是标准的 p 单形. Sp(X) 是 X 中所有奇异 p 单形的集合.

Csing
p (X,Z) 是以 Sp(X) 为基底生成的自由交换群. 有一个自然的边界映射:

∂p : Csing
p (X,Z) → Csing

p−1(X,Z),

∂pσ =

p∑
i=0

(−1)iσ ◦ si,

其中 si : △p−1 → △p 是从标准单形 △p−1 到 △p 的第 i 个面的自然映射. (Csing
∗ (X,Z), ∂) 是 X 的奇

异链复型 (∂2 = 0).

Hsing
p (X,Z) = ker{∂ : Csing

p (X,Z) → Csing
p−1(X,Z)}/∂(Csing

p+1(X,Z))

是 X 的 p次奇异同调群. 如果用实数 R作为系数,可以定义X 的实系数的奇异链复型 (Csing
∗ (X,R), ∂)

以及对应的实系数的奇异同调群 Hsing
∗ (X,R).

定义元素 x =
∑

σ∈Sp(X) cσσ ∈ Csing
p (X,R) 的 l1 范数如下:

∥x∥1 =
∑

σ∈Sp(X)

|cσ|. (1.5)

这诱导了 Hsing
p (X,R) 上一个半范. 对于一个同调 α ∈ Hsing

p (X,R), 半范 ∥α∥1 定义为

∥α∥1 = inf{∥x∥1 : x ∈ Csing
p (X,Z), ∂x = 0, [x] = α}. (1.6)

对于一个定向 n 维流形 M , 基本类 [M ] ∈ Hsing
n (M,Z). 流形 M 的单形体积定义为

∥M∥ := ∥j([M ])∥1, (1.7)

其中 j : Hsing
n (M,Z) → Hsing

n (M,R) 是自然映射.

一个流形 M 的极小体积 min(M) 的定义如下. 对于 M 上所有的截曲率介于 −1 与 1 之间的

Riemann 度量 g, 计算 (M, g) 的体积, 然后取下确界

min(M) := inf{volg(M) : −1 6 Kg 6 1}. (1.8)

下述猜测是很自然的:
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猜想 1.3 任何一个偶数维紧致的 aspherical流形Mn,如果它的单形体积 (simplicial volume)或

极小体积 (minimal volume) 大于 0, 则它的带符号的 Euler 示性数是正的, 即

(−1)
n
2 χ(Mn) > 0.

为了研究负曲率流形, 如果能够 “看到” 它们 (像 Euclid 空间的凸超曲面一样), 将是非常有益的.

但是 Hilbert 等证明了, 即使是二维的单连通的完备非紧的 Gauss 曲率具有负上界的流形也不可能光

滑地等距地嵌入到 R3 中.

另外, 单连通完备常负曲率的 Riemann 流形可以实现为 Minkowski-Lorentz 空间的 (虚) 单位球

(两个连通分支中的一支).

引入如下定义:

定义 1.1 [8] 如果 Riemann 流形 (M, g) 上存在一个光滑的二阶对称协变张量 h 使得

Rijkl = −[hikhjl − hilhjk],

∇ihjk = ∇jhik,
(1.9)

则称 (M, g, h) 为类空流形 (spacelike manifold), 其中曲率张量 Rijkl 的四指标的约定是要求对球面而

言 Rijij > 0 (i ̸= j).

可以证明, 一个紧致的类空流形一定是 aspherical 的. 文献 [8] 证明了 Singer 猜想对类空流形是

对的.

定理 1.1 [8] 设 (Mn, g, h) 为偶数维紧致类空流形, 那么它带符号的 Euler 示性数是非负的, 即

(−1)
n
2 χ(Mn) > 0, 等号成立当且仅当 Mn 的单形体积为 0 或极小体积为 0.

2 复几何中的双曲性

对一个复流形 X,如果它的 Kobayashi拟距离 (pseudo-distance)是一个距离,则称它为双曲的,或

者 Kobayashi 双曲的. X 是双曲的等价于任何从单位圆盘 △ 到 X 的解析族 f : △ → X 都是正规族.

当 X 是紧致复流形时, Brody 证明 X 是双曲的当且仅当不存在从复平面 C 到 X 的非常数的解析映

射 f : C → X (参见文献 [21]). 如下是关于双曲复流形的一个著名猜想:

猜想 2.1 [21] 紧致的双曲的 Kähler 流形 (或射影代数流形) 的典则线丛 (canonical line bundle)

是丰富的.

猜想 2.1 目前还没有解决.

反之, Green 和 Griffiths [13] 及 Lang [22] 猜测, 如果 X 是一般型 (general type) 射影代数流形, 则

X 存在一个真的子族 Y ( X, 使得任何整解析曲线 f : C → X 必须包含在 Y 中. Lang [22] 猜测一个

射影代数流形是双曲的当且仅当它以及它所有的子族都是一般型的.

由 Schwarz 引理可知, 如果该复流形的解析截面曲率有一个负上界, 则该流形一定是双曲的. 下

面的结果是非常引人注目的:

定理 2.1 设 (X, g) 是具有负的解析截面曲率的紧致 Kähler 流形, 则它的典则线丛是丰富的.

当 X 是射影流形时,上述定理是Wu和 Yau [27] 证明的. 一般的 Kähler情形是 Tosatti和 Yang [25]

证明的.

Gromov [16] 引进了关于 Kähler 流形的一个基于拓扑的双曲性概念.
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定义 2.1 [16] 设 (M,ω)是紧致的 Kähler流形,如果在M 的万有覆盖 M̃ 上,将 Kähler形式 ω 拉

回到 M̃ 上的 Kähler 形式 ω̃ 是正合的, ω̃ = dη, 并且 η 是 M̃ 上一个有界的 1- 形式, 则称它是 Kähler

双曲的.

设 (X,ω) 是紧致的 Kähler 双曲流形, 实维数为 n. 在 X 的万有覆盖 X̃ 上, Gromov 证明了如下

结果:

(i) Hr
L2(X̃) = {0}, 对所有 r ̸= n

2 成立;

(ii) Hp,q
L2 (X̃) ̸= {0}, 对所有 p+ q = n

2 成立.

结合 Atiyah 的 L2 指标定理, Gromov 证明了对 Kähler 双曲流形有 (−1)
n
2 χ(X) > 0.

Gromov [16] 提出问题: 是否一个 Kähler 双曲流形的典则线丛是丰富的. 答案是肯定的.

定理 2.2 [6] 一个紧致的 Kähler 双曲流形的典则线丛是丰富的.

定理 2.3 [6] 一个紧致的 Kähler 流形, 如果它同伦于一个具有负截面曲率的 Riemann 流形, 则

它的典则线丛是丰富的.

定理 2.2 和 2.3 中流形的任何复子流形都容许一个具有负常数的 Kähler-Einstein 度量.

定理 2.4 [6] 设 (X,ω)是一个紧致辛流形,它同伦于一个具有负截面曲率的 Riemann流形. 则任

何与 ω 相容的近复结构 J 都是 (Kobayashi) 双曲的, 即任何复平面 C 到 X 的 J- 解析映射都是常值

映射.

Gromov [16] 启发我们有如下问题. 设 M 是一个紧流形, π : M̃ → M 是 M 的万有覆盖, ω 是 M

上一个 2- 形式, 使得 π∗ω 是正合的, 即 π∗ω = dη 对某个 1- 形式 η 成立. 注意到使得 π∗ω = dη 成立

的 1- 形式 η 有很多, 例如 η+ df 也成立, 其中 f 是 M̃ 上任意一个函数. 我们的问题是, 如何在 M̃ 上

找一个新的 1- 形式 η̃ 使得 dη̃ = π∗ω 仍然成立, 但是 η̃ 的增长要慢一些 (或者寻找增长最慢的 η̃).

显然这个问题与 M̃ 的几何有关. 注意到 M̃ 与 M 的基本群 π1(M)是拟等距的, 我们期望研究清

楚 M 的基本群 π1(M) 的几何如何决定最慢增长的 η̃ 的增长阶. 具体见下一节的内容.

3 基本群

一个离散群 G, 如果它有一个表现 G = ⟨S | R⟩, 其中生成元集 S 和关系集 R 都是有限的, 则称

它是有限表现的. 关系集 R 是 S 生成的自由群 F (S) 中的一个子集. 例如, 设 Σg 是亏格为 g 的紧

Riemann 面, 它的基本群记为 π1(Σg) = G, G 有如下表现:

G = ⟨a1, b1, . . . , ag, bg | a1b1a−1
1 b−1

1 · · · agbga−1
g b−1

g ⟩,

其中 |S| = 2g, |R| = 1. 当然, 一个离散群 G 可以有很多不同的表现.

群 G = ⟨S | R⟩ 的 Cayley 图 Γ(G,S) 是一个以 G 中元素为顶点的图, 两个顶点 g1, g2 ∈ G 能够被

一条棱连起来当且仅当 g1 = g2s 对某个 s ∈ S 或 S−1 成立. Γ(G,S) 上的长度度量 dS 就是 G 上的字

度量:

dS(g, e) = min{n | g = s1s2 · · · sn, si ∈ S 或 g = s1s2 · · · sn, si ∈ S−1},

其中 e 是 G 中单位元,

dS(g1, g2) = dS(g
−1
2 g1, e).
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如果群 G 用另一组有限的生成元 S′ 和关系 R′ 来表现 G = ⟨S′ | R′⟩, 则 Cayley 图 Γ(G,S′) 与

Γ(G,S) 是拟等距的, 即存在常数 C > 0 使得

C−1dS(g1, g2) 6 dS′(g1, g2) 6 CdS(g1, g2).

设 w 是自由群 F (S) 中表示 G 中单位元 e 的字 w = s1 · · · sn ∈ F (S). 由定义可知, 存在字 v1,

. . . , vk ∈ F (S) 使得作为 F (S) 中的元, 有

w =
k∏

i=1

viriv
−1
i , ri ∈ R 或 r−1

i ∈ R. (3.1)

定义 w 的面积 Area(w) 为使得上述方程成立的最小的 k:

Area(w) = min

{
k

∣∣∣∣ w =
k∏

i=1

viriv
−1
i , ri ∈ R 或 r−1

i ∈ R

}
. (3.2)

下面关于离散群的等周不等式的定义是很自然的.

定义 3.1 称一个有限表现群 G = ⟨S | R⟩ 满足次数为 p 的等周不等式, 如果存在常数 C > 0 使

得对任何表示 G 中单位元 e 的字 w ∈ F (S), 有

Area(w) 6 CL(w)p. (3.3)

一个离散群 G, 如果它满足线性的等周不等式, 即在 (3.3) 中 p = 1, 则称它为双曲群.

自动群 (automatic groups) 和 CAT(0) 群满足二次的等周不等式 (定义 3.1 中 p = 2). 粗略地, 自

动群是一类使得群的运算能够被自动机 (automata) 所控制的群. 双曲群和映射类群 (mapping class

groups)都是自动群. CAT(0)群是能够真不连续地 (properly discontinously)、余紧地 (cocompactly)等

距作用在 CAT(0) 度量空间上的离散群. 关于自动群, 可参见文献 [3, 11, 24].

离散的 c 类幂零群具有次数为 c+ 1 的等周不等式 (参见文献 [12]). 一个群 G, 如果中心序列

G = G1 ⊃ G2 = [G,G1] ⊃ · · · ⊃ Gk = [G,Gk−1] ⊃ · · ·

满足 Gc+1 = {e}, 则称它是 c 类的幂零群.

为处理上节末提出的问题,我们发现定义 3.1的等周不等式 (3.3)不大适用,需要一个新的更强的

等周不等式.

定义 3.2 [7] 称一个有限表现群 G = ⟨S | R⟩满足次数为 p的径向等周不等式 (radial isoperimetric

inequality), 如果存在常数 C > 0 使得对任意表示了 G 中单位元 e 的字 w = s1 · · · sn ∈ F (S), 有

Area(w) 6 C
n∑

i=1

(dS(w̄(i), e) + 1)p−1, (3.4)

其中 w̄(i) ∈ G 是 w(i) = s1 · · · si ∈ F (S) 在自然商映射 F (S) → G 下的像.

(3.4) 可以推导出 (3.3). 当然, 当 p = 1 时, (3.3) 与 (3.4) 等价.

定理 3.1 [7] 设 M 是紧流形, π : M̃ → M 是它的万有覆盖, ω 是 M 上一个闭的二次微分形式,

使得 π∗ω = dη. 假设 M 的基本群 π1(M) = G 满足次数 p > 1 的径向等周不等式, 则在 M̃ 上存在一

个光滑的 1- 形式 η̃ 使得 π∗ω = dη̃ 并且

|η̃|(x) 6 C(dM̃ (x, x0) + 1)p−1. (3.5)
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证明 定理 3.1 的证明分为如下 4 步.

第 1 步 对于任意 L > 0, 存在 D = D(L), 对于任意 M̃ 中长度 L(α) 6 L 的闭曲线 α, 都有∣∣∣∣ ∫
α

η

∣∣∣∣ 6 D. (3.6)

如果 α 经过一个固定的基本域, 利用 η 的光滑性, (3.6) 很容易得到. 一般情形, 可以选一个 g ∈ G, 使

得 g−1α 经过基本域, 由于 d(η − g∗η) = 0 和 H1(M̃) = 0, 所以有

η − g∗η = df,

所要的结果 (3.6) 来自于 ∫
g−1α

η =

∫
α

g∗η =

∫
α

η + df =

∫
α

η.

第 2 步 我们需要用到一个观察: M̃ 与基本群 G = ⟨S | R⟩ 的 Cayley 图 Γ(G,S) 是拟等距的.

对任何 M̃ 中分段光滑的闭曲线 α, 可以构造一个长度不超过 CL(α) 的字 w ∈ F (S), 它代表的曲

线接近 α, 并且 w 表示了单位 e ∈ G (w 是 Cayley 图中从 e 出发的闭路). 由面积 Area(w) 的定义可

知, w 可以写成

w =
k∏

i=1

viriv
−1
i ,

其中 k = Area(w). 观察到将 η 沿着 viriv
−1
i 代表的闭曲线积分时, vi 和 v−1

i 的贡献相抵消. 这样就有∣∣∣∣ ∫
α

η

∣∣∣∣ 6 C(L(α) + Area(w)). (3.7)

由径向等周不等式 (3.4) 以及 Cayley 图与 M̃ 的拟等距性, 可以证明对任何 (分段光滑) 闭曲线 α, 下

述估计成立: ∫
α

η 6 C

∫
α

(dM̃ (x, x0) + 1)p−1ds. (3.8)

注意, 如果 (3.8) 是对任何曲线成立, 则马上就有 |η| 6 C(1 + d)p−1. 但一般而言, 这是不对的. 为

了使得 (3.8) 对所有曲线都成立, 需要选取一个新的原形式 η̃. 基本的想法是应用 Hahn-Banach 泛函

延拓定理.

第 3 步 将 η 看作定义在某个赋范线性空间的闭子空间上的一个有界线性泛函 L. 为了保证

Hahn-Banach定理延拓出来的泛函是一个具有一定正则性的微分形式 (它及它的外微分都是具有可测

系数的微分形式), 需要在 “曲线的空间” 上使用稍弱一点的范数 (参见文献 [26]):

|c|♭ = inf
D
{∥c− ∂D∥ǧ + ∥D∥g}, (3.9)

其中的下确界是取遍所有的 2- 链 D, 度量 ǧ = (1 + d)2(p−1)g 是原度量 g 的一个共形. 注意

L(c) ,
∫
c

η =

∫
c−∂D

η +

∫
D

ω, (3.10)

这蕴涵了 |L(c)| 6 C|c|♭, 即 L 是有界的.
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由 Hahn-Banach 定理知, 存在有界线形泛函 L̃, 它延拓了 L, L̃ 可以定义在所有的使得 (3.9) 有限

的曲线上. 更进一步地, L̃ 可以被一个具有可测系数的微分形式 η̃ 来表示 (参见文献 [26, 定理 5A]),

并且 π∗ω = dη̃ 在分布的意义下成立, 以及

|η̃|(x) 6 C(dM̂ (x, x0) + 1)p−1, a.e. (3.11)

第 4 步 用热方程去形变 η̃: (
∂

∂t
−△

)
η̃(t) = π∗d∗ω,

η̃(0) = η̃,

(3.12)

其中 −△ = (dd∗ + d∗d) 是 Hodge Laplace 算子.

一个关键观察是 dη̃(t) ≡ ω. 条件 (3.11) 在热方程 (3.12) 下变成逐点的条件:

|η̃|(x, t) 6 C(t)(dM̂ (x, x0) + 1)p−1. (3.13)

取 t = 1, η̃(x, 1) 将满足我们的要求 (3.5). 至此完成了定理 3.1 的证明.

根据 Gromov 的定义, 一个微分形式 ω 是 d̃- 有界, 当且仅当 π∗ω = dη 在万有覆盖 π : M̃ → M

上对某个有界的微分形式 η 成立.

定理 3.2 [7] 令 M 是一个紧流形, 满足

(i) π1(M) 是双曲群;

(ii) π2(M) 是挠群,

则 H2
DR(M) 中每个元素都是 d̃- 有界的.

在定理 3.2中, 如果 M 是 Kähler流形,则它的 Kähler形式一定是 d̃-有界的, 即该流形是 Kähler

双曲的.

类似地, 可以引入 d̃- 线性 (一般地, d̃-p 次) 的微分形式的定义等. 我们对 d̃- 线性的微分形式感

兴趣的原因是, 如果一个紧致的 Kähler 流形的 Kähler 形式是 d̃- 线性的, 则对所有 r ̸= dimRM/2, 有

Hr
L2(M̃) = {0}, 即消没定理仍然成立 (参见文献 [4, 19]). 特别地, 流形 M 的带符号的 Euler 示性数是

非负的, 即

(−1)
dimRM

2 χ(M) > 0.

前面提到, 自动群和 CAT(0) 群满足通常的二次等周不等式. 自动群和 CAT(0) 群事实上满足二

次径向等周不等式, 即满足定义 3.2 中 p = 2 的情形 (参见文献 [7]). 应用定理 3.1, 有如下定理:

定理 3.3 [7] 令 M 是一个紧流形, 使得

(i) π1(M) 是自动群或者 CAT(0) 群;

(ii) π2(M) 是挠群,

则 H2
DR(M) 中每个元素都是 d̃- 线性的.

特别地, 如果定理 3.3 中的流形是 Kähler 的, 则它的 Kähler 形式是 d̃- 线性的, 因此有

(−1)
n
2 χ(Mn) > 0.

最后, 我们对下面的问题很感兴趣. 令 G 是紧 Kähler 流形的基本群, 下列两者之一是否会成立:

(1) G 包含一个正规的无限阶 amenable 子群;
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(2) G 满足二次的径向等周不等式.

考虑上述问题的动机之一是 Cheeger 和 Gromov 证明的定理 (参见文献 [5]): 如果一个紧的 as-

pherical 流形 M 的基本群 π1(M) 包含一个正规的无限阶 amenable 子群, 则流形 M 的 Euler 示性数

是 0.

关于 Kähler 流形基本群的研究, 可参见文献 [1, 23, 28,29].
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