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摘要 时间离散是 Maxwell 方程数值方法研究的重要内容, 涉及方法的稳定性、收敛性、精度和计算

复杂度等. 本文利用 Taylor 多项式逼近理论, 提出了一种时间离散新方法. 该方法的特点是, 显式计

算, 关于时间变量具有任意阶精度, 容易与空间离散方法相结合. 将该方法与空间离散的中心差分方

法结合, 提出求解三维 Maxwell 方程的一种显式有限差分方法, 记为 HAIT-FDTD (high accurate in

time finite difference time domain). 理论分析表明, 新方法的精度关于空间二阶、关于时间 M 阶, 其

中 M 是多项式的次数并且在计算中可以选取任意值.利用 Fourier分析证明了 HAIT-FDTD稳定, 并

且稳定性条件不受 CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) 条件的限制, 同时还分析了数值弥散, 证明了数值

弥散关系式收敛于连续弥散关系式. 数值实验给出了增长因子、数值弥散误差及对一个波导问题的计

算和分析. 计算结果验证了理论分析, 并且发现 HAIT-FDTD 的数值弥散误差小于 Yee 格式和交替方

向隐式时域有限差分方法 (alternating direction implicit finite difference time domain, ADI-FDTD) 的

相应误差; 近似保持能量守恒性和电磁场散度为零的性质; 计算和程序实现简单, 具有 Yee 格式的优

点, 并且时间可以采取大步长, 具有 ADI-FDTD 的特点, 比 ADI-FDTD 更节省 CPU 时间, 适于长时

间计算.

关键词 Maxwell 方程 时域有限差分方法 稳定性 数值弥散 高精度 Taylor 多项式

MSC (2010) 主题分类 65M06, 65M12, 65Z05

1 引言

时域有限差分法 (finite difference time domain, FDTD) 是直接从 Maxwell 方程出发, 由有限差分

方法发展而来的一种求解电磁工程问题的数值方法 (参见文献 [1–5]). FDTD 方法有很多, 其中, 最早

的 Yee 格式是 Yee [6] 在 1966 年利用交错网格技术和中心差分方法提出的一种显式方法. 自从该方法
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提出后, 引起了许多研究工作者的兴趣和研究, 与吸收边界条件 [7–12] 相结合, 被广泛应用于电子和国

防科学与工程中, 成为计算电磁学中一种非常流行和实用有效的方法.

Yee格式二阶精度和条件稳定. 利用 Fourier方法, 文献 [13]证明了 Yee格式条件稳定 (需要满足

CFL条件).利用能量方法,文献 [14–16]证明了 Yee格式关于离散 L2 和 H1 范数二阶收敛. 为了提高

Yee 格式的精度和稳定性, 国内外许多学者做出了努力, 在时间和空间逼近等方面取得了很多和很好

的研究成果 (参见文献 [17–21]、[22–26]和 [27–33]及其引用文献中给出的一些方法等). 例如,文献 [17]

提出了高阶差分方法,其中时间和空间导数采用高阶中心差分公式近似. 文献 [18,19]提出了高阶紧致

差分格式, 其中时间离散利用 Runge-Kutta (RK) 方法. 利用微分方程将时间导数转换成空间导数, 文

献 [20,21]提出了时间和空间均为四阶的显式 FDTD方法. 为了克服 CFL条件对时间步长的限制,利

用交替方向隐式差分方法 [34,35], 文献 [22, 23] 提出了 ADI-FDTD 方法. 利用带权的 Laguerre 多项式

作为逼近时间变量函数的基函数, 文献 [24, 25] 分别提出了一般介质和完美匹配层 (perfectly matched

layer, PML) 介质中 Maxwell 方程的无条件稳定的 FDTD 方法 (weighted Laguerre polynomials finite

difference time domain, WLP-FDTD).利用算子分裂和提高时间精度的误差校正技术,文献 [26]提出了

无条件稳定的二阶分裂 FDTD方法 (splitting-FDTD, S-FDTD).利用算子分裂和对称思想,文献 [27,28]

提出了能量守恒的分裂 FDTD 方法 (energy conserved splitting FDTD, EC-S-FDTD); 文献 [29] 提出

了时间二阶和空间四阶的能量守恒的 FDTD 方法. 利用 Maxwell 方程的辛结构, 文献 [30–33] 提出了

保结构和能量的分裂多辛和辛方法.

时间离散方法不仅涉及格式的逼近精度、稳定性和收敛性, 而且涉及计算复杂性. 在上述 FDTD

方法中, 时间离散方法和稳定性可分为两种: 显式和条件稳定的方法 (如蛙跳方法、Runge-Kutta方法

和高阶中心差分方法), 以及隐式且无条件稳定的方法 (如 ADI-FDTD、EC-S-FDTD、WLP-FDTD 和

辛方法等). 在精度方面, 这些显式时间离散方法的精度大多为二阶和四阶. 隐式方法的精度主要为二

阶, 这是因为隐式方法需要求解方程组, 而且方程中电场和磁场耦合在一起, 使得隐式方法难以与高

阶空间方法相结合. 因此, 研究高精度、稳定性好和计算简单的时间离散方法是一个重要的研究课题,

对于数值求解 Maxwell 方程具有重要的意义和价值.

与上述文献中的时间离散方法不同, 本文提出了 Maxwell 方程的一种新时间离散方法. 该方法从

半离散的 Maxwell 方程出发, 即在交错网格上, 利用中心差分方法离散方程中的空间导数, 保持时间

导数不变, 然后, 利用 Taylor 多项式逼近时间变量函数, 将半离散的微分方程组化为一系列关于求解

Taylor多项式系数的显式迭代公式. 利用这些系数可得到未知函数在任意时间层和任意网格点上的近

似值,从而形成求解 Maxwell方程的一种新的显式 FDTD方法,记为 HAIT-FDTD.在逼近精度上,该

方法关于时间 M 阶精度 (M 为多项式的次数, 且在计算中可任意取值), 关于空间二阶精度. 在稳定

性方面, 通过推导 HAIT-FDTD 的增长因子和数值弥散关系式, 我们证明了该方法稳定, 数值弥散关

系式收敛于理论弥散关系式, 并且发现稳定性条件与 Taylor 多项式的次数有关, 而与 CFL 条件无关.

为了检验 HAIT-FDTD的稳定性和数值弥散,在数值实验中,通过计算增长因子大小和数值弥散误差,

我们验证了 HAIT-FDTD 稳定且不受 CFL 限制, 并且发现该方法比 Yee 格式和 ADI-FDTD 的数值

弥散误差小. 为了验证 HAIT-FDTD 的有效性和二阶收敛性, 我们计算和模拟了一类波导问题. 实验

结果表明: (i) HAIT-FDTD关于空间二阶收敛,计算误差主要由空间离散方法决定; (ii)近似保持波导

问题的能量守恒性和散度为零的物理性质; (iii) 新方法具有 Yee 格式的优点: 显式计算, 实现简单, 可

以采用大时间步长,又具有 ADI-FDTD无条件稳定的特点,并且, HAIT-FDTD比 ADI-FDTD计算简

单, 更节省 CPU 时间.

接下来的内容安排如下: 第 2节详细介绍 HAIT-FDTD方法的构造过程; 第 3节推导新方法的增
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长因子, 证明稳定性; 第 4 节推导数值弥散关系式以及计算数值弥散误差; 第 5 节是数值实验, 通过计

算一个波导问题验证 HAIT-FDTD的稳定性、收敛阶和复杂性, 并考察是否保持散度为零和能量守恒

的物理性质; 第 6 节给出总结和讨论.

2 求解 Maxwell 方程的时间高精度时域有限差分方法

2.1 Maxwell 方程和一些符号定义

为了叙述方便, 考虑如下三维 Maxwell 方程:

ε
∂Ex

∂t
=

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
, ε

∂Ey

∂t
=

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
, (2.1)

ε
∂Ez

∂t
=

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
, µ

∂Hx

∂t
=

∂Ey

∂z
− ∂Ez

∂y
, (2.2)

µ
∂Hy

∂t
=

∂Ez

∂x
− ∂Ex

∂z
, µ

∂Hz

∂t
=

∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x
, (2.3)

其中 Ex、Ey、Ez 和 Hx、Hy、Hz 分别是电场 E = (Ex, Ey, Ez) 和磁场 H = (Hx,Hy,Hz) 的分量, ε

和 µ 分别为介质的介电常数和磁导率. 对于 u = x, y, z, 有

Eu = Eu(x, y, z, t), Hu = Hu(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ Ω, t ∈ (0, T ].

假设问题满足如下理想导体 (perfectly electric conductor, PEC) 边界条件:

n×E = 0, (x, y, z) ∈ ∂Ω, (2.4)

其中 ∂Ω 是 Ω 的边界, n 表示 ∂Ω 的外法线方向, 以及如下初始条件:

E(x, y, z, 0) = (Ex0, Ey0, Ez0), H(x, y, z, 0) = (Hx0,Hy0,Hz0), (2.5)

其中 Eu0 = Eu0(x, y, z), Hu0 = Hu0(x, y, z), u = x, y, z.

不失一般性, 本文假设介质齐次均匀和各向同性, 这时 ε 和 µ 都是常数, Ω = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1].

本文讨论的方法可以推广到其他区域和介质中.

为了定义差分格式, 下面给出剖分节点和差分算子的定义与符号. 采用 Yee 格式中的网格剖分技

术, 将区域 Ω 均匀离散为 6 个与电磁场分量相对应的交错网格 Ωh
Eu
和 Ωh

Hu
(u = x, y, z):

Ωh
Ex

= {(xi+ 1
2
, yj , zk)}, Ωh

Ey
= {(xi, yj+ 1

2
, zk)}, Ωh

Ez
= {(xi, yj , zk+ 1

2
)},

Ωh
Hx

= {(xi, yj+ 1
2
, zk+ 1

2
)}, Ωh

Hy
= {(xi+ 1

2
, yj , zk+ 1

2
)}, Ωh

Hz
= {(xi+ 1

2
, yj+ 1

2
, zk)}.

类似地, 将时间区间 [0, T ] 离散为 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T . 网格剖分中的符号定义为

xi = i∆x, xi+ 1
2
= xi +

1

2
∆x, yj = j∆y, yj+ 1

2
= yj +

1

2
∆y,

zk = k∆z, zk+ 1
2
= zk +

1

2
∆z, tn = n∆t, tn+

1
2 = tn +

1

2
∆t,

xI = 1, yJ = 1, zK = 1, N∆t = T, ∆tn = (∆t)n,
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其中 ∆x、∆y、∆z 是沿 x、y 和 z 方向的剖分步长, ∆t 是时间剖分步长, i、j、k 和 n 为非负整数,

I、J、K 和 N 为正整数.

假设 Fα,β,γ = F (xα, yβ , zγ) 表示网格函数在空间一点处的值, 其中 α 取 i 或 i + 1/2, β 取 j 或

j + 1/2, γ 取 k 或 k + 1/2. 定义中心差分算子 δu (u = x, y, z):

δxFα,β,γ =
Fα+ 1

2 ,β,γ
− Fα− 1

2 ,β,γ

∆x
,

δyFα,β,γ =
Fα,β+ 1

2 ,γ
− Fα,β− 1

2 ,γ

∆y
,

δzFα,β,γ =
Fα,β,γ+ 1

2
− Fα,β,γ− 1

2

∆z
.

2.2 显式时间高精度时域有限差分方法

在上述剖分和差分算子的基础上, 下面构造 (2.1)–(2.5) 的显式时间高精度的时域有限差分方法.

(i) 空间离散. 分别在交错网格 Ωh
Ex
、Ωh

Ey
、Ωh

Ez
、Ωh

Hx
、Ωh

Hy
和 Ωh

Hz
上, 利用空间导数的中心差分

公式, 将 (2.1)–(2.3) 中的 6 个方程离散为如下半离散形式:

ε
∂Ex

∂t

∣∣∣∣
i+ 1

2 ,j,k

= (δyHz − δzHy) |i+ 1
2 ,j,k

, (2.6)

ε
∂Ey

∂t

∣∣∣∣
i,j+ 1

2 ,k

= (δzHx − δxHz) |i,j+ 1
2 ,k

, (2.7)

ε
∂Ez

∂t

∣∣∣∣
i,j,k+ 1

2

= (δxHy − δyHx) |i,j,k+ 1
2
, (2.8)

µ
∂Hx

∂t

∣∣∣∣
i,j+ 1

2 ,k+
1
2

= (δzEy − δyEz) |i,j+ 1
2 ,k+

1
2
, (2.9)

µ
∂Hy

∂t

∣∣∣∣
i+ 1

2 ,j,k+
1
2

= (δxEz − δzEx) |i+ 1
2 ,j,k+

1
2
, (2.10)

µ
∂Hz

∂t

∣∣∣∣
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k

= (δyEx − δxEy) |i+ 1
2 ,j+

1
2 ,k

, (2.11)

其中 Eu |α,β,γ ≈ Eu(xα, yβ , zγ , t) 和 Hu |α,β,γ ≈ Hu(xα, yβ , zγ , t) (u = x, y, z) 分别表示 Eu 和 Hu 在网

格点 (xα, yβ , zγ) 处和时刻 t 的近似值, 它们都是关于时间变量 t 连续的函数.

(ii) 时间离散. 利用 Taylor 多项式逼近, 对 (2.6)–(2.11) 中的时间变量函数在时间层 tn = n∆t

(n > 0) 展成或近似为如下形式:

Ex |i+ 1
2 ,j,k

≈ C0
x
i+1

2
,j,k,n

+ C1
x
i+1

2
,j,k,n

(t− tn)1 + · · ·+ CM
x
i+1

2
,j,k,n

(t− tn)M , (2.12)

Ey |i,j+ 1
2 ,k

≈ C0
y
i,j+1

2
,k,n

+ C1
y
i,j+1

2
,k,n

(t− tn)1 + · · ·+ CM
y
i,j+1

2
,k,n

(t− tn)M , (2.13)

Ez |i,j,k+ 1
2
≈ C0

z
i,j,k+1

2
,n
+ C1

z
i,j,k+1

2
,n
(t− tn)1 + · · ·+ CM

z
i,j,k+1

2
,n
(t− tn)M , (2.14)

Hx |i,j+ 1
2 ,k+

1
2
≈ D0

x
i,j+1

2
,k+1

2
,n
+D1

x
i,j+1

2
,k+1

2
,n
(t− tn)1 + · · ·+DM

x
i,j+1

2
,k+1

2
,n
(t− tn)M , (2.15)

Hy |i+ 1
2 ,j,k+

1
2
≈ D0

y
i+1

2
,j,k+1

2
,n
+D1

y
i+1

2
,j,k+1

2
,n
(t− tn)1 + · · ·+DM

y
i+1

2
,j,k+1

2
,n
(t− tn)M , (2.16)
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Hz |i+ 1
2 ,j+

1
2 ,k

≈ D0
z
i+1

2
,j+1

2
,k,n

+D1
z
i+1

2
,j+1

2
,k,n

(t− tn)1 + · · ·+DM
z
i+1

2
,j+1

2
,k,n

(t− tn)M , (2.17)

其中 Cm
uα,β,γ,n

和 Dm
uα,β,γ,n

(u = x, y, z) 是多项式的系数, m = 0, 1, . . . ,M 表示展开式系数序数或者其

中每一项关于 t 的阶数, M 是多项式的次数 (在计算中, M 的值根据稳定性条件或其他方法确定). 将

近似表达式 (2.12)–(2.17) 代入 (2.6)–(2.11) 中, 比较相应的系数, 得到递推公式:

εCm+1
x
i+1

2
,j,k,n

=
1

m+ 1
(δyD

m
z
i+1

2
,j,k,n

− δzD
m
y
i+1

2
,j,k,n

), (2.18)

εCm+1
y
i,j+1

2
,k,n

=
1

m+ 1
(δzD

m
x
i,j+1

2
,k,n

− δxD
m
z
i,j+1

2
,k,n

), (2.19)

εCm+1
z
i,j,k+1

2
,n

=
1

m+ 1
(δxD

m
y
i,j,k+1

2
,n
− δyD

m
x
i,j,k+1

2
,n
), (2.20)

µDm+1
x
i,j+1

2
,k+1

2
,n

=
1

m+ 1
(δzC

m
y
i,j+1

2
,k+1

2
,n
− δyC

m
z
i,j+1

2
,k+1

2
,n
), (2.21)

µDm+1
y
i+1

2
,j,k+1

2
,n

=
1

m+ 1
(δxC

m
z
i+1

2
,j,k+1

2
,n
− δzC

m
x
i+1

2
,j,k+1

2
,n
), (2.22)

µDm+1
z
i+1

2
,j+1

2
,k,n

=
1

m+ 1
(δyC

m
x
i+1

2
,j+1

2
,k,n

− δxC
m
y
i+1

2
,j+1

2
,k,n

). (2.23)

(iii) 迭代公式 (2.18)–(2.23) 的应用. 为使符号简短, 令 ī = i+ 1/2, j̄ = j + 1/2, k̄ = k + 1/2. 定义

初始迭代值为 C0
xī,j,k,n

= En
xī,j,k

, C0
yi,j̄,k,n

= En
yi,j̄,k

, C0
zi,j,k̄,n

= En
zi,j,k̄

,

D0
xi,j̄,k̄,n

= Hn
xi,j̄,k̄

, D0
yī,j,k̄,n

= Hn
yī,j,k̄

, D0
zī,j̄,k,n

= Hn
zī,j̄,k

,
(2.24)

其中函数值 (En
xī,j,k

, En
yi,j̄,k

, En
zi,j,k̄

) =: En 和 (Hn
xi,j̄,k̄

,Hn
yī,j,k̄

,Hn
zī,j̄,k

) =: Hn (n > 0) 由模型问题的初始

条件或计算过程给出. 另外, (2.18)–(2.23) 中的边界条件由已知边界条件 (2.4) 给出, 即

Cm
xī,j′,k,n

= Cm
xī,j,k′,n

= Cm
yi′,j̄,k,n

= Cm
yi,j̄,k′,n

= Cm
zi′,j,k̄,n

= Cm
zi,j′,k̄,n

= 0, (2.25)

其中 i′ = 0, I, j′ = 0, J , k′ = 0,K 表示边界节点对应的指标.在以下论述中, ī、̄j 和 k̄,以及 i′、j′ 和 k′

的定义与 (2.24) 和 (2.25) 中的符号定义相同. 由 (2.18)–(2.25), 可以求得 Taylor 多项式 (2.12)–(2.17)

的各个系数.

(iv) 差分解的表示. 令 En 和 Hn 表示电场和磁场的近似值, 即

(En
xī,j,k

, En
yi,j̄,k

, En
zi,j,k̄

) ≈ (Ex(xī, yj , zk, t
n), Ey(xi, yj̄ , zk, t

n), Ez(xi, yj , zk̄, t
n)),

(Hn
xi,j̄,k̄

,Hn
yī,j,k̄

,Hn
zī,j̄,k

) ≈ (Hx(xi, yj̄ , zk̄, t
n),Hy(xī, yj , zk̄, t

n),Hz(xī, yj̄ , zk, t
n)).

在 (2.12)–(2.17) 中令 t = tn+1, 得到 tn+1 时刻的近似值 En+1 和 Hn+1:

En+1
x
i+1

2
,j,k

=
M∑

m=0

Cm
x
i+1

2
,j,k,n

∆tm, En+1
y
i,j+1

2
,k
=

M∑
m=0

Cm
y
i,j+1

2
,k,n

∆tm, (2.26)

En+1
z
i,j,k+1

2

=
M∑

m=0

Cm
z
i,j,k+1

2
,n
∆tm, Hn+1

x
i,j+1

2
,k+1

2

=
M∑

m=0

Dm
x
i,j+1

2
,k+1

2
,n
∆tm, (2.27)

Hn+1
y
i+1

2
,j,k+1

2

=
M∑

m=0

Dm
y
i+1

2
,j,k+1

2
,n
∆tm, Hn+1

z
i+1

2
,j+1

2
,k
=

M∑
m=0

Dm
z
i+1

2
,j+1

2
,k,n

∆tm, (2.28)
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其中 n = 0, 1, . . . , N − 1, 系数 C0
u, C

1
u, . . . , C

M
u 和 D0

u, D
1
u, . . . , D

M
u 由 (2.18)–(2.25) 求出. 在初始时刻

n = 0, 初始值 (2.24) 可由初始条件 (2.5) 直接求出, 即

C0
xī,j,k,0

= Ex0(xī, yj , zk), C0
yi,j̄,k,0

= Ey0(xi, yj̄ , zk), C0
zi,j,k̄,0

= Ez0(xi, yj , zk̄),

D0
xi,j̄,k̄,0

= Hx0(xi, yj̄ , zk̄), D0
yī,j,k̄,0

= Hy0(xī, yj , zk̄), D0
zī,j̄,k,0

= Hz0(xī, yj̄ , zk).

这样, 由 (2.18)–(2.25) 和 (2.26)–(2.28) 形成一种求解 Maxwell 方程的方法, 称为时间高精度时域

有限差分方法, 简记为 HAIT-FDTD 方法, 因为这种方法关于时间的逼近具有高阶 (M 阶) 精度.

HAIT-FDTD 的实施步骤如下: 将上述 n = 0 时的初始迭代值代入 (2.18)–(2.25) 和 (2.26)–(2.28),

求出电磁场在 n = 1时刻和各个网格点的值: (E1
xī,j,k

, E1
yi,j̄,k

, E1
zi,j,k̄

)和 (H1
xi,j̄,k̄

,H1
yī,j,k̄

, H1
zī,j̄,k

). 重复上

述过程,可以得到在时间层 n = 2, 3, . . . , N 上的近似值 (En
xī,j,k

, En
yi,j̄,k

, En
zi,j,k̄

)和 (Hn
xi,j̄,k̄

,Hn
yī,j,k̄

, Hn
zī,j̄,k

).

注 2.1 (内存量分析和截断误差) (1) 从 (2.18)–(2.25) 看出, HAIT-FDTD 是显式方法, 因为每

个未知函数展开式的系数由公式直接求出, 不需要解方程组. 但是, 在内存方面, HAIT-FDTD 比 Yee

格式或者 ADI-FDTD 增加 6 个数组, 计算和储存展开系数的值 (见 (2.26)–(2.28)). 在计算量方面,

HAIT-FDTD 比 Yee 格式的计算量增加不多, 因为不需要解方程组, 且主要的计算是加法.

(2) 假设问题的解足够光滑, 由 Taylor 定理可推出 HAIT-FDTD 的截断误差为 O((∆t)M+1 + h2),

其中 h 是空间步长的最大值, M 是多项式的次数. 在实际计算时, M 的值可由稳定性条件确定, 并且

可以令 M 取一个比较大的数值. 这就意味着 HAIT-FDTD 关于时间可达任意阶精度.

3 HAIT-FDTD 方法的稳定性分析

本节用 Fourier 方法推导 HAIT-FDTD 的增长因子, 分析稳定性, 然后数值模拟增长因子, 并与

Yee 格式和 ADI-FDTD 进行比较. 最后给出确定多项式次数 M 的一种方法.

3.1 增长因子推导和稳定性分析

为了使用矩阵表示迭代公式, 定义列向量

En = (En
xī,j,k

, En
yi,j̄,k

, En
zi,j,k̄

)T, Hn = (Hn
xi,j̄,k̄

,Hn
yī,j,k̄

,Hn
zī,j̄,k

)T

为 HAIT-FDTD方法的解,其中 T 为矩阵的转置.首先,我们推导 En、Hn 与 En+1、Hn+1 之间的关

系. 记 Cm = (Cm
xī,j,k,n

, Cm
yi,j̄,k,n

, Cm
zi,j,k̄,n

)T 和 Dm = (Dm
xi,j̄,k̄,n

, Dm
yī,j,k̄,n

, Dm
zī,j̄,k,n

)T 是由 En+1 和 Hn+1

的系数组成的列向量, 它们的定义见 (2.18)–(2.23). 不失一般性, 设多项式的次数 M 为偶数 (M 为奇

数时, 可得到相同的结论). 利用符号 Cm 和 Dm, 将 (2.18)–(2.23) 改写为

Cm+1 =
A

ε(m+ 1)
Dm, Dm+1 =

−A

µ(m+ 1)
Cm, (3.1)

其中 m = 0, 1, . . . ,M − 1 表示函数展开式系数的序数 (不是时间层数), A 是算子矩阵:

A =


0 −δz δy

δz 0 −δx

−δy δx 0

 .
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利用 (3.1), 可推出如下关系式:

Cm+1 =
−A2

µεm(m+ 1)
Cm−1, Dm+1 =

−A2

µεm(m+ 1)
Dm−1. (3.2)

利用 (3.1) 和 (3.2), 方程 (2.26) 和 (2.27) 中 3 个电场分量的表达式可统一写为

En+1 = C0 +C2∆t2 + · · ·+CM∆tM +C1∆t+C3∆t3 + · · ·+CM−1∆tM−1

=

(
I +

−A2∆t2

(
√
µε)22!

+ · · ·+ (−A2)l∆t2l

(
√
µε)2l(2l)!

+ · · ·+ (−A2)M/2∆tM

(
√
µε)MM !

)
C0

+

(
A∆t
√
µε

+
−A3∆t3

(
√
µε)33!

+ · · ·+ (−1)l−1A2l−1∆t2l−1

(
√
µε)2l−1(2l − 1)!

+ · · ·

+
(−A2)(M−2)/2A∆tM−1

(
√
µε)M−1(M − 1)!

)√
µ

√
ε
D0, (3.3)

其中 I 是一个单位矩阵, 维数与矩阵 A 相同, C0 = En 和 D0 = Hn 是每个时间层上的初始迭代值.

为了简化 (3.3), 定义两个多项式:

f1(x) = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ · · ·+ xM

M !
,

f2(x) = x+
x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+ · · ·+ xM−1

(M − 1)!
,

(3.4)

并且记虚单位为 im (i2m = −1), 那么, 等式 (3.3) 两边同乘以
√
ε 后, 得到

√
εEn+1 = f1

(
imA
√
µε

∆t

)√
εEn − imf2

(
imA
√
µε

∆t

)
√
µHn. (3.5)

类似地, 由等式 (2.27) 和 (2.28) 中的磁场分量表示式可推出 Hn+1 的向量表达式:

√
µHn+1 = imf2

(
imA
√
µε

∆t

)√
εEn + f1

(
imA
√
µε

∆t

)
√
µHn. (3.6)

设 En 和 Hn 为 Maxwell 方程的一个调和波解 (或单色波解) 的离散形式:

(En,Hn) = (Ẽ0, H̃0)ξ
ne−im(kxi∆x+kyj∆y+kzk∆z), (3.7)

其中 Ẽ0 和 H̃0 为两个列向量, 定义如下:

Ẽ0 = (Ex0e
− 1

2 imkx∆x, Ey0e
− 1

2 imky∆y, Ez0e
− 1

2 imkz∆z)T,

H̃0 = (Hx0e
− 1

2 im(ky∆y+kz∆z),Hy0e
− 1

2 im(kx∆x+kz∆z),Hz0e
− 1

2 im(kx∆x+ky∆y))T,

Eu0 和 Hu0 (u = x, y, z)表示振幅,是常数值, kx、ky 和 kz 为波矢量 k在 x、y 和 z 方向上的分量, ξ 为

增长因子或稳定因子. 把 (3.7)代入 (3.5)和 (3.6),消去公因子,得到一个关于 Eu0 和 Hu0 (u = x, y, z)

的齐次线性方程组. 该方程组的系数矩阵行列式为零, 求此行列式 (关于 ξ 的多项式) 的根, 得到如下

结论.

定理 3.1 (1) HAIT-FDTD 方法的增长因子是

ξ1 = 1 + η̄0 +
(η̄0)

2

2!
+

(η̄0)
3

3!
+ · · ·+ (η̄0)

M

M !
, (3.8)
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ξ2 = 1− η̄0 +
(η̄0)

2

2!
− (η̄0)

3

3!
+ · · ·+ (−1)M

(η̄0)
M

M !
, (3.9)

其中 η̄0 = imη0, η0 为正数, 定义为

η0 =
∆t
√
µε

√
sin2(kx∆x/2)

(∆x/2)2
+

sin2(ky∆y/2)

(∆y/2)2
+

sin2(kz∆z/2)

(∆z/2)2
.

(2) 当增长因子中的 M 或未知函数展开式中的项数足够大时, HAIT-FDTD 方法稳定.

证明 从 ξ1 和 ξ2 的表达式 (3.8) 和 (3.9) 可以看出, 当 M 趋向于无穷大时, ξ1,2 的模或大小为

|ξ1,2| → | exp(±η̄0)| = | cos(η0)± im sin(η0)| = 1.

从而, 结论 (2) 得证.

注 3.1 (展开项个数或多项式次数的选取) 从增长因子的表达式 (3.8) 和 (3.9) 可以得到一个关

于剖分网格尺寸 ∆t、∆x、∆y、∆z 和多项式次数 M 的不等式:∣∣∣∣1 + η∗ +
η2∗
2!

+
η3∗
3!

+ · · ·+ ηl∗
l!

+ · · ·+ ηM∗
M !

∣∣∣∣ < 1, (3.10)

其中 η∗ (定义如下) 是一个由 η0 的最大值得出的虚数, 可看作 CFL 条件数 Ccfl 的虚倍数:

η∗ = im
2∆t
√
µε

√
1

∆x2
+

1

∆y2
+

1

∆z2
= im2Ccfl.

从条件 (3.10) 可以得到确定多项式次数 M 的一个方法, 步骤如下:

(i) 设给定空间离散步长 ∆x、∆y 和 ∆z, 首先给出时间步长的初始猜测值, 例如, ∆t = T/2, T 是

时间区间的长度.

(ii) 在 M 的一个范围内, 如 6 < M < 100, 判断 M 是否满足条件 (3.10). 如果对于此范围内所有

的 M 都不满足 (3.10), 把时间步长减半, 即 ∆t = ∆t/2.

(iii) 重复过程步骤 (ii), 直到第一对 ∆t 和 M 满足不等式 (3.10) 为止. 这样确定的 ∆ 和 M 可用

于 HAIT-FDTD 方法的计算中.

注 3.2 (ADI-FDTD 和 Yee 格式的稳定性比较) 为了与 ADI-FDTD 方法和 Yee 格式的稳定性

进行比较, 下面列出这两种方法的增长因子.

(i) ADI-FDTD 方法的增长因子 (参见文献 [26]) 为

ξadi1,2 =
1

d2
(d1 ± im

√
d22 − d21), (3.11)

其中 d1 和 d2 是两个常数, 定义为

d1 = 1− ∆t2

µε
a1 −

∆t4

(µε)2
a2 +

∆t6

(µε)3
a3, d2 = 1 +

∆t2

µε
a1 +

∆t4

(µε)2
a2 +

∆t6

(µε)3
a3,

a1 = (ax)
2 + (ay)

2 + (az)
2, a2 = (axay)

2 + (ayaz)
2 + (azax)

2, a3 = (axayaz)
2,

ax =
1

∆x
sin

(
1

2
kx∆x

)
, ay =

1

∆y
sin

(
1

2
ky∆y

)
, az =

1

∆z
sin

(
1

2
kz∆z

)
.

(ii) Yee 格式的增长因子是

ξYee
1,2 = 1− 2

∆t2

µε
a1 ± im

2∆t
√
µε

√
a1

(
1− ∆t2

µε
a1

)
, (3.12)
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其中 a1 与 (3.11) 中的 a1 相同. 从 (3.11) 看出, 对任意 ∆u (u = x, y, z) 和 ∆t, ξadi1,2 的模等于 1, 这说

明 ADI-FDTD 是无条件稳定的. 由 (3.12) 看出, 当 CFL 条件数小于 1 时, 即

Ccfl =
∆t
√
µε

√
1

∆x2
+

1

∆y2
+

1

∆z2
< 1,

ξYee
1,2 的绝对值等于 1. 这说明 Yee 格式满足上述 CFL 条件时稳定 (条件稳定).

从定理 3.1 及 (3.11) 和 (3.12) 看出, HAIT-FDTD 的稳定因子与 Yee 格式以及 ADI-FDTD 的稳

定因子不同, 稳定性与 CFL 条件无关, 只与多项式的次数 M 有关.

3.2 增长因子计算

为了更清楚地理解 HAIT-FDTD 的稳定性及其条件, 下面计算增长因子的大小, 展示增长因子大

小与 M 以及其他因素的关系. 对于波向量 k = (kx, ky, kz), 令

k =
√
(kx)2 + (ky)2 + (kz)2, kx = k cosϕ cos θ, ky = k cosϕ sin θ, kz = k sinϕ,

即 k、ϕ 和 θ 是 k 在球面坐标系中的坐标. 在计算中, 取均匀网格剖分 ∆x = ∆y = ∆z = h, 令

S = c∆t/h (此时 CFL 条件数为 Ccfl =
√
3S), c = 1/

√
µε 为波速, λ 为波长, Nλ = λ/h 为一个波长中

剖分点的个数. 利用上述参数及其之间的关系, (3.8) 中的 η̄0 可写为

η̄0 = η̄0(S, ϕ, θ,Nλ)

= 2imS

√
sin2

(
2π

Nλ
cosϕ cos θ

)
+ sin2

(
2π

Nλ
cosϕ sin θ

)
+ sin2

(
2π

Nλ
sinϕ

)
. (3.13)

由 (3.13)、(3.8) 和 (3.9) 可知, ξ1 和 ξ2 的大小或模相等, 并且都是 S、ϕ、θ、Nλ 和 M 的函数.

图 1给出了M = 15, 20时, |ξ1|−1关于 θ 的变化图形,其中 ϕ = π/3, Nλ = 10, S = 5.2. 从这两条

曲线可以看出, 稳定因子的大小接近于 1, 并且当 M 变大时 |ξ1| 快速趋向于 1. 这说明 HAIT-FDTD

方法稳定, 并且稳定性随 M 增大而变得更好. S = 5.2 说明稳定性不受 CFL 条件限制 (此时, CFL 条

件数约为 9). 图 2 中给出了 |ξ1| − 1 关于 ϕ 的变化曲线图, 从中可以看出类似于图 1 中给出的结论.

|ξ
1
| 

−
 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0

1

2

3

4

5

 θ ( ) 

 

M = 15

M = 20

×10−10

−1

图 1 增长因子大小减去 1 (|ξ1| − 1) 随 θ 的变化规律, 其中 ϕ = π
3
, Nλ = 10, S = 5.2, M = 15,20
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|ξ
1
| 

−
 1

0 50 100 150 200 250 300 350

0

1

2

3

4

5

 φ (度)

×10−10

−1  

 

M = 15

M = 20

图 2 增长因子大小减去 1 (|ξ1| − 1) 随 ϕ 的变化规律, 其中 S = 5.2, θ = π
3
, Nλ = 22, M = 15,20

图 3展示了当 M = 10, 20, 25时 |ξ1| − 1随 Nλ 的变化规律,其中 S = 5.2, ϕ = θ = π/3. 从这三条

曲线看出, 随着 Nλ 由 4 逐渐变大, |ξ1| − 1 逐渐变小. 这就说明随着 M 或 Nλ 的增大, HAIT-FDTD

的稳定性变得越来越好, 并且当 M 比较大时, 粗网格下的情形也是稳定的.

图 4 给出了当 M = 10, 20, 30 时, |ξ1| 随 S 变化规律. 从图中看出, 当这三种情形中的最大 CFL

条件数分别取为 4
√
3、10

√
3 和 16

√
3 时, 稳定因子的大小仍然接近于 1. 这意味着当 M 比较大时, S

的取值可以比较大. 这说明 HAIT-FDTD 的稳定性不受 CFL 条件限制.

4 5 6 7 8 9 10

 N
λ

 

 

|ξ
1
| 

−
 1

×10−3
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0

−0.4

−0.2

0.6
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0.4

M = 25

M = 20

M = 10

图 3 增长因子大小减去 1 (|ξ1| − 1) 随 Nλ 的变化规律, 其中 S = 5.2, ϕ = π
3
, θ = π

3
, M = 10,20,25
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|ξ
1
|

M = 30
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图 4 增长因子大小 |ξ1| 随 S 的变化规律, 其中 θ = ϕ = π
3
, Nλ = 10,M = 10,20,30
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4 HAIT-FDTD 的数值弥散分析

为了研究 HAIT-FDTD的角频率、波速和波数之间的关系 (称为数值弥散关系)以及数值波速和真

实波速之间的误差 (称为数值弥散误差),下面推导 HAIT-FDTD的数值弥散关系式,并与 ADI-FDTD

和 Yee 格式的结论进行比较.

4.1 数值弥散关系式

假设一个离散的调和波为

En = Ẽ0e
im(ωn∆t−kxi∆x−kyj∆y−kzk∆z),

Hn = H̃0e
im(ωn∆t−kxi∆x−kyj∆y−kzk∆z),

其中向量 Ẽ0、H̃0 和 (kx, ky, kz)的定义见 (3.7), ω 是角频率.把 En 和 Hn 代入 HAIT-FDTD的等价

形式 (3.5) 和 (3.6), 消去公共因子, 得到关于 Eu0 和 Hu0 (u = x, y, z) 的一个线性方程组. 此方程组有

非零解, 计算系数矩阵的行列式, 得到

sin2(ω∆t) = (c∆t)2
(
sin2( 12kx∆x)

( 12∆x)2
+

sin2( 12ky∆y)

( 12∆y)2
+

sin2( 12kz∆z)

( 12∆z)2

)
(1 + δ), (4.1)

其中 δ = T1 + T2 + T3 + T4 是一个正数, Ti (i = 1, 2, 3, 4) 的定义为

T1 =
η̄20
3!

+
η̄40
5!

+ · · ·+ η̄M−2
0

(M − 1)!
, T2 =

η̄20
4!

+
η̄40
6!

+ · · ·+ η̄M−2
0

M !
,

T3 =

(
η̄0
2!

+
η̄30
4!

+
η̄50
6!

+ · · ·+ η̄M−1
0

M !

)2

, T4 =

(
η̄20
3!

+
η̄40
5!

+
η̄60
7!

+ · · ·+ η̄M−2
0

(M − 1)!

)2

.

上式中, M 为偶数 (当 M 为奇数时, Ti 表达式中的最后一项做相应调整,将 M 改为 M −1或 M +1),

对于 m = 1, 2, . . . ,M − 1, η̄m0 = (η̄0)
m, η̄0 的定义见 (3.8). 由 (4.1) 可得到如下结论.

定理 4.1 HAIT-FDTD 的数值弥散关系式是 (4.1), 当网格剖分步长 ∆t 和 ∆u (u = x, y, z) 趋

于零以及 M 趋于无穷大时, 该关系式收敛于连续情形下的弥散关系式: ω2 = (ck)2.

证明 在下面的证明中,设M 为偶数,对于M 是奇数的情形,可类似证明. 由 η̄0的定义 (见 (3.8))

和极限公式 limx→0 sin(x)/x = 1 可知, 当 ∆t 和 ∆u (u = x, y, z) 趋于 0 时,

η̄0 = imη0 = O(∆t) → 0.

下面证明, 当 η̄0 → 0 和 M → ∞ 时, δ → 0. 注意到

T1 = − 1

3!
η20 +

1

5!
η40 + · · ·+ (−1)k

(2k + 1)!
η2k0 + · · ·+ (−1)

M−2
2

1

(M − 1)!
ηM−2
0

=
1

η0

(
η0 −

1

3!
η30 + · · ·+ (−1)k

(2k + 1)!
η2k+1
0 + · · ·+ (−1)

M−2
2

1

(M − 1)!
ηM−1
0 − η0

)
→ 1

η0
(sin(η0)− η0), M → ∞. (4.2)

所以, 当 ∆t → 0、∆u (u = x, y, z) → 0 和 M → ∞ 时, η̄0 → 0, T1 → 0. 类似地,

T2 = − 1

4!
η20 +

1

6!
η40 + · · ·+ (−1)k−1

(2k)!
η2k−2
0 + · · ·+ (−1)

M
2 −1 1

(M)!
ηM−2
0
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= − 1

η20

(
1− η20

2!
+

1

4!
η40 + · · ·+ (−1)k

(2k)!
η2k0 + · · ·+ (−1)

M
2

1

M !
ηM0 − 1 +

η20
2

)
→ − 1

η20

(
cos(η0)− 1 +

η20
2

)
, M → ∞. (4.3)

因此, 当 ∆t → 0、∆u (u = x, y, z) → 0 和 M → ∞ 时, 由 L’Hospital 法则可知, T2 → 0. 由 T1 → 0 和

T4 = (T1)
2 推出 T4 → 0. 下面考虑 T3. 由 T2 的表达式可知,

T3 =

(
η̄0
2!

+ η̄0

(
η̄20
4!

+ · · ·+ η̄2k−2
0

(2k)!
+ · · ·+ η̄M−2

0

(M)!

))2

=

(
η̄0
2!

+ η̄0T2

)2

→ 0, η̄0 → 0. (4.4)

综上可得, 当 ∆t → 0、∆u (u = x, y, z) → 0 和 M → ∞ 时, δ → 0, 并且数值弥散关系式 (4.1) 收

敛于连续弥散关系式: ω2 = (k2x + k2y + k2z)(µε).

注 4.1 (比较 Yee 格式和 ADI-FDTD 的数值弥散关系式) (i) Yee 格式的数值弥散关系式 [1] 是

sin2
(
1

2
ω∆t

)
= (c∆t)2

(
sin2( 12kx∆x)

∆x2
+

sin2( 12ky∆y)

∆y2
+

sin2( 12kz∆z)

∆z2

)
. (4.5)

(ii) ADI-FDTD 的数值弥散关系式 [26, 36] 是

sin2
(
1

2
ω∆t

)
(1 + (c∆t)6a3) = (c∆t)2(a1 + (c∆t)2a2) cos

2

(
1

2
ω∆t

)
, (4.6)

其中 a1、a2 和 a3 与 (3.11) 中的符号定义相同. 从 (4.1)、(4.5) 和 (4.6) 看出, HAIT-FDTD 的数值弥

散关系式与 Yee 格式和 ADI-FDTD 的数值弥散关系式不同, 与 M 有关. 数值弥散关系式反映了数值

弥散误差, 下面具体计算这种误差.

4.2 数值弥散误差的计算

数值弥散误差由波速 vp 和理论光速 c 的比值 vp/c 刻画, 其大小可用下列公式 (参见文献 [20])

求出:

vp
c

=
Nλ

2πS
· arctan Im(ξ)

Re(ξ)
,

其中 ξ 是增长因子, S 和 Nλ 的定义见 (3.13), Im(ξ) 和 Re(ξ) 分别为 ξ 的虚部和实部. 从增长因子的

表达式 (3.8)、(3.11)和 (3.12)可以看出, HAIT-FDTD的数值弥散误差 vp/c为变量 S、Nλ、θ、ϕ和 M

的函数, ADI-FDTD 和 Yee 格式 (在以下论述中记为 Yee-FDTD) 的数值弥散误差是 S、Nλ、θ 和 ϕ

的函数. 下面画出这些误差关于其中一个变量的变化曲线图.

图 5 给出了在 ϕ = π/3、Nλ = 20、S = 0.5 和 M=20 情形下, HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee

格式的波速比 vp/c 关于 θ 的变化规律, 其中选取 S = 0.5 是为了满足 Yee 格式的稳定性条件. 从图形

看出, HAIT-FDTD 的数值弥散误差小于其他两种方法的数值弥散误差.

类似地,图 6给出了在 θ = π/3、Nλ = 40、S = 0.5和M = 20下这三种格式的波速比 vp/c关于 ϕ

的变化规律. 图形显示了同样的结果.

图 7 给出了在 θ = ϕ = π/3、S = 0.5 和 M=20 情形下 vp/c 关于 Nλ 的变化规律. 从图形看出,

HAIT-FDTD 的数值弥散误差小于 ADI-FDTD 和 Yee 格式的数值弥散误差.
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图 8 给出了在 θ = ϕ = π/6、Nλ = 40 和 M = 20 条件下 vp/c 关于 S 的变化规律. 从图形看出,

随着 S 的变大, HAIT-FDTD 的数值弥散误差变化稳定, 且都远小于 ADI-FDTD 和 Yee 格式的数值

弥散误差.

图 9 展示了 HAIT-FDTD 的比值 vp/c 关于 Taylor 多项式次数 M 的变化曲线. 图形显示, 当 M

从 2 变到 20 的过程中, 数值弥散误差迅速减小, 然后变大并从 M = 4 开始比值趋于稳定. 这符合

HAIT-FDTD 的特点: 当 M > 4 时, 截断误差主要取决于空间离散的误差.
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图 5 三种格式的数值弥散误差随 θ 的变化规律, 其中 ϕ = π
3
, Nλ = 20, S = 0.5, M = 20
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图 6 三种格式的数值弥散误差随 ϕ 的变化规律, 其中 θ = π
3
, Nλ = 40, S = 0.5, M = 20
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图 7 三种格式的数值弥散误差随 Nλ 的变化规律, 其中 S = 0.5, θ = ϕ = π
6
, M = 20
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图 9 HAIT-FDTD 的数值弥散误差随 M 的变化规律, 其中 θ = ϕ = π
3
, S = 5.2, Nλ = 20

5 数值实验

本节求解一个真解已知的波导问题, 验证 HAIT-FDTD 的有效性, 证实关于稳定性和收敛阶的

分析, 并检验是否保持波导问题的两个物理性质: 能量守恒性和散度为零, 同时, 给出与 Yee 格式

(Yee-FDTD) 和 ADI-FDTD 的比较.

考虑齐次、均匀和各向同性介质中的方程 (2.1)–(2.3), ε = µ = 1, 区域 Ω = [0, 1]3, Ω 的边界为理

想导体 (PEC), 初始条件由下列真解在 t = 0 时给出:

Ex = cos(
√
3πt) cos(πx) sin(πy) sin(πz),

Ey = −2 cos(
√
3πt) sin(πx) cos(πy) sin(πz),

Ez = cos(
√
3πt) sin(πx) sin(πy) cos(πz),

Hx = −
√
3 sin(

√
3πt) sin(πx) cos(πy) cos(πz),

Hy = 0,

Hz(t) =
√
3 sin(

√
3πt) cos(πx) cos(πy) sin(πz).

令 t = tn 时刻真解在交错网格上的值为 E(tn) 和 H(tn), 由 HAIT-FDTD 和 ADI-FDTD 求出的

近似解为 En 和 Hn, 由 Yee格式计算出的近似解为 En 和 Hn+ 1
2 , 在 t = tn 时, Yee-FDTD的磁场近
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似值 Hn 由 (Hn+1/2 +Hn−1/2)/2 给出. 近似解在离散 L2 范数下的相对误差为

Err(En,Hn) =
∥(En,Hn)∥

∥(E(tn),H(tn))∥
,

其中 En = E(tn) − En, Hn = H(tn) − Hn 为误差向量. ∥ · ∥ 的定义如下: 对于定义在网格 Ωh
Eu
和

Ωh
Hu
上的函数 Fu 和 Gu (u = x, y, z), 向量函数 F = (Fx, Fy, Fz) 和 G = (Gx, Gy, Gz) 的 L2 范数为

∥(F ,G)∥2 = ∥F ∥2 + ∥G∥2,

其中

∥F ∥2 =
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

K−1∑
k=0

ε((Fxī,j,k
)2 + (Fyi,j̄,k

)2 + (Fzi,j,k̄)
2)∆x∆y∆z,

∥G∥2 =
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

K−1∑
k=0

µ((Gxi,j̄,k̄
)2 + (Gyī,j,k̄

)2 + (Gzī,j̄,k)
2)∆x∆y∆z.

5.1 模拟稳定性不受 CFL 条件限制

选取空间步长 ∆x = ∆y = ∆z = h = 0.02, 时间步长为 ∆t = τ = 0.0625、τ/2 和 τ/4, M = 47,

60, 90, 由 HAIT-FDTD 计算模型问题在 t = 1 时刻的解, 近似解的误差如下表所示.

在表 1 中, ∆t = 0.0625 和 M = 47 由准则 (3.10) 自动给出, 其他的 ∆t 和 M 的取值是手动选取

的. 从表 1 中的数据可以看出, HAIT-FDTD 的稳定性不受制于 CFL 条件. 例如, ∆t = 0.0625, 0.03125

时, CFL 条件数 Ccfl ≈ 5.4, 2.7, 均超出了 CFL 条件: Ccfl < 1. 从表中的数据还可以看出, 当 M 由 47

变为 60 和 90, 或者 ∆t 由 0.0625 变为 0.03125 和 0.015625 时, HAIT-FDTD 的近似解的相对误差几

乎不变. 这符合 HAIT-FDTD 方法的截断误差 O(∆tM +∆x2 +∆y2 +∆z2), 当 M 比较大时, 时间离

散误差非常小, 截断误差取决于空间离散误差.

5.2 收敛阶计算

为了计算 HAIT-FDTD 关于空间的收敛阶, 并且与 ADI-FDTD 和 Yee 格式的收敛阶比较, 我们

统一选取空间步长 h 为 0.04、0.02 和 0.01, 时间步长的选取与空间步长和格式有关, 即 Yee-FDTD 的

时间步长取为 ∆t = h/2, ADI-FDTD的时间步长取为 ∆t = 1.2h, HAIT-FDTD的时间步长和 M 的取

值见表 2.

表 3给出了在 t = 1时, HAIT-FDTD、ADI-FDTD和 Yee-FDTD近似解的相对误差和收敛阶. 从

表中的数据看出, HAIT-FDTD 与其他两种 FDTD 方法都是二阶收敛, 符合理论分析的结果.

表 1 在时间 t = 1 时刻 HAIT-FDTD 近似解的相对误差, 其中 h = 0.02

∆t = 0.062500 ∆t = 0.031250 ∆t = 0.015625

M = 47 8.950299104232E−4 8.950299104232E−4 8.950299104232E−4

M = 60 8.950299104232E−4 8.950299104232E−4 8.950299104232E−4

M = 90 8.950299104232E−4 8.950299104232E−4 8.950299104232E−4
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表 2 HAIT-FDTD 的时间步长 ∆t 和多项式次数 M 的取值

∆x = ∆y = ∆z = h 0.04 0.02 0.01

∆t 0.12500 0.06250 0.03125

M 47 47 47

表 3 HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 的相对误差和收敛阶

h HAIT-FDTD 收敛阶 ADI-FDTD 收敛阶 Yee-FDTD 收敛阶

0.04 3.58E−3 6.29E−3 9.41E−4

0.02 8.95E−4 1.99 1.57E−3 1.99 2.29E−4 2.03

0.01 2.23E−4 1.99 3.96E−4 1.99 5.66E−5 2.01

5.3 模拟能量守恒性

根据 Poynting 能量守恒定理, 波导问题的真解 (E(t),H(t)) 满足下列恒等式:

∥(E(t),H(t))∥2 := ∥E(t)∥2 + ∥H(t)∥2 = ∥E(0)∥2 + ∥H(0)∥2, ∀ t > 0, (5.1)

其中 ∥ · ∥ 为 Sobolev 空间 L2(Ω) 的范数. 为了验证 HAIT-FDTD 是否保持这一物理性质, 我们计算

在 t = tn 时的电磁场能 ∥(En,Hn)∥ (定义见 (5.1)), 然后与 t = 0 时刻的能量 ∥(E0,H0)∥ 比较, 检验

是否满足 (5.1) 的离散形式: ∥(En,Hn)∥ = ∥(E0,H0)∥.
表 4 列出了 HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 的解在时刻 T = 4 和 T = 8 时的能量, 以

及与初始能量 ∥(E0,H0)∥ 的差, 其中空间步长取相同的值, ∆x = ∆y = ∆z = 1/50, ADI-FDTD 的

时间步长为 ∆t = 1/50, Yee 格式的时间步长为 ∆t = 1/100, HAIT-FDTD 的时间步长和展开项的个

数分别为 ∆t = 1/16 和 M = 47. 从表 4 中的数据可以看出, HAIT-FDTD 近似保持能量守恒性, 并

且明显好于 ADI-FDTD 和 Yee-FDTD. 严格地说, ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 不是守恒型格式. 例如,

ADI-FDTD 的数值能量恒等式 (参见文献 [37]) 含有一些电场和磁场关于空间差商的摄动项, 这些摄

动项导致能量差变大. Yee-FDTD的计算结果差的部分原因是由 (H l−1/2+H l+1/2)/2近似代替H l 引

起的.

5.4 模拟散度为零的性质

在考虑的模型问题中,电磁场具有散度为零的性质,即对于任意 t > 0,有∇·E(t) = 0, ∇·H(t) = 0.

为了观察 HAIT-FDTD是否具有这一性质, 我们计算近似解 En 和 Hn 的下列能量模范数 (称为散度

误差):

∥∇h ·En∥ = ∥δxEn
x + δyE

n
y + δzE

n
z ∥, ∥∇h ·Hn∥ = ∥δxHn

x + δyH
n
y + δzH

n
z ∥.

在 ADI-FDTD、Yee-FDTD和 HAIT-FDTD的计算中,选取相同的空间步长: ∆x = ∆y = ∆z = h

= 0.04, 它们的时间步长分别为 ∆t = 1.2h、∆t = 0.5h 和 ∆t = 0.0625 = 1.5125h, 并且令 M = 47. 记

录这三种 FDTD 方法在 T = tn = n∆t = 8 时刻的散度误差, 计算结果见表 5.

从表 5 中的数据可以看出, ADI-FDTD、Yee-FDTD 和 HAIT-FDTD 的散度误差都很小, 接近机

器误差. 这说明这三种格式比较好地保持了散度为零的物理性质.
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表 4 HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 给出的能量 ∥(En,Hn)∥ 以及与初始能量的差
能量 \ 格式 HAIT-FDTD ADI-FDTD Yee-FDTD

∥(En,Hn)∥ |T=4 0.866025 5.101375 0.866022

∥En,Hn)∥ |T=8 0.866025 8.780704 0.866015

∥(En,Hn)∥ |T=4 − ∥(E0,H0)∥ 1.11E−16 4.24 −3.14E−6

∥(En,Hn)∥ |T=8 − ∥(E0,H0)∥ 2.13E−16 7.91 −1.08E−5

表 5 HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 近似解的散度误差

Scheme\Error ∥∇h ·En∥ ∥∇h ·Hn∥

HAIT-FDTD 1.22E−13 1.29E−13

ADI-FDTD 2.02E−13 1.84E−13

Yee-FDTD 5.92E−14 6.17E−14

5.5 长时间计算和 CPU 时间

应用 HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 计算从 t = 0 到 t = 8 不同时刻的相对误差, 记录

t = 8 时耗用的 CPU 时间, 其中空间步长相同, 均为 ∆x = ∆y = ∆z = h = 0.04, HAIT-FDTD 的时

间步长为 ∆t = 1/16 = 0.0625, M = 47, ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 的时间步长分别为 ∆t = 0.01 和

∆t = 0.005, 计算结果见图 10 和表 6.

图 10画出了在时间区间 [0, 8]中,相对误差关于时间的变化曲线.从这三条曲线看出,在长时间计

算和选取时间大步长的情形下 (HAIT-FDTD 的时间步长分别等于 ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 的时间

步长的 6.25和 12.5倍, CFL条件数大于 2.7), HAIT-FDTD运行良好,并且计算误差接近于 Yee-FDTD

的误差, 但小于 ADI-FDTD 的误差. 这符合 HAIT-FDTD 时间高精度和无条件稳定的特点, 同时也说

明 HAIT-FDTD 适于长时间的计算.

表 6 列出了在 t = 8 时刻, HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee 格式所耗用的计算时间 (单位为

秒). 从表 6 中数据看出, HAIT-FDTD 所耗用的 CPU 时间接近于 Yee-FDTD 的计算时间, 但远远小

于 ADI-FDTD 的计算时间. 在 HAIT-FDTD 的计算中, 尽管每一时间层需要很多次迭代来计算多项

式的系数, 但是, 由于迭代方法是显式的, 主要的运算是加法, 所以, 较大的 M 值并没有带来过多的工

作负担.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.005

0.010

0.015

 T

 

 

ADI−FDTD, ∆t = 1/200  

Yee−FDTD, ∆t = 1/100  

HAIT−FDTD, ∆t = 1/16  

图 10 HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 在不同时刻下的相对误差

1155



石仁刚等: Maxwell 方程的一种显式时间高精度有限差分方法

表 6 在 T = 8 时, HAIT-FDTD、ADI-FDTD 和 Yee-FDTD 耗用的 CPU 时间

格式 ∆t CPU 时间 (秒)

HAIT-FDTD ∆t = 0.0625,M = 47 405.9

ADI-FDTD ∆t = 0.0100 2778.2

Yee-FDTD ∆t = 0.0050 384.9

表 7 当 T = 1、h = 0.02 和 ∆t = h/2 时, 不同的 M 取值下, HAIT-FDTD 的相对误差

多项式阶数 M = 2 M = 3 M = 17 M = 37 M = 47

误差 4.7E+7 8.94E−4 8.95E−4 8.95E−4 8.95E−4

CPU 时间 8.20 27.88 66.67 145.12 183.07

注 5.1 (不同 M 的取值下的误差和 CPU时间) 表 7给出了在小时间步长、∆t = 0.01、h = 0.02

和手动选取不同 M 的情形下, HAIT-FDTD 的相对误差和 CPU 时间. 从表中可以看出, 当 M 由

3 逐渐变大时, HAIT-FDTD 的误差变化不大, 这说明 M 的大小对误差的影响较小, 同时 M 的增大

没有对 CPU 时间带来非线性的增长. 另外, 从表 3 和 7 看出, 当时间步长变小时, HAIT-FDTD 的

误差与 Yee-FDTD 仍然同阶, 误差系数比 Yee-FDTD 的误差系数大. 但是, 对于耗散问题, 计算发现

HAIT-FDTD 误差比 Yee-FDTD 的小, 详细的讨论在此省略.

6 总结和讨论

利用 Taylor多项式逼近和多项式理论,本文提出了离散 Maxwell方程时间变量的一种新方法. 将

新方法与空间离散的中心差分方法结合,我们提出了三维Maxwell方程的一种新有限差分方法 (HAIT-

FDTD).该方法显式计算,关于空间二阶精度,关于时间可达任意阶精度.通过 Fourier方法,我们研究

了稳定性和数值弥散, 证明了当 Taylor 多项式的次数 M 或展开式的项数足够大时, HAIT-FDTD 稳

定, 并给出了确定 M 的一种方法. 数值实验验证了稳定性和数值弥散分析, 并发现 HAIT-FDTD 的

数值弥散误差小于 Yee 格式和 ADI-FDTD 的相应误差. 在模拟一个波导问题的实验中, 我们验证了

HAIT-FDTD 的有效性、收敛阶和不受 CFL 条件限制的稳定性, 同时发现 HAIT-FDTD 能够保持波

导问题的能量守恒性和电磁场散度为零的物理性质, 适于长时间计算, 兼具 Yee 格式的优点 (显式计

算, 易于实现和编程) 和 ADI-FDTD 方法的优点 (无条件稳定).

HAIT-FDTD 是一种新 FDTD 方法, 关于这种方法研究刚刚开始, 有很多工作和问题需要完成与

探讨. 例如,如何把 HAIT-FDTD方法与吸收边界条件结合,求解无界问题和散射问题,如果事先给定

∆t, 如何确定一个最优的 M , 使得计算稳定且具有比较小的舍入误差等问题. 同时, 本文的时间离散

方法容易与高阶空间离散方法结合, 这些方法也可用于其他发展方程的数值求解问题.

致谢 审稿人给本文提出了许多好的意见和建议, 为文章的修改和完善做出了很多工作, 在此表示衷心感谢.
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An explicit finite difference time domain method with high
order accuracy in time for Maxwell’s equations

Ren’gang Shi & Liping Gao

Abstract Time discretization is an important research topic, concerning with stability, convergence, accuracy
and computational complexity. In this paper, a new explicit time marching method with any high accuracy and
ease of combining with spatial discretization methods is proposed. By this method and central difference methods
an explicit finite difference time domain method (called HAIT-FDTD) for three dimensional Maxwell’s equations
is proposed and shown to be second order accurate in space and M -th order in time, where M is polynomial degree
and can be chosen to be any integer greater than three. By Fourier method it is proved that HAIT-FDTD is
stable, and independent of the CFL number when M is large enough, and that the numerical dispersion relation
of HAIT-FDTD converges to the one in theory. Numerical experiments to compute amplification factors and
numerical dispersion error, and to solve a wave guide problem are carried out. Experimental results confirm the
analysis in theory and show that HAIT-FDTD has the following advantages: (i) numerical dispersion error is less
than that of Yee scheme and ADI-FDTD; (ii) it is approximately energy conserving and divergence free; (iii) it
has the merits of Yee scheme and ADI-FDTD such as easy implementation and taking relatively large step size;
(iv) it is efficient in a long time computation and it saves much CPU time than ADI-FDTD.
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