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月面应急直接上升交会轨迹快速规划方法
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摘　　　要：当月面探测器出现某些突发状况而需要返回环月轨道器或地球时，上升器需具备

自主规划出合适的应急上升交会轨迹的能力。以上升交会时间最短为目标函数，基于序列二阶锥规

划方法，建立直接上升交会轨迹优化模型，并构建求解直接上升交会轨迹优化问题的凸优化算法。

为提高计算效率，对内点法进行定制化改进，主要改进有：线性方程组求解过程定制化改进；内点

法热启动；二阶锥规划子问题求解精度动态调整。仿真结果表明：所提月面应急上升交会轨迹优化

方法可实现上升器的快速上升交会。与采用通用内点法求解器的传统序列二阶锥规划方法相比，在

求解精度不变的情况下，所提的序列二阶锥规划问题求解加速方法可达到 9.5 倍左右的加速比。综

合运用所提方法，有望实现月面上升器的自主在线轨迹规划。
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随着科学技术的发展，人类对于太空的探索愈

加频繁，实施月球探测工程具有经济、科技和国家

发展战略等方面的重大意义[1]。由于月面工作环境

较为恶劣，探测器在进行采样或探测活动时可能会

出现某些突发状况而需要应急返回的情况，此时，

上升器需要自主规划出合适的应急上升交会轨迹。

对于上升器自主上升交会的研究可分为上升

段的研究及交会段的研究。对于上升段轨迹优化

的研究，通常采用的是传统优化方法，即间接法和

直接法。为减少月面上升的燃料消耗量，文献 [2-4]
基于极大/极小值推导了月面上升段燃料最优或次

优的制导律，但基于极大/极小值原理的间接法对于

初始猜想较为敏感，通过间接法求解轨迹优化问题

的局限性较大。相较于间接法，直接法在优化问题

的转化及求解上更具通用性。在基于直接法的上

升段轨迹优化中，研究人员分别基于序列二次规划

方法 [5-6] 和序列凸优化方法 [7-9] 展开了大量的研究。

相比于序列二次规划方法，基于凸优化的方法由于

其计算的快速性而受到广泛的关注，但受限于箭载

或嵌入式计算机的性能，序列凸优化问题的求解效

率仍制约着该方法实时在线应用。

交会段的轨迹优化通常采用智能优化方法及

传统优化方法。智能优化方法主要应用于脉冲交

会问题的优化 [10-12]，对于应急返回情况下的连续推

力上升交会适用性较差。传统优化方法主要包括

间接法和直接法 ，基于间接法的交会段轨迹优

化[13-14] 对于初值的依赖性较大，文献 [15-16]对于不

同的初值计算方法进行了深入的研究，但相应的方

法使得轨迹优化问题的复杂度与计算耗时均有所

增加。在基于直接法的交会段轨迹优化中，研究人

员应用了序列二次规划方法 [17]、非线性规划法 [18]

及序列凸优化方法 [19-23] 对交会段的轨迹优化展开

了深入的研究，但相关的研究主要聚焦于优化模型

的建立，未对优化问题的求解过程进行研究，因而

相应的优化问题求解效率较低。

对于月面应急上升交会的轨迹优化问题，如果
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仍将上升段与交会段分开研究，则由于未能考虑上

升段和交会段的相互影响，上升交会耗时长，在应

急返回情况下不适用。目前对于月面上升交会联

合轨迹优化的研究较少，文献 [24]提出了基于高斯

伪谱法与序列二次规划的两阶段联合轨迹优化方

法，但相应的方法求解耗时极长，难以实现在线应用。

在基于序列凸优化的上升与交会轨迹优化方

法中，目前的研究主要聚焦于优化模型的建立与离

散方法的选择上，而在求解相应的优化问题时，采

用的多为通用求解器，如 SeDuMi[25]、ECOS[26] 等。

尽管成熟的通用求解器极大方便了凸优化方法研

究，但在应用于工程实践时存在较多问题：一方面

通用求解器针对通用问题开发，其算法复杂且未对

具体问题进行特定优化，导致其计算速度通常较

慢，难以实现在线应用；另一方面，复杂的代码结构

使其难以转化成为嵌入式或箭载计算机使用的代码。

为提高凸优化算法的计算速度，研究人员对内

点法的代码自动生成定制化方法 [27-28] 展开了深入

的研究，但该方法仅对小规模的问题加速效果较

好。而且，受限于嵌入式计算机的储存空间限制，

基于代码自动生成的定制化方法在嵌入式平台上

的应用会受到较多限制。随着 GPU计算加速方法

的发展，利用 CPU-GPU异构平台对内点法计算过

程进行并行加速也受到人们的关注 [29]，但相应的方

法仅适用于大规模的优化问题。对于内点法计算

过程中的方程组求解问题，文献 [30]通过降低方程

组求解精度的方法提高计算速度，但此方法可能会

影响内点法最终收敛精度，因此，仅对于精度要求

较低的问题适用。

除了传统的内点法求解器外，近年来快速发展

的一阶算法为凸优化问题求解提供了更多的选择，

如基于交替方向乘子法 (alternating direction method
of  multipliers,  ADMM)算 法 [31] 的 分 裂 锥 求 解 器

（splitting conic solver，SCS)[32] 及比例积分投影梯度

（proportional-integral projected gradient，PIPG）算法[33]

等。相比于内点法，一阶算法的优点在于容易实现

热启动，但总迭代次数较多，当要求的精度较高时，

内点法在计算速度上仍具有明显的优势。而且，内

点法的热启动技术近年来也得到较大突破，文献 [34]
提出了一种内点法的热启动方法，该方法将前一个

优化问题的最优解与冷启动值的组合作为热启动

初值，以加快内点法计算速度。为减少序列二阶锥

规划方法的内点法总迭代次数，文献 [35]进一步将

热启动初值的计算扩展为前一个优化问题的非最

优解与冷启动值的组合。文献 [36]基于二阶锥规

划热启动方法提出了一种火星垂直着陆的模型预

测控制方法，但该方法在求解初始优化问题时仍需

要根据传统内点法计算高精度解。针对大气层内

的轨迹优化问题，文献 [37]对内点法中 KKT矩阵

进行稀疏化处理，同时结合热启动方法，显著加快

了序列二阶锥规划方法的求解速度，但文中引入了

额外的轨迹积分方法作为序列二阶锥规划方法终

止条件的判断，而这又增加了相应的计算耗时。

综上所述，本文基于序列二阶锥规划方法，提

出了一种月面应急上升交会联合轨迹优化方法，并

对内点法进行改进以提高优化问题的求解效率。

主要的改进策略有： ①综合应用定制化、并行及动

态精度调整的方法提高内点法 KKT方程组的求解

速度；②采用热启动策略，加快内点法的收敛速度；

③设计子问题求解精度动态调整策略降低内点法

求解的总迭代次数。仿真结果表明，本文月面应急

上升交会轨迹优化方法可实现上升器与轨道器的

短时间上升交会。同时，本文提出的序列二阶锥规

划问题求解加速方法相比通用求解器可实现 9.5倍

左右的计算速度提升，综合运用本文方法，有望实

现上升器的自主在线轨迹规划。 

1　月面应急上升交会轨迹规划问题
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本文在月心球面坐标系下建立轨迹优化模型，

月心球面坐标系定义如图 1所示。图中：月心球面

坐标系的原点 在月心， 为月心到飞行器连线

的长度； 轴在交会轨道面内，指向上升器位置

在交会轨道面内投影的方向； 轴在轨道面内，指

向轨道器经过 轴时的方向； 轴垂直于交会轨

道面，与 轴和 轴成右手坐标系， 在上升器

起飞后不动； 为 轴按逆时针方向旋转到飞行器在

轨道面内的投影所转过的角度； 为 与轨道面的

夹角。定义单位矢量方向 如下： 沿 的

方向； 在平面 内，垂直于 ，指向 增大的方

向； 垂直于 ，指向 增大的方向，且与 和 构

成直角坐标系。

本文的月面应急上升交会方案如图 2所示。

图中：在发生应急状况时，上升器在采样区等待，当
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图 1    月心球面坐标系

Fig. 1    Lunar center spherical coordinate system
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轨道器飞行到合适的位置时，上升器起飞直接与轨

道器交会。

在月心球面坐标系下建立上升器的动力学方

程组如下：

Ṙ(t) = Vr(t)

θ̇(t) =
Vt(t)

R(t)cosϕ(t)

ϕ̇(t) =
Vp(t)
R(t)

V̇r(t) =
V2

t (t)
R(t)

+
V2

p(t)
R(t)

− µm
R2(t)

+P
ur(t)
m(t)

V̇t(t) = −
Vr(t)Vt(t)

R(t)
+

Vt(t)Vp(t) tanϕ(t)
R(t)

+P
ut(t)
m(t)

V̇p(t) = −Vr(t)Vp(t)
R(t)

− V2
t (t) tanϕ(t)

R(t)
+P

up(t)
m(t)

ṁ = −P
/

(Ispg0)

（1）

R θ ϕ Vr Vt

Vp

µm P ur ut

up

m Isp g0

式中： 为径向距离； 为相角； 为极角； 、 和

为上升器的速度在月心球坐标系下的各分量；

为月球引力常量； 为上升器的推力； 、 和

为上升器推力方向在月心球坐标系下的各分量；

为上升器的质量； 为上升器发动机比冲； 为地

球引力加速度。

本文假设轨道器在上升器到达交会轨道前，一

直处于其停泊轨道上，且轨道器的停泊轨道为圆轨

道。在月心球面坐标系下建立轨道器的动力学方

程组，在上升器的上升交会阶段，轨道器仅有相角

发生改变，即

θ̇o = ωo （2）

θo ωo式中： 为轨道器的相角； 为轨道器在其停泊轨

道上的角速度。

上升器的初始状态约束如下：
R(t0) = R0, θ(t0) = θ0,ϕ(t0) = ϕ0
Vr(t0) = Vr0 ,Vt(t0) = Vt0 ,Vp(t0) = Vp0

m(t0) = m0

（3）

R0 θ0 ϕ0式中： 为初始径向距离； 为初始相角； 为初始

Vr0 Vt0 Vp0

m0

极角； 、 和 为上升器的初始速度在月心球

坐标系下的各分量； 为上升器初始质量。上升器

与轨道器的交会约束可表示如下：
R(tf) = Rf, θ(tf) = θo0+ωotf,ϕ(tf) = 0

Vr(tf) = 0 ,Vt(tf) = Vf ,Vp(tf) = 0

m(tf) ⩾ mdry

（4）

tf Rf

θo0 Vf =
√
µm/Rf

mdry

式中： 为终端交会时间； 为交会轨道的月心距；

为轨道器初始相角； 表示交会速度；

为上升器结构和载荷质量。

R为避免上升器撞到月球表面，对月心距 作如

下约束：

R(t) ⩾ Rm （5）

Rm式中： 为月球半径。上升器推力大小约束如下：√
u2

r (t)+u2
t (t)+u2

p(t) = 1 （6）

为方便求解轨迹优化问题，对式 (6)的控制约

束作如下松弛：√
u2

r (t)+u2
t (t)+u2

p(t) ⩽ 1 （7）

松弛的等价性可参考文献 [9]。
由此可得到月面应急上升交会轨迹优化模型

的连续轨迹优化问题 (optimal  continuous  problem,
OCP)如下：{

min J = tf
s.t. 式(1)、式(3)～式(5)、式(7)

（8）
 

2　月面应急上升交会离散优化问题

由于上升器所携带的燃料较少，而主发动机无

法二次启动，上升器仅由主发动机无法完成直接上

升交会。因此，本文将直接上升交会分为 2段，第

1段为主发动机工作段，第 2段为推力器工作段。

X(t) = [R(t), θ(t),ϕ(t),Vr(t),Vt(t),Vp(t)]T

U(t) = [ur(t),ut(t),up(t)]T f (X(t),U(t))

X1

U1 X2 U2

在各飞行阶段，上升器的推力大小不变，因此，

质量仅与时间相关，本文以各段飞行时间为变量，

即可略去状态量中的质量变量。为表达的简洁，取

代 表 状 态 量 ，

代表控制量 ， 代

表式 (1)的动力学方程组的右端项。假设 和

为第 1段的状态量和控制量， 和 为第 2段的

状态量和控制量。

由于 OCP为无限维的非线性优化问题，为对

OCP快速求解，需对其进行离散化和凸化处理。 

2.1　主发动机工作段

t1f
N1 ∆t1

假设主发动机工作段的时间为 ，离散点数为

，则离散时间步长 表示如下：

∆t1 = t1f/ (N1−1) （9）

 

上升器等待时
轨道器飞行段

上升器起飞
交会段

图 2    月面应急上升交会示意图

Fig. 2    Lunar ascent and rendezvous process in emergency cases
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为保证离散精度和优化问题的稀疏性，本文采

用梯形离散法对动力学方程组进行离散化处理。

则主发动机工作段的动力学方程组在经过梯形离

散后可表示为

X1(k+1) = X1(k)+
1
2
∆t1 ( f (X1(k),U1(k))+ f (X1(k+1),U1(k+1)))

（10）

X1(k) = X1(t1(k)) U1(k) = U1(t1(k))

f (X1(k),U1(k)) f1(k)

式中： ； 。为表达的简

洁，将 简写为 。

f1(k)∆t1由于 为非线性方程组，需要对其进行泰

勒展开线性化处理，即

F1(k) = f 0
1 (k)∆t0

1 +
∂ f1(k)
∂X1(k)

∣∣∣∣
X0

1 (k)

(X1(k)−X0
1(k))+

∂ f1(k)
∂U1(k)

∣∣∣∣
U0

1 (k)

(U1(k)−U0
1(k))+ f 0

1 (k)(∆t1−∆t0
1)

（11）(
X0

1 ,U0
1,∆t0

1

)
f 0

1 (k) k

f1(k) X1(k)

R ϕ

式中： 为参考轨迹； 为第 个参考点

处的动力学方程组矢量。在求 对 的偏导

数时，由于 和 的变化量较小，因此，忽略对该两

项的求导，直接取参考轨迹结果计算即可。

为避免由于初始猜想的不精确性及线性化处

理带来的伪不可行现象，对式 (11)加入虚拟控制

量，即

F1(k) = f 0
1 (k)∆t0

1 +
∂ f1(k)
∂X1(k)

∣∣∣∣
X0

1 (k)

(X1(k)−X0
1(k))+

∂ f1(k)
∂U1(k)

∣∣∣∣
U0

1 (k)

(U1(k)−U0
1(k))+

f 0
1 (k)(∆t1−∆t0

1)+ aR1(k)

（12）

aR1(k)

aR1(k)

在加入虚拟控制量 后，应在目标函数中

加入对该项的罚函数，以避免 对结果的影

响，即
min (N1−1)∆t1+γar1

N1∑
k=1

κar1k

s.t. X1(k+1)−X1(k) =
1
2

(F1(k)+F1(k+1))

∥aR1(k)∥2 ⩽ κar1k

（13）

κar1k γar1式中： 为虚拟控制量的约束变量； 为虚拟控

制量的罚函数系数。为避免虚拟控制量的加入引

起的优化问题无界的现象，应对性能指标相关的变

量加入信赖域约束，即

ϖl∆t1∆t0
1 ⩽ ∆t1 ⩽ϖu∆t1∆t0

1 （14）

ϖl∆t1 ϖu∆t1式中： 和 为时间信赖域约束的系数。

对于姿态角变化率的约束，本文假设推力方向

沿着上升器的纵轴方向，则姿态角变化率的约束可

转换为对推力方向的约束[38]，如图 3所示。
 
 

Uk+1

Uk

Uk+1−Uk

φmax/2

φmax/2

图 3    推力方向几何示意图

Fig. 3    Geometry of thrust direction
 

φmax图 3中： 为离散时间步长内的最大姿态变

化角。由图 3的几何关系可知：
1
2
∥U(k+1)−U(k)∥2 = sin

(φmax

2

)
φmax =

1
2

w tk+1

tk

ωmaxdt
（15）

ωmax式中： 为上升器的最大姿态角变化率。则姿态

角变化率可表示如下：

∥U(k+1)−U(k)∥2 ⩽ 2sin
(

1
2
ωmax∆t0

)
（16）

由于本文是在球坐标系下建立的优化模型，球

坐标系随着上升器位置的变化而变化，因此，以

式 (16)约束姿态角会由于坐标系的变化而存在偏

差。但由于前后 2个离散点之间的时间很短，即前

后 2个离散点之间的坐标系偏差很小，因此，坐标

系变化引起的姿态角约束偏差可以忽略。

G1(k)为后续表达的简洁，取 表示不等式约束，即

(G1(k) ⩽ 0) :



R1(k) ⩾ Rm√
u2

r1(k)+u2
t1(k)+u2

p1(k) ⩽ 1

ϖl∆t1∆t0
1 ⩽ ∆t1 ⩽ϖu∆t1∆t0

1

∥aR1(k)∥2 ⩽ κar1k

∥U1(k+1)−U1(k)∥2 ⩽ 2sin
(

1
2
ω1max∆t0

1

)
（17）

ω1max式中： 为主发动机工作段的最大姿态角变化率。 

2.2　推力器工作段

t2f
N2 ∆t2

假设推力器工作段的时间为 ，离散点数为

，则离散时间步长 表示如下：

∆t2 = t2f/ (N2−1) （18）

F2

与主发动机工作段类似，动力学方程组右端项

如下：

F2(k) = f 0
2 (k)∆t0

2 +
∂ f2(k)
∂X2(k)

∣∣∣∣
X0

2 (k)

(X2(k)−X0
2(k))+

∂ f2(k)
∂U2(k)

∣∣∣∣
U0

2 (k)

(U2(k)−U0
2(k))+

f 0
2 (k)(∆t2−∆t0

2)+ aR2(k) （19）
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aR2(k)

G2

式中： 表示推力器工作段的虚拟控制量。不

等式约束 如下：

(G2(k) ⩽ 0) :



R2(k) ⩾ Rm√
u2

r2(k)+u2
t2(k)+u2

p2(k) ⩽ 1

ϖl∆t2∆t0
2 ⩽ ∆t2 ⩽ϖu∆t2∆t0

2

∥aR2(k)∥2 ⩽ κar2k

∥U2(k+1)−U2(k)∥2 ⩽ 2sin
(

1
2
ω2max∆t0

2

)
（20）

ϖl∆t2 ϖu∆t2 κar2k

ω2max

式中： 和 为时间信赖域的系数， 为推力

器工作段的虚拟控制量约束变量， 为推力器工

作段的最大姿态角变化率。

tw sθ

由于直接上升交会方案并非立即起飞，因而本

文在终端相角约束中加入了上升器在月面等待的

时间 ，以及松弛项 ，即：

θo0+ωo((N1−1)∆t1+ (N2−1)∆t2)+ωotw−
θ2(N2)−2π = sθ （21）

2π
2π

式中：相角约束减去 是因为轨道器与上升器的最

终相角偏差应为 。 

2.3　离散优化模型

由 2.1和 2.2节可得月面应急上升交会的离

散轨迹优化问题 (optimal discretized problem, ODP)
如下：

min tw+ (N1−1)∆t1+ (N2−1)∆t2+γθsθ+

γar1

N1∑
k=1

κar1k +γar2

N2∑
k=1

κar2k

s.t. X1(1) = X0

U1(1) = [1,0,0]T

X1(k+1)−X1(k) =
1
2

(F1(k)+F1(k+1))

G1(k) ⩽ 0
X2(1) = X1(N1)

U2(1) = U1(N1)

X2(k+1)−X2(k) =
1
2

(F2(k)+F2(k+1))

G2(k) ⩽ 0
R2(N2) = Rf,ϕ2(N2) = 0,

Vr2(N2) = 0,Vt2(N2) = Vf,Vp2(N2) = 0

θo0+ωotw+ωo((N1−1)∆t1+ (N2−1)∆t2)−
θ2(N2)−2π = sθ

sθ ⩾ 0, tw ⩾ 0

me1(N1−1)∆t1+me2(N2−1)∆t2 ⩽ m0−mdry

（22）

U1(1) = [1,0,0]T

sθ ⩾ 0 sθ
γθ sθ me1 = P1/Isp1g0

式中：上升器需垂直起飞，因此， ；令

是为了避免性能指标取最小值时出现 取得

负无穷的情况； 为 的罚函数系数； ，

me2 = P2/Isp2g0 Isp1 Isp2， 和 分别为主发动机的比冲和

推力器的比冲。

Rn θ ϕ

Vr Vrn = 400 Vt

Vtn Vf Vp Vpn = 30

为求解的稳定性，需对上升器的动力学方程组

中的变量作归一化处理。径向距离的归一化参数

为目标轨道高度 ，相角 和极角 的数值在 10

以内，无需归一化； 的归一化参数 ； 的

归一化参数 取为 ； 的归一化参数 。

为表达的简洁，后文仍取原变量的符号作为归一化

后的变量。

本文在优化结果达到以下条件时终止序列二

阶锥规划的迭代：{∣∣X j
1−X j+1

1

∣∣
max
⩽ δSOCP,

∣∣U j
1−U j+1

1

∣∣
max
⩽ δSOCP∣∣X j

2−X j+1
2

∣∣
max
⩽ δSOCP,

∣∣U j
2−U j+1

2

∣∣
max
⩽ δSOCP

（23）

δSOCP X j
1 X j+1

1 U j
1 U j+1

1

X j
2 X j+1

2 U j
2 U j+1

2

式中： 为设定的值； 和 及 和 分别

为第 j 次和第 j+1次序列优化得到的主发动机工作

段的状态量和控制量； 和 及 和 表示第

j 次和第 j+1次序列优化得到的推力器工作段的状

态量和控制量。

由于动力学方程组的线性化需要初始参考轨

迹，本文初始猜想取值方法如下：
R0

1 = Rm/Rn

V0
t1 = 1

R0
2 = 1

V0
t2 = 1

（24）

[X1,U1] [X2,U2]

t1f t2f

和 中其余变量初始猜想均为 0，

的初始猜想为 150， 的初始猜想值根据式（25）
计算：

t2f = (m0−mdry−me1t1f)/me2 （25）
 

3　内点法定制化改进求解设计

首先对 ECOS中的内点法作简要说明，之后再

对内点法的计算过程进行加速，以加快二阶锥规划

问题的求解速度。 

3.1　二阶锥规划问题的内点法求解方法 

3.1.1　标准二阶锥规划问题

标准的二阶锥规划问题如下：
min cTx

s.t. Ax = b
Gx+ s = h
s ∈K

（26）

x s c ∈ Rn G ∈ Rm×n

h ∈ Rm A ∈ Rp×n b ∈ Rp

K

式中： 为原变量； 为松弛变量； ， ，

， ， 为待解问题的矩阵或向量；

为约束锥。

式 (26)的对偶问题为
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
max − bTy− hT z

s.t. GT z+ ATy+ c = 0
z ∈K

（27）

y z式中： 和 为对偶问题的变量。 

3.1.2　内点法流程

求解式 (26)所示的二阶锥规划问题通常可采

用原对偶内点法，原对偶内点法即根据 KKT条件

的修改形式迭代计算最优解的方法。对于式 (26)
所描述的问题，其 KKT条件为

c+ ATy+GT z = 0
Ax− b = 0
Gx+ s− h = 0
sT z = 0

s ∈K z ∈K

（28）

内点法的详细计算流程可参考文献 [39]和文

献 [40]，本文仅对关键步骤作简要说明。

1） 中心路径

(x, y, s, z, τ,κ)

为便于对 KKT条件进行求解，需要对其进行

松弛，在对 KKT条件进行松弛后可得到中心路径

(29)，对 KKT条件的求解等价于对中心路径的求

解，中心路径即为满足式 (29)的 的集合。


0
0
s
κ

 =


0 AT GT c
−A 0 0 b
−G 0 0 h
−cT −bT −hT 0




x
y
z
τ

+µ


qx

qy

qz
qτ


(W−Ts)◦ (Wz) = µe κτ = µ

s ∈K z ∈K κ ⩾ 0 τ ⩾ 0

（29）

µ = (sT z+ κτ)
/

(D+1) µ = 0

D K D

τ κ q∗

式中： ，当 时，式 (29)等价

于 KKT条件； 为锥的阶数，即锥 由 个标准锥

组成； 和 为额外引入的变量； 的定义如下：

(qx, qy, qz,qτ) =
D+1

sT z+τκ
(rx, ry, rz,rτ) （30）


rx = −ATy−GT z− cτ
ry = Ax− bτ
rτ = κ+ cTx+ bTy+ hT z
rz = s+Gx− hτ

（31）

◦式中：运算符号 为欧式约当算子[39]。

e = [eT
1 ,eT

2 , · · · ,eT
D]T ei = 1

ei = (1,0m−1) W

， 对 于 线 性 锥 ， ； 对 于

m 维二阶锥， 。 为内斯特罗夫 -托德

（Nesterov-Todd，NT) 缩放矩阵，其定义见文献 [39]。
2） 更新方向与更新步长

(x0, y0, s0, z0, τ0, κ0)

(∆x,∆y,∆s,∆z,∆τ,∆κ) α

内点法在求解二阶锥规划问题时，首先计算变

量初值 ，再根据变量初值计算更新

方向 与更新步长 。在得到更

新方向与更新步长后，再对变量进行更新：

(x, y, s, z, τ,κ) = (x0, y0, s0, z0, τ0, κ0)+

α(∆x,∆y,∆s,∆z,∆τ,∆κ) （32）

在完成对变量的更新后，根据新的变量计算更

新方向和更新步长，不断循环此过程，直至变量收

敛至满足 KKT条件的解。

µ = 0

在 ECOS中，更新方向的计算包括仿射方向、

中心化方向、矫正方向 3个部分。在计算仿射方向

时 ，令 ，其目的在于让变量尽可能地满足

KKT条件。计算中心化方向的目的在于让变量更

接近中心路径，以便在下一次迭代中可以取得更大

的更新步长。计算矫正方向是为了补偿在计算仿

射方向时，由于对式 (29)泰勒展开线性化所引入的

误差。中心化方向和矫正方向的计算可进行合并，

该合并方向称为组合方向。

仿射方向和组合方向的计算可转化为式 (33)
和 (34)的线性方程组的计算：

K[∆x1,∆y1,∆z1]T = [−c, b,h]T （33）

K[∆x2,∆y2,∆z2]T = [dx, dy, dz]T （34）

式中：

K =

 0 AT GT

A 0 0
G 0 −W2

 （35）

式 (33)与 (34)称为 KKT方程组，其系数矩阵

称为 KKT矩阵。在计算仿射方向和组合方向时，

式 (34)的右端项会有差别，详情可参考文献 [26]。
3） 内点法迭代停止条件

当变量迭代至最优解时，内点法即停止迭代，

一般的，最优条件的设定如下：

ζ =max

{
∥rx∥2
rxsτ
,

∥∥ry

∥∥
2

rysτ
,
∥rz∥2
rzsτ

}
（36）

式中：

rxs =max
{

1,∥c∥2+ ∥y∥2+ ∥z∥2
}

（37）

rys =max {1,∥b∥2+ ∥x∥2} （38）

rzs =max {1,∥h∥2+ ∥x∥2+ ∥s∥2} （39）

其次，定义对偶间隙与相对对偶间隙分别如

式 (40)和 (41)所示：

δgap = sT z （40）

δrelgap = sT z/υ （41）

υ =max
{
−cTx,−bTy− hT z

}
式中： 。

υ > 0 ζ < ofeastol δabs < oabstol

δrelgap < oreltol ofeastol

oabstol oreltol

当 时 ， 如 果 ， 而 且 或

，即认为求得最优解。 为等式约束

残差精度， 为绝对对偶残差精度， 为相对
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对偶残差精度。

4） KKT矩阵的变换

在求解式 (33)和式 (34)所示的 KKT方程组

时，一般采用直接法进行求解，即先对 KKT矩阵进

行分解，再根据分解得到的三角矩阵计算变量的

值。然而，由于式 (35)的 KKT矩阵不是正定的，无

法对其直接进行快速矩阵分解，因此，需对 KKT矩

阵做如下转换：

K̃ = K+∆K =

 δIn AT GT

A −δIp 0
G 0 −W2

 （42）

式中：

∆K =

 δIn 0 0
0 −δIp 0
0 0 0

 （43）

δIn δIp

δ = 7×10−8

式中： 和 分别为 n 阶和 p 阶对角微元单位矩

阵， 。

5） 内点法流程

内点法计算流程如下：

算法　内点法算法。

c,G,h, A, b输入：二阶锥规划问题的 。

(x, y, s, z, τ,κ)输出： 。

c,G,h, A, b1. 输入二阶锥规划问题的 ；

(x0, y0, s0, z0, τ0, κ0)2. 计算初值 ；

3. 计算残差，式 (30)；
4. 判断循环条件，当达到最优或问题无解时，

退出循环；

W5.更新 KKT矩阵中的 矩阵；

6. KKT矩阵分解；

7. 仿射方向和仿射步长的计算；

8. 中心化参数计算；

9. 更新方向与更新步长的计算；

(x, y, s, z, τ,κ)10. 更新变量 ，回到步骤 3。 

3.2　线性方程组定制化求解加速方法

在内点法的单次迭代中，仿射方向和组合方向

均需计算式 (33)和 (34)的KKT方程组，但由于式 (33)
的 KKT方程组右端项不发生改变，因此，在计算组

合方向时，无需对式 (33)进行重复计算。因此，每

一次内点法的迭代需要计算 3次 KKT方程组。而

KKT方程组求解是内点法中最耗时的部分，因此，

本文主要对 KKT方程组的求解进行加速。 

3.2.1　定制化矩阵排序

K̃

K̃

K̃

在式 (42)中， 矩阵为拟正定矩阵，为了减少

对 矩阵进行分解时产生的填充元数量，需要对

矩阵进行重新排序。即

K̃P = PK̃PT = LDLT （44）

P L
D

式中： 矩阵为排序矩阵； 为矩阵分解后得到的下

三角矩阵； 矩阵为矩阵分解后得到的对角矩阵。

K̃

为综合排序耗时与排序效果，ECOS采用近似

最小度排序算法 [41] 对 矩阵进行重新排序。但近

似最小度排序并不一定是填充最少的排序方法，常

用的排序方法还有最小度排序 [42]，局部填充最小排

序[43] 等。

K̃

P PK̃PT

L

对于定制化的问题， 矩阵的非零元素位置不

发生改变，即排序矩阵可提前计算得到。由文献 [44]
可知，对于任意的排序矩阵 ， 矩阵的分解是

稳定的。因此，在选择排序方法时，无需考虑排序

耗时的影响，仅需根据排序效果选取 矩阵非零元

素个数最少的排序方法即可。

L

以本文的轨迹规划问题为例，通过取不同的离

散点数得到不同维数的 KKT矩阵，对比近似最小

度排序算法以及局部填充最小排序算法的排序效

果如表 1所示，表 1中离散点数（N1+N2）表示式 (22)
中的离散点数 N1 和 N2 之和，后文与此相同。可看

到，采用局部填充最小排序算法， 矩阵的非零元素

个数更少。
  

表 1    不同排序方法的矩阵非零元素个数对比

Table 1    Number of non-zero elements of matrix for different

ordering methods

离散点数(N1+N2)
非零元素个数

近似最小度算法 局部填充最小算法

11+21 8 194 7 209

21+41 17 059 14 416

31+61 26 977 21 709

41+81 34 435 28 916
  

3.2.2　定制化矩阵分解

K̃P

K̃P

为加快矩阵分解的速度，一般采用稀疏矩阵

Cholesky分解法 [45] 对 矩阵进行分解。对于定制

化的问题， 矩阵的非零元素个数及位置不随着优

化问题的求解而改变，因此，可对矩阵的分解过程

进行定制化。

K̃P L本文将 矩阵分解所需的定制化信息，如 矩

阵的非零元素位置信息等提前计算得出，内置计算

结果。本文方法相较于采用代码自动生成的方法

而言，需要额外的读取非零元素位置等数据的时

间，但代码量小，所需的储存空间也较小。 

3.2.3　数据储存定制化

通用求解器在求解相应的优化问题时，一般采

用动态内存储存数据。对于动态申请的储存空间，

储存空间的申请与释放均需要消耗一部分时间，且

此时数据储存于内存中，读取与写入的速度较慢。

K̃P然而，对于定制化的问题， 矩阵的非零元素

1358 北  京  航  空  航  天  大  学  学  报 2025 年



位置不改变，排序矩阵不改变，数据所需的储存空

间是确定的。因此，本文采用静态内存储存数据，

对于静态内存而言，储存空间申请与释放的耗时

少，且此时数据储存于缓存区，读取与写入的速

度快。 

3.2.4　仿射方向的并行计算

在仿射方向时，需要计算式 (33)和 (34)的 2个

线性方程组。为加快仿射方向的计算速度，可将

式 (33)和 (34)并行计算，如图 4所示。

 
 

仿射方向
并行计算

内核1 内核2

式 (33) 式 (34)

线程同步

结果输出

图 4    仿射方向并行计算流程

Fig. 4    Parallel calculation process of affine direction
  

3.2.5　动态调整 KKT 方程组求解精度

K̃ξ = r K̃

∆K

取 进行分析，在采用 矩阵对 KKT方程

组进行求解时，由于引入了微元矩阵 ，求解结果

会存在偏差。在对求解精度要求较高时，一般采用

迭代法提高 KKT方程组的求解精度，具体流程

如下：

算法　KKT方程组求解算法。

K̃、r、K输入： 。

ξ输出： 。

K̃ξ = r1.  ；

K̃∆ξ = r−Kξ2.  ；

ξ = ξ+∆ξ3.  ；

ξ4. 若 精度满足要求，或精度提高缓慢，则跳出

循环；否则回到步骤 2。

δ

由 KKT方程组求解算法可知，求解 KKT方程

组需迭代多次。然而本文研究发现，在内点法计算

初期，即对偶间隙与相对对偶间隙较大时，微元 对

组合方向与更新步长的计算结果影响微弱。

δgap δrelgap

δgap δrelgap

εabs εrel

因此，可以对 KKT方程组的求解精度进行动

态调整，在对偶间隙 与相对对偶间隙 较大

时，不修正 KKT方程组的精度；在 与 较小

时，再加入对 KKT方程组求解的迭代修正，其改进

算法如下所示，其中： 和 为设定的 KKT方程

组修正阈值。

算法　改进 KKT方程组求解算法。

K̃、r、K、εabs、εrel输入： 。

ξ输出： 。

K̃ξ = r1. ；

δgap > εabs δrelgap > εrel2. 当 且 时，跳出循环；否则转

到 3；
K̃∆ξ = r−Kξ3. ；

ξ = ξ+∆ξ4.  ；

ξ5. 若 精度满足要求，或精度提高缓慢，则跳出

循环；否则回到步骤 3。 

3.3　热启动方法

内点法在求解优化问题时需给优化变量赋初

值，常用的初值计算方法有冷启动法、传统热启动

法以及最近提出的序列二阶锥规划改进热启动法

（后称改进热启动法）。 

3.3.1　冷启动法

内点法的冷启动一般如下选择冷启动参数：

(x, s, y, z, κ,τ) = (0,e,0,e,1,1) （45）

e = [eT
1 ,eT

2 , · · · ,eT
D]T式中： 为约束锥的单位向量。 

3.3.2　传统热启动法

在传统热启动方法中，内点法初值计算方法

如下：

x s1） 变量 和

x对变量 的初值计算等价于求解以下优化问题：
min

1
2
∥s̄∥2

s.t. s̄ = h−Gx
Ax = b

（46）

s s̄变量 的初值可由式 (46)中的 计算得到，即

s =

{
s̄ s̄ ∈K
[s̄+ (1+αp)e] ∈K s̄ <K

（47）

y z2） 对偶变量 和

y对偶变量 的初值取以下优化问题的结果：min
1
2
∥ z̄∥2

s.t. ATy+GT z̄+ c = 0
（48）

z z̄对偶变量 的初值可通过式 (48)中的 计算得

到，即

z =

{
z̄ z̄ ∈K
[ z̄+ (1+αp)e] ∈K z̄ <K

（49）

κ τ3） 变量 和

κ τ变量 和 的初值均取 1。 

3.3.3　改进热启动法

在求解序列二阶锥规划问题时，冷启动内点法

及传统热启动内点法未能充分利用前一次序列优

化的结果。因此，文献 [35]提出了一种序列二阶锥
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规划改进热启动方法，该方法取热启动参数如下：

x = ωx′

y = ωy′

s = ωs′+ (1−ω)e
z = ωz′+ (1−ω)e
κ = sT z/D
τ = 1

（50）

(x′, y′, s′, z′)

ω
式中： 为序列二阶锥规划中上一次优化

的结果； 取值接近 1。
(rx, ry, rz,rτ,µ)热启动初值较为理想时，初始 的

值较小，此时，内点法收敛到指定精度所需的迭代

次数较少，相关的证明可参考文献 [35]。 

3.4　二阶锥规划子问题求解精度调整策略

在序列二阶锥规划方法中，各二阶锥规划子问

题的精度可分为凸化精度与求解精度两部分，凸化

精度受前后 2次优化量的接近程度、线性化方法、

离散方法与离散点数等的影响 [46]；求解精度即内点

法求解二阶锥规划子问题的精度。

传统的序列二阶锥规划方法在求解各二阶锥

规划子问题时，均是让内点法在收敛到同一较高精

度时才停止迭代。然而，在序列二阶锥规划初期的

计算中，由于初始猜想的不精确性，在经过泰勒展

开线性化等凸化方法处理后，二阶锥规划子问题的

凸化精度较低，此时将求解精度设置得过高并无

意义。

因此，可对各二阶锥规划子问题的求解精度进

行动态调整，在二阶锥规划子问题的凸化精度较低

时，通过降低内点法的求解精度提高求解速度；在

后续求解二阶锥规划子问题时，再逐步提高内点法

的求解精度，使得序列二阶锥规划问题最终收敛到

高精度的解。

(x0, s0, y0, z0, κ0, τ0)

ζ0 δgap0

δrelgap0

假设内点法初始猜想 的等式

约束残差为 ，对偶间隙为 ，相对对偶间隙为

，则求解精度可如下设置：

ϖ =min
{
ζ0
M
,
δgap0
M
,
δrelgap0

M

}
（51）

ofeastol = oabstol = oreltol =max {ϖ,omax} （52）

M omax式中： 为设定的精度提高倍数； 为内点法最高

优化精度。

ϖ > omax

1/M

ϖ < omax

由式 (51)和式 (52)可知，如果 ，内点法

求解结果的精度达到初始猜想的精度的 时退

出循环；如果 ，内点法求解结果的精度达到

最高精度时退出循环。

ϖ

为避免序列二阶锥规划方法在初始几次的迭

代中，因为内点法优化精度 太低而导致前后 2个

M

二阶锥规划子问题变化量较小，从而出现序列二阶

锥规划过早终止迭代的情况。首先，精度提高倍数

的值不应太小；其次，在序列二阶锥规划方法迭

代的终止条件中还应加上内点法优化精度的判

断，即

ϖ < omin （53）

omin式中： 为内点法最低优化终止精度。 

3.5　内点法定制化改进的序列二阶锥规划流程

综合 3.1节～3.4节的 KKT方程组求解加速方

法、改进热启动方法及二阶锥规划子问题求解精度

调整策略，可得到内点法定制化改进的序列二阶锥

规划流程图如图 5所示。
  

定制化内点法计算

改进
热启动

子问题求解
精度调整

仿射方向并行计算

动态调整方程组求解精度

初始参考轨迹

二阶锥规划子问题
c, A, b, G, h

第1次
序列优化?

冷启动

Y

N

序列优化
是否达到最优?

(x, s, y, z, κ, τ)

(x, s, y, z, κ, τ)

定制化信息生成

矩阵排序
信息

矩阵分解
信息

优化问题
信息

定制化
矩阵排序

定制化
矩阵分解

定制化
数据储存

定制化信息

N

输出最优轨迹

Y

图 5    基于定制化改进内点法的序列二阶锥规划流程

Fig. 5    Successive second-order cone programming based on

customized and modified interior point method
 

L

c, A, b,G,h

如图 5所示，在实施时，①根据二阶锥规划子

问题的结构生成定制化信息（比如矩阵排序的信

息，矩阵定制化分解时所需的 矩阵非零元素位置

信息等）；②根据初始参考轨迹生成二阶锥规子问

题的 矩阵及向量；③由于在第 1次序列

二阶锥规划迭代时无法获得热启动值，因此，第

1个二阶锥规划子问题需根据冷启动法计算内点法

优化变量的初值，在后续的二阶锥规划子问题的求

解中，再根据改进热启动法计算内点法优化变量的

初值；④在计算得到内点法优化变量的初值后，根

据二阶锥规划子问题求解精度调整策略，计算当前

优化问题的求解精度；⑤将内点法变量初值及优化

精度赋予定制化内点法求解器中进行求解；⑥在定
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制化求解器计算时，求解器根据得到的定制化信息

进行快速矩阵排序、矩阵分解及线性方程组并行计

算，在内点法的计算结果达到设定的二阶锥规划子

问题求解精度时，求解器输出求解结果；⑦根据求

解器的求解结果判断是否达到序列二阶锥规划算

法的最优条件，即式 (23)及式 (53)，当达到最优条

件时，输出最优轨迹，否则更新二阶锥规划子问题，

再次求解。

A G

值得注意的是，定制化信息的计算需要二阶锥

规划子问题 矩阵和 矩阵的非零元素位置信息，

c b h以及 、 、 向量的维数信息，但定制化信息的计

算仅需在整个过程实施一次，且计算结果可在主程

序运行前预置于定制化求解器中。 

4　数值仿真与分析

为验证本文的月面应急上升交会轨迹规划方

法及基于定制化改进内点法的序列二阶锥规划方

法（后文称改进序列二阶锥规划方法），用改进序列

二阶锥规划方法求解 ODP问题。数值仿真参数如

表 2所示。
 
 

表 2    上升器参数

Table 2    Parameters of ascender

上升器总重mwet/kg 上升器干重mdry/kg 主发动机推力P1/N 主发动机比冲Isp1/s 推力器总推力P2/N 推力器比冲Isp2/s

800 370 3 000 313.7 960 290
 

ao = 1 937.4 km
êo = 0 io = 43.75 ◦

Ωo = 232 ◦ θo0 = 104.7 ◦

R0 = 1 737.4 km θ0 = 0 ◦ ϕ0 = 0.744 9 ◦

Vr0 = 0 m/s
Vt0 = 3.382 5 m/s Vp0 = 0.007 2 m/s

轨道器的轨道参数为：半长轴 ，

偏心率 ，轨道倾角 ，升交点赤径

；轨道器初始相角 。上升器的

初始位置为： ， ， ；

由于月球自转，上升器具有初始速度： ，

， 。 

4.1　求解结果及分析

1×10−8

εabs = εrel = 1×10−3

ω = 0.992
omin = 1×10−4 omax = 1×10−8

δSOCP = 1×10−3

以表 2的仿真参数为例，应用本文的定制化求

解器（命名为 MCOS）及改进序列二阶锥规划方法

求解 ODP问题。此外，为验证本文方法的正确性，

应用通用求解器 ECOS及传统序列二阶锥规划方

法求解 ODP问题以进行对比分析。为避免降低优

化精度对 ECOS最终优化结果的影响，ECOS的优

化精度仍设置为其默认的 ；在 MCOS中 ，

KKT方程组修正阈值设置为 ，热

启动参数 ，内点法最低优化终止精度

，内点法最高优化精度 ，

序列二阶锥规划收敛精度 。

N1 = 11

N2 = 21

取主发动机工作段离散点数 ，推力器工

作段离散点数 。仿真结果如图 6～图 8所

示，图中改进方法表示以定制化求解器 MCOS及改

进序列二阶锥规划方法求解 ODP问题的结果，原

方法表示通用求解器 ECOS及传统序列二阶锥规

划方法求解 ODP问题的结果。

图 6中，上升器在月面等待轨道器飞行到相应

的位置后再起飞，月面等待时间为 4 897.4 s，上升交

会飞行时间为 952.4 s，即上升器在 5 849.8 s后完成

与轨道器的远程交会。在图 7中，为实现应急上升

交会，原方法与改进方法均耗尽了燃料。在图 8
中，由于推力角度变化率的约束，主发动机工作段
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图 6    三维轨迹

Fig. 6    3D trajectories
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图 7    速度和质量曲线

Fig. 7    Velocity and mass curves
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图 8    推力曲线

Fig. 8    Thrust curves
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的第 1个离散点和第 2个离散点的变化是上升器

从垂直起飞到转弯完成的过程。由图 6～图 8可

知，原方法和改进方法的求解结果一致。 

4.2　计算效率对比分析 

4.2.1　热启动效果及分析

N1 = 21 N2 = 41

ofeastol = oabstol = oreltol = 1×10−8

ω = 0.999 2

以求解 ODP为例，对比各种内点法启动方法

的迭代次数，取离散节点数 ， ，本节的

热启动效果分析不涉及二阶锥规划子问题的精度

调整，因此，内点法在求解各二阶锥规划子问题时，

求解精度均设置为 ，热

启动参数 ，不同启动方法的迭代次数对

比如图 9所示。
 
 

2 4 6 8 10
二阶锥规划子问题

0

5

10

15

20

内
点

法
迭

代
次

数

冷启动

传统热启动

改进热启动

图 9    不同启动方法迭代次数

Fig. 9    Iteration times of different starting methods
 

G h A

b

δA δb δG δh

由图 9可知，改进热启动内点法所需的迭代次

数相较于冷启动内点法以及传统热启动内点法而

言更少，且随着迭代的进行，改进热启动内点法所

需的迭代次数呈下降趋势。原因是对于上升交会

问题 ODP，不等式约束的 和 及等式约束的 和

随着序列二阶锥规划迭代的进行变化量越来越

小，取 ， ， ， 如下：

δA =
∥∥Ai+1− Ai

∥∥
F

（54）

δb =
∥∥bi+1− bi

∥∥
2

（55）

δG =
∥∥Gi+1−Gi

∥∥
F

（56）

δh =
∥∥hi+1− hi

∥∥
2

（57）

Ai Ai+1

bi bi+1

Gi Gi+1

hi hi+1

式中： 和 为第 i 个和第 i+1个二阶锥规划子问

题的等式约束矩阵； 和 为第 i 个和第 i+1个二

阶锥规划子问题的等式约束右端项； 和 为第

i 个和第 i+1个二阶锥规划子问题的不等式约束矩

阵； 和 为第 i 个和第 i+1个二阶锥规划子问题

不等式约束的右端项。优化问题的变化趋势如

图 10所示。

由图 10可知，随着序列二阶锥规划迭代的进

行，优化问题的数值变化趋于下降，优化变量趋向

于收敛，即本次序列二阶锥规划的结果与上一次序

列二阶锥规划的结果越来越接近，因而热启动内点

法所需的迭代次数随着序列二阶锥规划迭代的进

行越来越少。 

4.2.2　二阶锥规划子问题求解精度调整效果及分析

M

以 4.2.1节的仿真参数为例，对比不同的精度

提高倍数 ，对序列二阶锥规划迭代次数、内点法

总迭代次数以及平均每次内点法的迭代次数的影

响。对比结果如表 3所示。
 
 

表 3    不同 M 值下的计算结果对比

Table 3    Comparison of calculation results under

different M values

M
序列二阶锥规划

迭代次数
内点法

总迭代次数

20 15 96

40 15 102

60 15 102

100 10 60

200 10 64

400 10 72

600 12 84

1 000 11 89
 

M

M

M

M

M

由表 3可知， 值的大小会对序列二阶锥规划

的迭代次数产生影响，在 值较小时，二阶锥规划

子问题的求解精度较低，各二阶锥规划子问题的线

性化参考轨迹的误差较大，因而序列二阶锥规划的

迭代次数较多，内点法迭代次数也较多。在 值增

大时，序列二阶锥规划的迭代次数减少，但 值增

大到一定程度时，二阶锥规划子问题的求解精度过

高，因而内点法的迭代次数也较多。随着 值的增

加，总的内点法迭代次数呈先下降后上升的趋势。 

4.3　综合加速效果与求解精度对比分析

以 4.1节的仿真为例，通过取不同的离散点数

得到不同规模的优化问题，对于不同的优化问题，

运行 100次取平均值计算求解耗时。仿真设置与

 

2 4 6 8 10
二阶锥规划子问题

10−4

10−2

100

数
值

变
化

率

δA
δb
δG
δh

图 10    优化问题变化趋势

Fig. 10    Optimization problem evolution trend

1362 北  京  航  空  航  天  大  学  学  报 2025 年



ω M

4.1节一致。以台式计算机作为仿真平台，仿真环

境为 Visual Studio 2019，仿真语言为 C语言，台式计

算机的CPU为 Intel Core i3 10100F（基准频率 3.6 GHz，
最高频率 4.3 GHz，三级缓存 6 MB），内存 8 G。不

同离散点数的热启动参数 以及精度提高倍数 如

表 4所示，统计结果如图 11及表 5和表 6所示，离

散点数 11+21表示主发动机工作段离散点数为

11个，推力器工作段的离散点数为 21个，其余离散

点数同理。
  

表 4    不同离散点数下的参数设置

Table 4    Parameter setting under different discrete points

离散点数(N1+N2) ω热启动参数 M精度提高倍数

11+21 0.992 0 200

21+41 0.999 2 100

31+61 0.999 6 100

41+81 0.999 6 100

  

11+21 21+41 31+61 41+81
离散点数

0

100

200

300

400

500

求
解

时
间

/m
s

原方法

定制化方法

改进方法

图 11    不同方法的求解耗时统计图

Fig. 11    Statistics of runtime by different methods
  

表 5    不同方法的求解耗时统计

Table 5    Statistics of runtime by different methods

离散点数
(N1+N2)

原方法
耗时/ms

定制化方法
耗时/ms

改进方法
耗时/ms

11+21 133.60 82.60 13.15

21+41 225.20 136.70 24.00

31+61 344.10 205.10 35.10

41+81 495.00 308.10 51.60
  

表 6    不同方法加速比

Table 6    Speedup ratios of different methods

离散点数
(N1+N2)

定制化方法
加速比

改进方法
加速比

11+21 1.62 10.19

21+41 1.65 9.39

31+61 1.68 9.81

41+81 1.61 9.58
 

为进一步体现本文方法的有效性，除了与原方

法对比外，本文还增加了与文献 [27]中定制化方法

（后文简称定制化方法）的对比，但由于文献 [27]

中的 Bsocp求解器不开源，因此，本文仅应用文献 [27]
中的定制化方法的原理（即本文的 3.2.1节、3.2.2节

和 3.2.3节中的方法）对 ECOS进行改进。

χ定义加速比 如下：

χ =
加速前的计算耗时
加速后的计算耗时

（58）

由图 11、表 5和表 6可知，相比于传统的序列

二阶锥规划方法，在仅应用定制化方法时可达到

1.6倍的加速比。与文献 [27]相比，在应用本文的

定制化方法时未出现加速效果随问题规模增大而

下降的情况，这是因为本文在对求解器进行定制化

时未通过代码自动生成的方式实现，无需生成庞大

的可执行代码，因而不会出现文献 [27]中所述的由

于生成的代码量过于庞大而导致的缓存丢失的现象。

对比原方法与改进方法可知，本文提出的方法

相比于传统的序列二阶锥规划方法可达到 9.5倍左

右的加速比。

为进一步对比各种方法的求解精度，本文通过

对优化问题 ODP取不同的离散点数，对比优化结

果的精度。在计算优化结果的精度时，本文根据优

化得到的控制量进行积分计算，积分方法为四阶龙

格库塔法，积分步长为 0.01 s。精度对比结果如

表 7所示。
  

表 7    不同方法的求解精度

Table 7    Solving accuracies of different methods

离散点数
(N1+N2)

方法 位置误差/km 速度误差/
(m·s−1)

11+21

原方法 16.280 4 33.529 9

定制化方法[27] 16.280 4 33.529 9

改进方法 16.155 7 33.268 1

21+41

原方法 7.942 4 16.482 4

定制化方法[27] 7.942 4 16.482 4

改进方法 8.118 8 16.841 4

31+61

原方法 5.262 3 10.938 1

定制化方法[27] 5.262 3 10.938 1

改进方法 5.312 4 11.029 8

41+81

原方法 4.080 0 8.472 8

定制化方法[27] 4.080 0 8.472 8

改进方法 3.933 3 8.172 2
 

由表 7可知，原方法与定制化方法相比，求解

精度完全一样，这是因为在对求解器进行定制化改

进后，内点法的求解流程没有发生任何改变，因而

求解结果完全相同。但原方法与本文的改进方法

求解结果存在偏差，这是因为改进方法在求解各二

阶锥规划子问题时的初值与收敛精度和原方法相

比存在偏差，因而两方法的优化结果也会存在微弱

的偏差。由位置误差和速度误差也可看出，原方法
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与改进方法的求解精度差距微弱。 

5　结　论

1） 本文基于序列二阶锥规划方法，提出了一种

月面应急上升交会联合轨迹优化方法，并且应用内

点法定制化方法、改进热启动法、二阶锥规划子问

题精度调整的方法，对月面上升交会的序列二阶锥

规划算法进行加速。

2） 仿真表明，在普通台式计算机上，综合应用

本文的方法，相较于传统序列二阶锥规划方法，本

文方法在不降低求解精度的情况下可达到 9.5倍左

右的加速比。
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Rapid planning method for lunar direct ascent and rendezvous trajectory in
emergency cases

BAN Huanheng1，2，ZHOU Cong1，2，YAN Xiaodong1，2，*

(1.   School of Astronautics，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China；

2.   Shaanxi Aerospace Flight Vehicle Design Key Laboratory，Xi’an 710068，China)

Abstract： When  a  lunar  detector  encounters  unexpected  conditions  and  needs  a  return  to  the  lunar  orbiter  or
Earth,  the  lunar  ascender  should  be  able  to  plan  an  appropriate  ascent  and  rendezvous  trajectory  independently  in
emergency cases. In this paper, a direct ascent and rendezvous trajectory optimization model was established based on
a successive second-order cone programming method, and minimum ascent and rendezvous time was chosen as the
objective  function.  Additionally,  a  convex optimization algorithm was proposed to  solve  the  ascent  and rendezvous
trajectory  optimization  problem.  In  order  to  enhance  computational  efficiency,  the  interior  point  method  was
customized and modified. The main adaptations included: the process of solving linear equations was customized and
modified;  a  warm  starting  was  used  in  the  interior  point  method;  the  second-order  cone  programming  subproblem
solving  accuracy  was  adjusted  dynamically.  Simulation  results  demonstrate  that  the  proposed  lunar  ascent  and
rendezvous trajectory optimization method in emergency cases facilitates the rapid ascent and rendezvous process of
the lunar ascender.  Moreover,  when compared to the traditional successive second-order cone programming method
employing  a  general  interior  point  method  solver,  the  proposed  acceleration  technique  achieves  a  speedup  ratio  of
approximately 9.5 times while maintaining the same level of solving accuracy. Consequently, the method outlined in
this paper holds significant potential for enabling autonomous online trajectory planning of lunar ascenders.

Keywords： lunar  ascent  and  rendezvous  process  in  emergency  cases； successive  second-order  cone
programming  method； customized  interior  point  method；warm  starting  in  interior  point  method； online  trajectory
planning
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