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摘要　　研究非线性参量共振系统中双孤子束缚态的形成机理和内在动力学 ,尤其

是孤子的周期“碰撞”行为和相互作用的非线性复杂性.结果表明:(1)因存在着单

阱势 ,同极性双孤子无论相距多远总是相互吸引的;它们最终形成振荡型或驻波型孤

子束缚态;(2)束缚态中的每个孤子的动量具有单向性 ,孤子的周期“碰撞”行为实

际上是双孤子的不断合并和再生这两个相反过程的动态平衡;(3)在低阻尼的情形

下 ,系统内部高频振动模式的激发导致孤子相互作用呈现出一定程度的无规性或混

沌性 、甚至导致束缚态空间对称性的破损.
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孤子束缚态是物理上十分有意义的局域化复合结构.虽然在标准的(1+1)维可积非线性

Schrödinger(NLS)系统中束缚态是不稳定的[ 1] ,但是 ,在一些与 NLS有关而数学上往往不可

积的物理系统中
[ 2]
,束缚态却可以稳定地存在.这些系统包括 NLS-Ginzburg-Landau 方程

[ 3]
、

耦合 NLS 方程系统[ 4] 、阻尼型交变驱动(ac-driven , damped)NLS 方程[ 5] 、和 Quint ic

Ginzburg-Landau方程[ 6] ,等等;它们直接描述了从光学通信一直到流体力学的物理世界.一

般认为 ,在这些“阻尼-驱动”型系统中 ,束缚态的形成是由于孤子的两翼存在振荡性指数衰减

尾波:这种尾波使得孤子之间的相互作用势在某些间距上达到极小值.本文感兴趣的是另一

类具有局域化现象的 NLS 相关系统———参量驱动耗散型非线性 Schrödinger (PDNLS)方

程[ 7 ,8] :

i( t +α )+ xx +2| |
2
 - +γ 

＊
=0 , (1)

其中 α是系统的阻尼系数 , γ是系统的驱动强度 ,且(α, γ)=o(1).这类系统以经典的 Fara-

day共振为代表[ 9 , 10] ,包括非线性耦合晶格点阵系统[ 11] 、参量场作用下的磁系统[ 12] ,等等[ 7] .

最新数值研究证明[ 13 ,14] ,方程(1)存在同极性双孤子束缚态解.该束缚态解很好地描述了

Faraday表面波实验中所观察到的双孤子周期碰撞现象[ 13 , 15] .

参量激励束缚态最令人感兴趣的是其类经典振子的振荡.实验和数值研究还表明 ,这一

复合结构在 PDNLS 多孤子链中起着“分子”的作用[ 16 ,17] .然而 ,迄今为止我们仍对参量激励

束缚态的形成机理缺乏足够的认识(正常条件下 ,PDNLS 孤子的尾波无振荡性).更重要的
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是 ,从粒子性这一观点来看 ,我们对束缚态中全同双孤子的“碰撞”机制依然十分模糊 ,一些基

本问题仍然没有令人满意的答案.例如 ,孤子在“碰撞”瞬间到底有没有交换位置
[ 9]
? 这种

“碰撞”是否遵从经典的弹性碰撞规律? 等等.此外 ,还存在不少有关实验事实尚未得到很好

地解释.譬如 ,在 Faraday实验中 ,为什么束缚态在纯净水(如蒸馏水)中反而难于稳定 ? 即使

能稳定 ,束缚态的形态也显得十分不规整;而此时若加入几滴墨水 ,则效果大大改善.水越不

干净 ,孤波形态越光滑 ,且稳定性越强.所以这些悬而未决的问题促使我们对束缚态的内在动

力学进行深入的研究.

1　有效作用势和束缚态的形成

首先考察一对同极性全同孤子的相互作用势.设双孤子的对称中心位于原点 x=0 ,且左

右孤子的“质心”坐标分别为 x L 和 xR(x L=-xR).在无阻尼的情形下(α=0),PDNLS 系统

(1)的 Hamiltonian可以表达为

E =
1
2∫

∞

-∞
 x

2
-  4 +  2 -γRe( 2) dx . (2)

一般地(α≠0),我们可以从方程(1)导出如下方程

dE
d t
+2αE =α∫

∞

-∞
 4d x . (3)

显然 ,无耗散时 E 是守恒的;所以 , E 具有能量的意义.稳态时 , dE/dt=0 ,故

E =
1
2∫

∞

-∞
 4d x , (4)

“质心”位于 x 0 处的驻波单孤子可由如下的稳态解析解描述
[ 8] :

 1(x , x 0)=aie-iθsech
x -x 0

λ
, (5)

其中 λ=a-1衡量孤波空间范围 ,而波幅 a= 1+ γ2-α2 , 相角 θ=
1
2
arcsin(α/γ).将(5)

式代入(4)式 ,我们得到单孤子态的能量 E =E 1=2α
3/3.然而 ,我们无法从方程(1)获取双孤

子态的解析解 ,故不能直接用(2)或(4)式求出能量的解析表达式.首先考虑孤子相距甚远的

简单情形:Δ≡ xR -xL /λ 1.在初级近似下 ,双孤子解  2 可以用两个单孤子解 1的线性

叠加来近似:

 2 ≈ 1(x , xL)+ 1(x , xR). (6)

将它代入(2)式并积分 ,我们得到孤子相互作用的“有效”势 V(Δ):

V(Δ)≡E -2E 1 ≈-a
3
(5 +coshΔ)sech

4
(Δ/2), (7)

很容易验证 ,对于 Δ>0 , dV/dΔ>0 ,且 V(0)=-6a
3
, V(∞)=0.所以 , V 是一个单阱势 ,

它证明了孤子的相互吸引性.以上结果与颜家壬等人[ 18]以前得出的基本一致 ,但我们的结果

对 α≠0的情形也适用.

那么 ,相互吸引的双孤子的终态是什么?当 Δ～ 1 ,显然线性叠加近似解(6)式不成立.我

们试图通过直接求方程(1)的数值解来解决这一问题.为了尽量避免边界效应[ 15] ,计算中我

们选用的系统尺寸 l(-l/2<x <l/2)远大于束缚态的局域范围 ,即 l  x R-xL .数值模拟

表明 ,双孤子最终演化成一个与驱动强度 γ有关的稳态.对于给定的 α,存在 3个重要的驱动
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阈值:γ1<γ2<γ3 ,如图 1所示.在小振幅驱动下(γ<γ1),双孤子只是简单地合并成单孤

图 1　束缚态在(α, γ)平面上的参数区域
l=40

子.但是 ,如果 γ∈ R 1(γ1 <γ<γ2), 则双孤子将
形成振荡型束缚态.而当 γ∈ R 2(γ2 <γ<γ3)时 ,

所形成的束缚态是静止的 ,即 Δ保持恒定.图 2给

出了典型的演化过程.该图还说明了孤子相互吸引

的对数特征.所以 ,当 Δ 1 时 ,孤子的相对运动几

乎察觉不到;这与实验观察是一致的.我们还可以

进一步把振荡参数区域 R 1 细分为上下两个子域:

在下区域中 ,孤子在“碰撞”过程中始终是不可区分

的 ,而在上区域中存在 min(Δ)>0 ,故孤子始终是可

分辨的.在驻波态参数区域 R 2 内 , Δ仅依赖于(α,

γ).当 γ>γ3 时 ,空间连续波的共振激发将破坏束

缚态的稳定性.关于束缚态稳态运动的详情 ,可参

阅文献[ 13 ,14] .

图 2　初始相距较远的一对同极性孤子的波幅等高线演化图

每幅图下半部分的时间轴是用对数标度的 ,而上半部用线性标度.计算中 ,取 l=40.(a)(α, γ)=

(0.6 , 0.94)∈ R 1;(b)(α, γ)=(0.6 , 0.98)∈ R 2

2　束缚态孤子相互作用的内部过程

现在的问题是 ,为什么相互吸引的孤子会形成稳定的束缚态 ? 我们试图通过分析每个孤

子的动量来解决这一基本问题.

2.1　流向对称中心的定向动量流

在任何情形下 ,束缚态孤子波包是空间对称的 ,即  (x , t)= (-x , t).所以 ,系统的总
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动量 M 为零[ 13] .为了研究孤子“碰撞”的内部动力学 ,我们为每个孤子定义其动量如下:

ML ≡(2i)
-1∫

0

-∞
( ＊ x -  

＊
x)d x 　(x <0),

MR ≡(2i)
-1∫

∞

0
( 
＊
 x -  

＊
x)dx 　(x >0),

(8)

显然 ,M L=-MR .该定义的物理依据
[ 15]是:在 Faraday水槽中 ,(1)在束缚态的对称中心插

入一块隔板不影响每个孤子的运动;(2)通过表面波理论可以直接证明 , ML 和M R 分别正比

于对称中心两侧流体的物理动量.根据方程(1),可以导出

dM L , R

dt
+2αML , R =± | |4 +1

2
| |2 xx

x=0
, (9)

其中 ML 和 M R 分别取方程右边的正号和负号.当 Δ 1 时 ,孤子运动十分缓慢 , 所以

dM L , R/d t≈0.应用近似解(6)式并代入上式 ,得出

ML , R ≈ aV(Δ)/α, (10)

根据(7)式 , V <0 ,所以 ML >0和 M R <0 ,即孤子的动量流向对称中心.这与我们预期的一

致.为了观察“碰撞”过程中(Δ～ 1)孤子动量的变化 ,我们重新定义左(x <0)右(x >0)孤子

的“位置” xL 和 x R 分别为 Im( )取最大值的 x 坐标值(也可取   的最大值位置 ,但计算表明

两种定义无本质的差别).图 3给出了振荡区域 R1 内的典型(x R , MR)相轨道[ 注:(xL ,

图 3　振荡型束缚态孤子的动量与位置的关系

l=40.(a)(α, γ)=(0.8 , 1.105)∈ R1 ,此时 ,孤子在相互作用过程中是不可区分的;

(b)(α, γ)=(0.8 , 1.112)∈ R 2 ,此时,孤子始终是可分辨的

ML)=-(xR , MR)] .由此可见 ,虽然表面上孤子在“碰撞”后迅速“弹回”到最大间距 ,但是

孤子的动量却始终指向对称中心 , 即 M L>0>M R.这是与经典弹性模型直接相矛盾的.它

同时表明 ,孤子在“碰撞”期间根本不存在对穿.

在驻波束缚态的情形下 ,方程(9)简化为
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ML , R =±
1
2α
| |4 +

1
2
| |2 xx

x=0
, (11)

对于两个分开的孤子 ,显然有  
2
 xx>0 ,故 M L>0 , M R <0.由此可见 ,即使处于驻波态 ,束

缚态中也存在着流向对称中心的定常动量流.随着控制强度 γ的增大 ,束缚态能量将增加 ,

即 E※2E1;故 V ※0 ,而 Δ※∞.当 Δ很大时 ,动量公式(10)对驻波束缚态也近似成立.

2.2　孤子的合并与再生

孤子动量的定向特征否定了孤子“碰撞”的经典力学模型.那么 ,这一特征的物理涵义是

什么 ?在此 ,必须考虑到我们所面对的是“耗散-驱动”型系统这一基本事实.阻尼耗散将不断

消耗束缚态的能量 ,使双孤子倾向于合并成单孤子.而动量流源源不断流向对称中心这一事

实则说明系统同时得到外部能源的补充.我们认为 ,束缚态孤子的周期性振荡或“碰撞”行为

本质上是束缚态孤子的不断合并和再生的动态过程.实验观察支持了这一观点.在早期的

Faraday实验中[ 9 , 19] ,人们就已经注意到 ,孤子“碰撞”后 ,表面波会出现 3 个幅度差不多的波

峰;中间的峰很快消失.我们的数值模拟表明 ,如果驱动 γ∈[ γ1 , γ2] 但又非常靠近下限 γ1 ,

则上述实验现象完全可以数值再现.在这一驱动条件下 ,外界的能量输入几乎刚好补偿了束

缚态能量的耗散.图 4模拟了这种情形下束缚态的演化以及相应的“粒子数”N 的变化.此

图 4　束缚态孤子的合并与再生过程数值模拟

l=40 , (α, γ)=(0.8 , 1.097 03)∈ R 1 ,(a)等高线图 , (b)孤子数 N 随时间的变化

处 , N 定义为N ≡∫
∞

-∞
| (x , t)|2d x∫

∞

-∞
| 1|

2d x , 其中 1是稳态单孤子解(5)式.在 NLS

可积系统中 , N(除了归一化常数之外)是守恒量.而在 PDNLS系统中 , N 可以随时间变化;

但计算表明 , N 近似等于孤子态中孤子的个数[ 17] .不难看出 ,束缚态演化过程中存在着 3个

不同的状态跃迁:(1)双孤子趋向于合并成一个较大的单孤子 (N :2※1);(2)在远离对称

中心处同时自发生成两个新的同极性孤子(N:2※3);(3)中间的孤子(或隆起)迅速被吸收
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(N :3※2).应用我们以前的符号体系[ 13 ,17] ,则上述演化过程可以表达为下列周期序列 ,

… ※←←※ ※←←←※←←※ ※←←←※←←※ ※←←←※←←※…

其中“  ”指双孤子合并后的重叠态 ,它几乎就是一个单孤子“ ←” .显然 ,在这一过程中孤子既

没有因“碰撞”而反弹 ,也不存在互相对穿.既然如此 ,当然有 ML >0>MR(定向性).

至此 ,我们看到 ,参量激励束缚态显著地不同于标准的 NLS 束缚态.首先 ,在可积的 NLS

系统中
[ 1 ,20]

,对称双孤子束缚态的“粒子数”是守恒的 ,即 N =2.其次 ,运用已有的双孤子束

缚态解析公式[ 20]并通过(9)式可证明 ,NLS 束缚态孤子的相互作用完全符合弹性碰撞规律.

3　束缚态非线性动力学的复杂性

我们发现 , PDNLS 束缚态的规则动力学行为仅存在于阻尼较大的介质中.当 α降低时 ,

孤子的相互作用呈现出复杂的非线性行为.图 5是我们用数值计算得到的数据构造的稳定性

图 5　束缚态的稳定性分岔图
图中由 Γ1 和 Γ2(线段连接起来的小“ ★”)所围的区域为单孤子态的参数区域 ,其中的虚线 Λ1 表示单孤子的 Hopf

分岔线.束缚态的参数区域以 γ1 和γ3(由“  ”表示)为边界 ,其中 γ2(由“ ◆”表示)是振荡和非振荡子区域 R 1 和

R 2 的分界线 ,粗线 Λ2 是束缚态的Hopf分岔线

参数图 ,它比图 1更详细全面.作为对比 ,我们还在此图中包括了单孤子态的参数区域.这些
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稳定性数据是在 l=40时计算而得的 ,但计算表明 ,图 5实际上是适用于 l>30的所有情形.

单孤子态的稳定性已由多人作了深入的解析和数值研究
[ 7 ,21]

.在此值得指出的是 ,当(α, γ)

越过点线 Λ1而进入左边的参数区域时 ,单孤子发生 Hopf分岔 、从而激发频率为 f h(～ 1)的内

部振荡模式;而当(α, γ)非常接近于左边界 Γ2 时 ,单孤子态将展示复杂的非线性分岔和混沌

行为.虽然如此 ,在 NLS 极限(α, γ)※(0 , 0)下 ,单孤子仍然可以稳定.双孤子束缚态的参数

区域R在图 5中是由符号“  ”所围成的区域 ,由振荡区域 R 1 和准静态区域 R 2 组成 ,即 R=

R 1∪ R 2(详见第 1节).有趣的是 ,单孤子和束缚态均在同一上边界线 γ=γ3≈ 1+α2上失

稳;当 γ>γ3时 ,空间扩展的连续波将参量激发.

数值观察表明 ,当(α, γ)沿着(-α)方向穿越图 5中的线段 Λ2 时 ,束缚态同样也发生

Hopf分岔 ,并激发频率为 f h 的内部振荡模式.与“碰撞”频率 f c(～ 0.1)相比 , f h 模式是高频

振动(f h ～ 10 f c).这种分岔行为高度地依赖于(α, γ)在R中的取值.在驻波区域 R 2 内 ,高频

模式的激发使得在有关相空间上定点吸引子失稳 、并被极限环所取代 ,如图 6(a)所示.在振

图 6　发生 Hopf分岔时束缚态的相轨道吸引子

ξ=Re( ) x =0 , η=Im( ) x =0.(a)(α, γ)=(0.4 , 0.95)∈ R 2;(b)(α, γ)=(0.5 , 0.85)∈ R 1

荡区域 R1 内 ,高频模式表现为束缚态在孤子“碰撞”后发生“震颤” ,这种“震颤”在几个振动周

期(1/ f h)内迅速衰减掉 ,如图 6(b)所示.在任何情况下 ,高频振动产生小振幅连续波辐射.

在区域 R1 内 ,如果(α, γ)继续沿着 α的负向移动 ,则高频模式将参量放大.这时 ,两种频率

模式的强度达到同等量级 ,因而发生强烈的非线性耦合相互作用 ,结果导致孤子“碰撞”的无规

性.图 7是这种无规“碰撞”的频谱和孤子最大间距的分布图.如果(α, γ)非常靠近 R1 或 R 2

的左边界 ,束缚态进一步发生空间分岔 、从而造成其空间对称性的破坏 ,并引起如图 8(a)所示

的非对称连续波辐射.图 8(b)是这种情形下束缚态的长期演化模拟;由此可见 ,非对称的束

缚态作为整体在空间发生缓慢的来回晃动.数值观察表明 ,这种运动形式是极其不稳定的.

一旦失稳 , 空间相干结构就自行毁灭 ,系统从此进入时空混沌.

关于有界系统中束缚态的稳定性.以上结果适用于 l 很大或无界的一维系统.在 Fara-
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图 7　束缚态孤子的无规“碰撞”

(α, γ)=(0.4 , 0.766 9)∈ R 1 , (a)功率频谱:A ～  FFT(η) ,

η=Im( )x =0;(b)孤子最大间距 xR-xL max的分布(ρ为孤子

“碰撞”次数 , ΢ρ为总“碰撞”次数)

day共振水槽实验中 ,我们早就观察到 ,

线性本征频率与 Faraday共振频率十分

接近的纵向表面波模式比在短槽中更容

易激发 ,其后果是破坏束缚态的稳定性.

所以 ,束缚态在短槽中比长槽中更容易

稳定.鉴于此 ,我们的实验往往采用相

对较短的水槽.也就是说 ,我们实际上

面对的是一个有界边值问题(l <20).

计算表明 ,随着 l的缩短 ,在(α, γ)平面

上束缚态的参数区域R相对于单孤子的

区域将明显地升高 ,并逐步移出.所以 ,

实验测得的束缚态稳定性区域几乎在单

孤子态的上面
[ 15]
.另一方面 , 由于

Faraday水槽中存在多个表面波模式的

竞争 ,束缚态的分岔行为远比上述讨论

的要复杂.本文仅考虑束缚态的内部动

力学;所以 ,边界对束缚态的影响 ,以及

束缚态与其他模式的非线性相互作用不

作进一步的分析.

4　总结与讨论

本文中我们运用相互作用势证明了

同极性孤子相互吸引性.根据驱动强度

的大小 ,双孤子要么合并成单孤子 ,要么

形成稳定的束缚态.以前 ,我们曾得到

以下两个结果:(1)一对反极性的孤子

总是相互以对数方式排斥 ,除非它们被

限于有界系统中[ 22] ;(2)两个以上的同

极性孤子最终退化为双孤子束缚态(或

单孤子态)[ 17] .结合这些结果可以断

定 ,在无界系统中(l ※∞),任意一个多

孤子态最终将发展成为一系列相距遥

远 、相互独立的驻波型单孤子和(或)束

缚态.而在有界系统中(l ∞),边界及

其“镜像效应”[ 15]使得多孤子态中的个体以及它们的虚像互相制约而形成稳定有序的一维孤

子链[ 17] ,其中束缚态扮演“分子”的角色.因此 ,单孤子态和束缚态是参量驱动共振系统中仅

有的两个元激发态.

孤子动量的单向性(指向对称中心)是参量激励束缚态最重要的动力学特征.这一特征表
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图 8　对称性破损情形下束缚态演化的   等高线图

α=0.35 , γ=0.883 6.(a)非对称演化及辐射;(b)长期演化

明束缚态孤子的相互作用不同于经典弹性粒子之间的碰撞.支配束缚态稳态振荡行为的是耗

散所导致的孤子合并(消灭)与孤子的参量再生这两个相反而又相平衡的物理过程.这是一种

新型的束缚态形成和相互作用机制.一般认为 ,阻尼耗散在物理系统中起负面作用 ,而外部驱

动的引入只是为了抵消此效应.而我们的结果表明 ,阻尼效应还对参量激励束缚态的稳定具

有不可忽视的积极作用 ,即它有效地抑制了系统高频模式.相反 ,在低阻尼或无阻尼的介质

中 ,高频模式的激发使得孤子之间的相互作用呈现出非线性复杂性 ,甚至破坏束缚态的稳定.

这就解释了为什么束缚态在纯净水中反而不易稳定的事实.另一方面 ,参量驱动也不只是简

单地平衡能量的耗损.例如 ,直接驱动的耗散型 NLS 方程(将方程(1)中的 γ ＊项用 γ取代)

就不支持稳定的振荡束缚态
[ 5]
.显而易见 ,我们对参量激励型孤子束缚态的物理理解已经大

大超越了数学理论的范畴.
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