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摘要 本文介绍带移民分枝过程极限性质的部分文献, 分为下临界、临界和上临界三种情形; 同时介

绍了作者及合作者的一些最新研究进展, 包括带移民临界分枝过程的大偏差和上偏差、带移民上临界

分枝过程的调和矩以及大偏差和下偏差等.

关键词 分枝过程 极限定理 移民

MSC (2010) 主题分类 60J80, 60F10

1 引言

称 Z = (Zn)n>0 为一个初值为 1 的带移民 Galton-Watson (GWI) 过程, 如果

Zn =

Zn−1∑
i=1

ξ
(n)
i + Yn, n > 1, Z0 = 1, (1.1)

其中 {ξ(n)i , i > 1, n > 1} 是独立同分布的随机变量, 其共同的母函数为 f(s) =
∑∞

i=0 pis
i, 记 m =

f ′(1−); {Yn, n > 1} 是独立同分布的随机变量, 其母函数为 h(s) =
∑∞

i=0 his
i, 记 β = h′(1−). 同时,

{ξ(n)i , i > 1, n > 1} 与 {Yn, n > 1} 也相互独立. 显然, Z 是一个时齐的 Markov 链, 其 n 步转移概率记

为 p
(n)
ij = P{Zn+k = j | Zk = i}, i, j, n, k > 0. 记 Zn 的母函数为 Hn(x). 由独立性, 可得

Hn(x) = fn(x)
n−1∏
i=0

h[fi(x)], n > 1, x ∈ [0, 1],

其中 fn+1(s) = f [fn(s)], f0(s) = s. 当 m < 1、m = 1 和 m > 1 时, 分别称过程 Z 是下临界、临界

和上临界. 如果把 Zn 看作某物种的一个个体繁衍的过程中第 n 代的后代数目, 则 {ξ(n)i } 可以看作第
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n− 1代个体中的第 i个个体在第 n代产生的后代数, Yn 可以看作第 n代新移入的个体数. 也就是说,

第 n 代的个体总数目 Zn, 是第 n − 1 代所有个体产生的后代数目 {ξ(n)i (i = 1, . . . , Zn−1)} 以及第 n

代新移入的个体数目之和. 定义 Z 的 n 步转移概率的母函数为

P
(n)
i (x) =

∞∑
j=0

p
(n)
ij x

j .

这个模型被认为来源于 Haldane[1]关于基因突变的研究中, Haldane假设 ξ
(n)
i 和 Yn都服从 Poisson

分布. 后来, Bartlett [2] 指出, 当 m < 1 时, 过程应该存在平稳分布 {πi}, 其母函数 π(s) :=
∑∞

i=0 πis
i

满足:

π(s) = h(s)π[f(s)], s ∈ [0, 1].

这一问题的严格证明在文献 [3, 4] 给出, 如果转移矩阵 {pij} 不可约、非周期, 则当 m < 1 时, 过程正

常返当且仅当
∑∞

i=1 hj log j < ∞; 当 m > 1 时, 过程暂留. m = 1 的情形由 Seneta [5] 给出, 在条件∑∞
i=1 jhj <∞ 之下, Seneta [5] 证明了当且仅当存在 γ ∈ (0, 1], 使得下式成立时:∫ γ

0

(
1− 1− f(1− x)

x

)−1

dx <∞, (1.2)

过程正常返. 关于这一段文献综述, 可参见文献 [6].

在下文中, 记 dn = O(en), 如果存在 C1 和 C2 使得

C1 6 lim
n→∞

dn
en

6 lim
n→∞

dn
en

6 C2;

记 dn = o(en), 如果 limn→∞
dn

en
= 0; 记 dn ∼ en, 如果 limn→∞

dn

en
= 1.

以下的第 2–4 节, 将分下临界、临界和上临界三种情形, 分别介绍 GMI 过程的极限行为, 主要介

绍历史文献以及本文作者与合作者的部分最新研究进展.

2 下临界情形 (m < 1m < 1m < 1)

本节假定

0 < p0, h0 < 1, m < 1, β <∞.

如上节所述, Heathcote [3, 4] 证明了 Z 有平稳分布 π, 其母函数为

π(x) =
∞∏
i=0

h(fi(x)), x ∈ [0, 1].

在以上结果的基础上, Pakes [7] 进一步给出了下临界 GWI 过程的遍历性质:

定理 2.1 (参见文献 [7, 定理 1]) 如果
∑∞

i=0 pi(i log i) <∞, 则

P
(n)
i (x) = π(x) +mnH(x)

(
1− i(1−m)

β

)
+R

(n)
i (x), |x| < 1,

其中 R
(n)
i (x) = o(mn), H(s) =

∑∞
i=0His

i 是一个幂级数, H(1) = 0, 且满足以下泛函方程:

h(s)H(f(s)) = mH(s).
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同时,

p
(n)
ij = πj +mnHj

(
1− i(1−m)

β

)
+ r

(n)
ij ,

其中 r
(n)
ij = o(mn), 所以, 过程 Z 是几何遍历的. 又如果 f ′′(1−) <∞, h′′(1−) <∞, 则 R

(n)
i (x) 和 r

(n)
ij

都与 m2n 同阶.

同时, Pakes [7] 还得到了下临界 GWI 过程前 n 代总人口数
∑n

i=0 Zi 的强大数定律和中心极限

定理:

定理 2.2 (参见文献 [7, 引理 1]) 下临界情形的 GWI 过程 Z 满足如下强大数定律:

lim
n→∞

1

n

n∑
i=0

Zi =
β

1−m
, a.s.

定理 2.3 (参见文献 [7, 定理 3]) 若 f ′′(1−) <∞, h′′(1−) <∞, 则

lim
n→∞

P

(∑n
i=0 Zi − an

b
√
n

6 x

)
= Φ(x), x ∈ R,

其中

a =
β

1−m
, b =

β

(1−m)3
σ2
f +

1

(1−m)2
σ2
h, (2.1)

σ2
f 和 σ2

h 分别是分枝和移民的方差, 也即

σ2
f =

∞∑
i=0

i2pi −
( ∞∑

i=0

ipi

)2

, σ2
h =

∞∑
i=0

i2hi −
( ∞∑

i=0

ihi

)2

,

Φ(x) 是标准正态分布函数.

在定理 2.2 和 2.3 的基础上, Yu 等 [8] 研究了当分枝和移民都存在指数矩时下临界 GWI 过程的

大偏差和中偏差:

定理 2.4 (参见文献 [8, 定理 1.1]) 如果存在 θ0 > 0 使得 f(eθ0) < ∞, h(eθ0) < ∞, 则对 [0,∞)

中所有闭集 F , 有

lim sup
n→∞

1

n
log P

(
1

n

n∑
i=0

Zi ∈ F

)
6 − inf

x∈F
I(x);

对 [0,∞) 中所有开集 G, 有

lim inf
n→∞

1

n
log P

(
1

n

n∑
i=0

Zi ∈ G

)
> − inf

x∈G
I(x);

这里

I(x) = sup
θ∈R

{x(θ − log f(eθ))− log h(eθ)}.

定理 2.5 (参见文献 [8, 定理 1.2]) 设 {bn} 满足 bn → ∞ 和 bn = o(n), 则在定理 2.4 的条件下,

对 (−∞,∞) 中所有闭集 F , 有

lim sup
n→∞

1

bn
log P

(
1√
nbn

n∑
i=0

(Zi − a) ∈ F

)
6 − inf

x∈F
IM (x);
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对 (−∞,∞) 中所有开集 G, 有

lim inf
n→∞

1

bn
log P

(
1√
nbn

n∑
i=0

(Zi − a) ∈ G

)
> − inf

x∈G
IM (x);

这里 IM (x) = x2

2b , a 和 b 由 (2.1) 定义.

3 临界情形 (m = 1m = 1m = 1)

本节假定 0 < p0, h0 < 1, m = 1. 定义

γ =
1

2

∞∑
i=0

i(i− 1)pi, σ =
β

γ
.

在临界情形下, 如果 γ = ∞, 当条件 (1.2) 成立时, 过程 Z 正常返; 如果 γ <∞, 条件 (1.2) 不可能

成立, 所以过程不再是正常返的. 对这种情形, 文献 [9, 定理 1] 得到了如下结果:

定理 3.1 (参见文献 [9, 定理 1]) 假定 γ <∞.

(1) 当 σ < 1 时, 过程 Z 零常返;

(2) 当 σ > 1 时, 过程 Z 暂留;

(3) 当 σ = 1 时, 若 h′′(1−) <∞, 则过程 Z 零常返.

零常返的情形, 以下定理 3.2 给出了 Z 在 0 点停留次数的刻画:

定理 3.2 (参见文献 [9, 定理 2]) 若 γ <∞, 以及
∑∞

i=1 pjj
2 log j <∞, 则

C := lim
n→∞

nσp
(n)
00 <∞,

(1) 当 σ < 1 时, 令 Un = CΓ(1− σ)n1−σ;

(2) 当 σ = 1 时, 令 Un = C logn,

则有

lim
n→∞

P

(
1

Un

n∑
i=0

1{Zi=0} 6 x

)
= G1−σ(x), x > 0,

这里

Gc(x) =
1

πc

∫ x

0

∞∑
j=0

(−1)j−1

j!
sin(πcj)Γ(cj + 1)yj−1dy, 0 6 c < 1.

注 3.1 当 σ = 1 时, G0(x) = 1− e−x, x > 0, 即极限分布是参数为 1 的指数分布.

Pakes [10] 得到了 GWI 过程 Z 的母函数 Hn 的渐近性质, 以及 Zn 的局部极限定理:

定理 3.3 (参见文献 [10, 定理 1 和 2]) 在定理 3.2 的条件下,

lim
n→∞

nσHn(x) = U(x)

在单位圆盘 |x| < 1 的紧子集上一致成立, 极限函数 U(x) 满足泛函方程

h(x)U(f(x)) = U(x),

并且有

U(x) ∼ (1− x)−σ, x→ 1−.
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U(x) 可以展开为幂级数 U(x) =
∑∞

j=0 µjx
j , 这里的 µi 满足

lim
n→∞

nσP{Zn = j} = µj , j > 0.

在临界情形,经过规范化, Zn 具有如下定理 3.4的极限分布.这个结论与不带移民的 GW (Galton-

Watson) 过程类似 (参见文献 [11, 第 I 章第 9 节定理 2]), 规范化因子相同, 极限分布都为 Gamma 分

布 (参数不同). 此时 limn→∞ P{Zn > 0} = 1, 所以, 此处无须考虑 {Zn > 0} 之下的条件极限.

定理 3.4 (参见文献 [9, 定理 3]) 若 γ < ∞, 则 Zn

n 依分布收敛于 η, 其中 η 服从 Gamma 分布,

其概率密度为

fη(x) =
1

βΓ(σ)

(
x

β

)σ−1

e−
t
β , x > 0.

由定理 3.4, 如果令 kn → ∞, kn = o(n), 则

P(Zn 6 kn) → 0.

在此基础上, 最近, Li 和 Zhang [12] 研究了临界 GWI 过程的下偏差, 刻画了以上收敛于 0 的速度.

定理 3.5 [12] 令 kn → ∞, kn = o(n). 若 γ <∞, h′′(1−) <∞, 则

P(Zn 6 kn) 6 C3

(
1 + γ

n

kn

)−σ

.

类似地还有如下的上偏差结果:

定理 3.6 [12] 令 kn

n → ∞, kn = o(n2). 若 γ <∞, h′′(1−) <∞, 且存在 θ > 0 使得 f(eθ) <∞, 则

P(Zn > kn) 6
(
kn
γn

)h′(1+ kn
γ2n2 − 1

γn ) 1
γ

exp

{
− kn
γn

+ 1− 1

γ
λ
kn
n2

ln
kn
n

}(
1 +O

(
kn
n2

))
,

这里 λ = 1− f
′′′

(1−)
6γ2 .

Li 和 Zhang [12] 在下面的定理中给出了 Zn+1

Zn
的方差的阶估计:

定理 3.7 [12] 定义 Jn = Var{Zn+1

Zn
| Zn > 0}. 在条件 γ <∞ 和 h′′(1−) <∞ 下,

(1) 若 σ < 1, 则 Jn = κn−σ(1 + o(1)), 这里

κ = 2γ

∫ 1

0

1

s
(U(s)− U(0))ds+ σ2

h

∞∑
k=1

µk

k2
;

(2) 若 σ > 1, σ ̸= 2, 则 Jn = κn−1(1 + o(1)), n→ ∞, 这里 κ = 2γ
β−γ ;

(3)若 σ = 1,则 Jn = O( log n
n ).由 Chebyshev不等式和定理 3.7知,对任意的 ε > 0,当 n→ ∞时,

P

(∣∣∣∣Zn+1

Zn
− 1

∣∣∣∣ > ε

∣∣∣∣Zn > 0

)
→ 0.

最近, Li 和 Zhang [12] 还研究了以上收敛的大偏差速度:

定理 3.8 [12] 如果 r > max{σ, 1}, 使得
∑∞

i=1 i
2r+δpi <∞ 对某个 δ > 0 成立, 且

∑∞
i=1 i

rhi <∞,

则以下极限存在并有限:

lim
n→∞

nσP

(∣∣∣∣Zn+1

Zn
− 1

∣∣∣∣ > ε

∣∣∣∣Zn > 0

)
<∞.
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带移民分枝过程的有限维分布收敛早在文献 [13,14]就得到了研究. Wei和Winnicki [17] 证明了临

界分枝过程的阶梯函数在 Skorokhod拓扑下收敛于一个非负扩散过程. 关于临界分枝过程的泛函极限

定理, 可参见文献 [15–19]. 特别地, Rahimov [18] 证明了当移民趋于无穷且在移民均值和方差满足特定

的关系时,带独立移民临界分枝过程的泛函中心极限定理的极限过程为 Gauss过程. Guo和 Zhang [19]

进一步得到了当各代移民在某种意义下相互依赖时, 过程的一个泛函中心极限定理.

4 上临界情形 (m > 1m > 1m > 1)

当 m > 1 时, fn(x) ↑ q, 这里 q ∈ [0, 1) 是方程 s = f(s) 的最小根 (参见文献 [20]), 此时,

p
(n)
00 6 (h(q))n,

由此易见过程 Z 暂留. 本节假定

p0 = 0, m ∈ (1,∞).

此时 q = 0. 实际上, p0 > 0 的情形, 利用文献 [21], 可以把它归结为 p0 = 0 的情形, 参见文献 [11, 第 I

章第 11 节] 的讨论.

关于上临界情形的渐近性质, Pakes [7] 给出了总人口数
∑n

i=0 Zn 的极限定理.

定理 4.1 [7] 上临界情形下, 总人口数满足如下的强极限定理:

lim
n→∞

1

mn

n∑
i=0

Zn =
mζ

m− 1
, a.s.

如果
∑∞

j=0 pjj log j <∞, 则 P(ζ > 0) = 1, ζ 是 (0,∞) 上的连续型随机变量, 其 Laplace 变换为

Eexp{−θζ} = F (θ)G(θ), θ > 0,

这里 F (θ) 和 G(θ) 分别满足泛函方程

F (mθ) = f(F (θ)), G(mθ) = G(θ)h(F (θ)), θ > 0.

实际上,

G(θ) =

∞∏
m=1

h

(
F

(
θ

mn

))
.

对于 n > 1, 我们把 GWI 过程 Zn 作如下分解:

Zn = Z0
n + U (1)

n + · · ·+ U (n)
n , (4.1)

这里 Z0
n 表示初始粒子在第 n代的后代总数, U

(i)
n (1 6 i 6 n)表示第 i代进入的移民在第 n代的后代

总数, 则 Z0
n, U

(1)
n , . . . , U

(n)
n 相互独立.

由文献 [22, 23], 若
∑∞

j=1 pjj log j <∞, 则

Z0
n

mn

a.s.−−→W, n→ ∞,
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且 EW = 1, W 在 (0,∞)上具有连续密度 w;若
∑∞

j=1 pjj log j = ∞,则 P(W = 0) = 1. 后来, Seneta [5]

证明了在这种情形下, 仍然存在一列规范化因子 {Cn}, Cn = O(mn), 使得在依分布收敛意义下有

Z0
n

Cn

d−→W, n→ ∞.

此处 P(W = 0) < 1. 文献 [24, 定理 1] 进一步证明了以上收敛在几乎必然意义下成立.

对于 GWI 过程 Zn, Seneta
[25] 证明了其规范化极限存在, 规范化因子仍然是上述 {Cn}, 即

In :=
U

(1)
n + · · ·+ U

(n)
n

Cn

a.s.−−→ I, n→ ∞. (4.2)

所以,

Vn :=
Zn

Cn

a.s.−−→ V =W + I, n→ ∞. (4.3)

如果
∑∞

j=0 pjj log j <∞, 则可取 Cn = mn. 进一步地, 若
∑∞

j=1 hj log j <∞, 则

P{I <∞} = P{V <∞} = 1,

且 V 在 (0,∞) 具有密度函数 v. 根据文献 [26, 定理 1 (iii)], 若
∑∞

j=1 pjj log j <∞, β <∞, 则 I 限制

在 (0,∞) 有连续密度 i, 满足

lim
n→∞

P(In > x) =

∫ ∞

x

i(t) dt, x > 0.

所以, 此时 v 在 (0,∞) 有连续密度; 由 (4.2), 有

v(x) =

∫ x

0

w(t)i(x− t) dt, x > 0,

即 v = w ∗ i, 其中 ∗ 表示卷积运算. 关于 I 和 V 的密度以及有关小值概率的研究, 还可参见文献 [27].

GW 过程的调和矩

τn(r) := E(Z−r
n | Zn > 0), r > 0,

在研究形如 Zn+1/Zn 的大偏差中起关键作用. 对于不带移民的 GW 过程, 也即 Yn ≡ 0 时, τn(r) 的

渐近行为有广泛研究, 可参见文献 [28–31], 其中 Heyde 和 Brown [28] 得到了 r = 1
2 时的结果, 并猜测

在一定的条件下应该有 τn(1) ∼ m−n. Nagaev [29] 证明了 τn(1) = O(ρn), 其中 max(0,m−1) < ρ2 < 1.

Pake [31] 在条件 p1m ̸= 1 下得到了 τn(1) 的极限, 并猜测当 p1m = 1 时, τn(1) ∼ nm−n. Ney 和

Vidyashankar [30] 系统地讨论了 τn(r) 的渐近性质, 分 p1m
r > 1、p1mr = 1 和 p1m

r < 1 三种情形得到

了完整结论.

在以上文献的基础上, Liu 和 Zhang [32] 研究了上临界 GWI 过程的大偏差, 得到了部分结果. 最

近, Sun 和 Zhang [33] 研究了上临界 GWI 过程的调和矩收敛:

定理 4.2 [33] 假定 h0 > 0,
∑∞

j=1 hj log j <∞. 定义 ρ := p1h0m
r, 以及

an(r) =



(p1h0)
−n, ρ > 1,

(p1h0)
−n

( n−1∑
k=0

(p1h0)
−kC−r

k

)−1

, ρ = 1,

Cr
n, ρ < 1,
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则

lim
n→∞

an(r)E(Z
−r
n ) =



1

Γ(r)

∫ ∞

0+
γ(e−u)ur−1 du, ρ > 1,

1

Γ(r)

∫ m

1

γ(ϕ(u))ψ(u)ur−1 du, ρ = 1,

1

Γ(r)

∫ ∞

0

φ(u)ur−1 du, ρ < 1,

这里

ϕ(u) = Ee−uW , ψ(u) = Ee−uI , φ(u) = ϕ(u)ψ(u) = Ee−uV ,

γ(x) := lim
n→∞

Hn(x)

(p1h0)
n , x ∈ [0, 1).

作为定理 4.2 的推论, Sun 和 Zhang [33] 得到了 Zn+1/Zn 的大偏差估计:

定理 4.3 [33] 假定 h0 > 0,
∑∞

j=1 hj log j <∞. 对每个 ε > 0, 定义

A(k, ε) = P

(∣∣∣∣ξ̄k +
Y1
k

−m

∣∣∣∣ > ε

)
, (4.4)

这里 ξ̄k = 1
k

∑k
i=1 ξ

(1)
i . 如果存在 r > 0, C(ε, r) > 0, 使得对所有的 k > 1 有 A(k, ε) 6 C(ε, r)k−r, 则

lim sup
n→∞

an(r)P

(∣∣∣∣Zn+1

Zn
−m

∣∣∣∣ > ε

)
6 C(ε, r); (4.5)

如果对所有的 k > 1 有 A(k, ε) > C(ε, r)k−r, 则

lim inf
n→∞

an(r)P

(∣∣∣∣Zn+1

Zn
−m

∣∣∣∣ > ε

)
> C(ε, r). (4.6)

由 (4.2) 和 (4.3) 知, 如果 kn = o(mn), 则

lim
n→∞

P(Zn 6 kn) = 0.

对于非移民情形, 即 Yn ≡ 0 时, Fleischmann 和 Wachtel [34] 研究了以上收敛的速度问题, 并称为 GW

过程的下偏差. 最近, Sun 和 Zhang 1) 进一步研究了 GWI 过程的下偏差问题:

定理 4.4 1) 假定 p1 > 0,
∑∞

j=1 pj log j < ∞,
∑∞

j=1 hj log j < ∞. 对 n > 1, 定义 an := min{l
> 1 : ml > kn}. 取数列 {kn} 满足 kn → ∞, kn = o(mn).

(1) 若 h0 > 0, 则当 n→ ∞ 时,

P(Zn = kn) = m−nv

(
kn
mn

)
(1 + o(1)), (4.7)

并且

P(0 < Zn 6 kn) = F

(
kn
mn

)
(1 + o(1)), (4.8)

这里 F 是 V 的分布函数, 即 F (x) := P(V 6 x).

(2) 若 h0 = 0, 则

lim
n→∞

1

n(n− 1)
log(manP(Zn = kn)) =

ν

2
log p1, (4.9)

这里 ν = min{j > 1 : hj > 0}. 此时 (4.8) 仍然成立.

1) Sun Q, Zhang M. Lower deviations for supercritical branching processes with immigration. Preprint, 2018
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定理 4.5 2) 假定 p1 = 0,
∑∞

j=1 pj log j < ∞,
∑∞

j=1 hj log j < ∞. 定义 µ := min{j > 2 : pj > 0},
ν := min{j > 1 : hj > 0}, bn := min{l : mlµn−l > 2kn}.

(1) 若 h0 > 0, 则存在正常数 A1 和 A2 使得对满足 kn > µn 但 kn = o(mn) 的数列 {kn}, 有

−A1 6 lim inf
n→∞

µbn−n log(mnP(Zn = kn))

6 lim sup
n→∞

µbn−n log(mnP(Zn = kn))

6 −A2. (4.10)

(2) 若 h0 = 0, 并且 lim supn→∞ bn/n 6 1/2, 则对于满足 kn > µn + µn−1
µ−1 ν 但 kn = o(mn) 的数列

{kn}, 有 (4.10) 成立.

(3) 若 h0 = 0 并且 lim infn→∞ bn/n > 1/2, 则存在正常数 A3 使得对满足 kn > µn + µn−1
µ−1 ν 但

kn = o(mn) 的数列 {kn}, 有

lim inf
n→∞

µ−bn log(mnP(Zn = kn)) > −A3. (4.11)

此时 (4.10) 的上界仍然成立.

致谢 此谨以此文致敬导师王梓坤院士, 恭祝王先生 90 华诞.

参考文献

1 Haldane J B S. Some statistical problems arising in genetics. J R Stat Soc Ser B Stat Methodol, 1949, 11: 1–9

2 Bartlett M S. An Introduction to Stochastic Processes. Cambridge: Cambridge University Press, 1955

3 Heathcote C R. A branching process allowing immigration. J R Stat Soc Ser B Stat Methodol, 1965, 27: 138–143

4 Heathcote C R. Corrections and comments on the paper “A branching process allowingimmigration”. J R Stat Soc

Ser B Stat Methodol, 1966, 28: 213–217

5 Seneta E. The stationary distribution of a branching processes allowing immigration: A remark on the critical case. J

R Stat Soc Ser B Stat Methodol, 1968, 30: 176–179

6 Seneta E. Functional equations and the Galton-Watson process. Adv in Appl Probab, 1969, 1: 1–42

7 Pakes A G. Branching processes with immigration. J Appl Probab, 1971, 8: 32–42

8 Yu S H, Wang D H, Chen X. Large and moderate deviations for the total population arising from a sub-critical

Galton-Watson process with immigration. J Theoret Probab, 2018, 31: 41–67

9 Pakes A G. On the critical Galton-Watson process with immigration. J Aust Math Soc, 1969, 12: 476–482

10 Pakes A G. Further results on the critical Galton-Watson process with immigration. J Aust Math Soc, 1972, 13:

277–290

11 Athreya K B, Ney P E. Branching Processes. Berlin: Springer-Verlag, 1972

12 Li D D, Zhang M. Asymptotic behaviors for critical branching processes with immigration. Acta Math Sin Engl Ser,

2018, in press

13 Aliev S A. A limit theorem for Galton-Watson branching processes with immigration. Ukräın Mat Zh, 1985, 37:
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Mei Zhang

Abstract In this paper, we introduce some references on the limit behaviors of Galton-Watson branching
process with immigration in subcritical, critical and supercritical cases. Some research work and new progress
of the author and collaborators are presented and discussed, including the large deviation and upper deviation
for the branching processes with immigration in critical case; the harmonic moment, large deviation and lower
deviation for the branching processes with immigration in supercritical case.
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