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摘要 多物理耦合的非线性偏微分方程和数值解在众多实际工程领域扮演重要角色,对其不确定度量

化的数学方法已成为具有挑战性的难题.本文结合爆轰流体力学多物理耦合的非线性偏微分方程和数

值求解,介绍多物理耦合数学建模与模拟中的不确定性及复杂工程建模与模拟不确定度量化常用数学

方法的优缺点,提出未来多物理耦合数学建模与模拟中不确定度量化所面临的一些未解决的重要问题

及困难.
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1 问题概述

自然科学与工程技术中的各种运动发展过程与平衡现象各自遵守一定的规律.这些规律的定量表

述一般呈现为关于含有未知函数及其导数的微分方程 [1]. 在航空航天、军事国防和气候预报等国家重

大工程领域, 在一定条件下设计装置的动作过程都是多物理强耦合的复杂物理演化过程, 例如, 爆炸

就是高温高压多介质复杂流体、剧烈温度辐射输运和中子、光子、带电离子随时间、空间迅速变化的

行为, 以及中子热核反应过程耦合的复杂多物理过程 [2]. 描述其多物理复杂过程的数学模型往往是复

杂的非线性偏微分方程组与常微分方程耦合在一起的不确定性微分方程组. 例如, 爆轰流体力学物理

数学模型, 涉及高温高压多介质复杂非定常流体力学方程组和多种形式的爆轰唯象模型, 以及材料物

性的函数关系式 [3–5] 耦合在一起非线性偏微分方程. 但由于现实世界的复杂性和人们认知的局限性,

数学模型的背后有许多误差和不确定因素, 如模型中各种不确定的参数、模型的初边值条件、同一物

理过程多种模型形式等, 所以, 爆轰流体力学物理数学模型是双曲型的偏微分方程组与一阶常微分方

程、复杂函数关系式耦合在一起非线性不确定性偏微分方程组.

由于描述多物理非线性偏微分方程的复杂性, 根本无法得到其解析解, 只能通过计算机进行数值

求解 [6, 7]. 数值求解首先涉及偏微分方程的时空离散, 即采用数值求解将连续方程变为非连续离散的

方程, 其离散过程会带来不确定性 [8, 9]. 其次是通过一些算法对其离散方程进行求解, 此过程涉及收敛

性和稳定性等不确定性因素.总之,由于自然现象的复杂性和人们认知的缺陷,无论是偏微分方程组本
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身, 还是与之耦合的常微分方程、复杂函数关系及其数值求解过程中都含有未认知或随机的变量, 使

得耦合的微分方程组中含有大量不确定性的因素.要通过建模与模拟 (modeling and simulation, M&S)

这条途径认证或决策大型工程设计参数或系统的可靠性, 必须对其建模与模拟中的不确定度进行量

化, 才能发展高可信度的数值模拟仿真软件. 不确定度量化 (uncertainty quantification, UQ) 的数学方

法是评估 M&S 可信度的最佳途径, 在航空航天和国防安全等国家众多尖端领域, 已引起学术界和工

程应用领域的高度重视.

2 多物理耦合非线性偏微分方程的数学模型

2.1 非线性双曲型偏微分方程 (非定常爆轰流体力学模型)

这里以爆轰流体力学为例,炸药爆轰过程所使用的基本方程是非定常可压缩流体力学方程和化学

反应动力学方程的藕合方程组,

∂ρ

∂t
+∇ · ρ−→u = 0 (质量方程), (2.1)

∂ρ−→u
∂t

+∇ · ρ−→u−→u +∇P = 0 (动量方程), (2.2)

∂ρE

∂t
+∇ · ρE−→u +∇ · P−→u = 0 (能量方程), (2.3)

P =

P (ρ, e), 非炸药,

P (ρ, e, F ), 炸药
(状态方程), (2.4)

dλ

dt
= P (ρ, e, λ) (炸药反应率), (2.5)

其中 E = e+ 1
2u

2, ρ 表示密度, u 表示速度, E, e 和 P 分别表示单位质量的总能量、内能和压力, λ 为

化学反应份额 (燃烧函数), 这里采用炸药反应率的唯象模型.

2.2 一阶常微分方程 (炸药反应率唯象模型)

由于爆轰过程中化学反应过程复杂, 反应速度快, 反应过程与放能物质的特性、状态和放能引起

的物质运动密切相关. 目前, 从理论上, 严格建立反应率方程是相当困难的, 只能采用唯象近似. 国内

外研究了多种形式的唯象反应率模型, 这些唯象模型往往是一阶的常微分方程, 这里给出几种常用的

唯象模型:

(1) Arrhenius 反应率模型. 其形式为

1

w

dw

dt
= ze(−E∗/RgT ), (2.6)

其中 w 是未反应炸药的质量分数, z,E∗ 和 Rg 是常数, T 是温度.

(2) Forest Fire 反应率模型. 其形式为

− 1

w

dw

dt
= e(

∑4
i=0 aiP

i), (2.7)

其中 w 是未反应炸药的质量分数, P 是压力, ai 是常数, 由实验确定.
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(3) Cochran 反应率模型. 其形式为

R =
dF

dt
= (1− F )[w1P

n + w2PF ], (2.8)

其中 F 是反应产物的质量分数, P 是压力, w1, w2 和 n 是常数, 由实验来定.

(4) Lee 反应率模型. 其形式为

∂F

∂t
= I(1− F )xηγ +G(1− F )xF yP z, (2.9)

其中 F 是已反应炸药的分数, η = V0

V − 1, V0 是炸药的初始比容, V 是受冲击但未反应的炸药比容, P

是压力, I, x,G, y, z 和 γ 均为常数.

(5) Wilkins 反应率模型. 将时间燃烧函数和 C-J 比容燃烧函数组合起来. F = 0 为凝固炸药 (未

反应) 区; 0 < F < 1 为反应区; F = 1 为爆炸产物区. 其形式为

F = [max{F1, F2}]nb , (2.10)

其中 F1 为 C-J 比容燃烧函数, F2 为时间燃烧函数, nb 是可调参数,

F1 =


0, 凝固炸药区,
V0 − V

V0 − VJ
, 过渡区,

1, 爆炸产物区,

(2.11)

F2 =


0, t 6 tb,
t− tb
∆L

, tb 6 t 6 tb +∆L,

1, t > tb +∆L,

(2.12)

这里 VJ = γV0

γ+1 是 C-J 比容; tb 是爆轰波刚到达计算网格的时刻, 即起爆时间; t 是当前计算时刻;

∆L = rb
∆R
DJ

, ∆R 是网格宽度, DJ 是爆轰速度, rb 是可调参数.

2.3 函数关系式 (物态方程唯象模型)

在炸药爆轰驱动装置中, 涉及炸药和非炸药 (一般为金属) 两类材料, 这些材料随着状态的变化,

其行为相当复杂. 目前, 大部分采用平衡态下系统的温度与状态参量之间的函数关系式描述, 即物态

方程. 针对某种材料, 可能有多种形式的函数关系式描述, 这里给出炸药爆炸产物和金属采用的物态

方程唯象模型.

(1) 炸药. 爆炸产物常采用 JWL (Jones-Wilkins-Lee) 形式的状态方程, 其形式为

P = A

(
1− w

R1V

)
e−R1V +B

(
1− w

R2V

)
e−R2V +

wE

V
, (2.13)

其中 V = v
v0
, E 为比热容力学能, A,B,R1, R2 和 w 是可调参数, v 和 v0 是比容. 或爆轰产物的状态

方程采用理想气体: P = (γ − 1)ρe, 用燃烧函数 F 把凝固炸药和爆轰产物的状态方程连接起来, 即用

P = (γ − 1)ρeF .
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在 JWL 状态方程中, 其可调参数 A,B,R1, R2 和 w 之间又有相关性. 由爆轰波阵面上的守恒关

系和 C-J 条件, 可推出 A,B 和 C 与 R1 和 R2 相关性的线性方程组, 即给定一组 R1 和 R2, 可以求出

A,B 和 C.

Ae−R1Vj +Be−R2Vj + CV
−(ω+1)
j = Pj , (2.14)

AR1e
−R1Vj +BR2e

−R2Vj + C(ω + 1)V
−(ω+2)
j = ρ0D

2, (2.15)

A

R1
e−R1Vj +

B

R2
e−R2Vj +

C

ω
V −ω
j = ρ0Q+

1

2
Pj(1− Vj), (2.16)

其中 Vj =
Pj

ρ0D2 , D是爆速由实验确定, Pj 和 Vj 分别是炸药 C-J状态下的爆压和比容, Q是爆热, A,B

和 C 三个参数依赖于不确定性参数 R1 和 R2.

(2) 金属. 金属材料可采用理想气体: P = (γ − 1)ρe, 也可采用更接近实际的复杂函数关系式, 如

Grunneisen 形式的状态方程, 其形式为

P = PH

(
1− 1

2
Γµ

)
+ Γρ(e− e0), µ =

ρ

ρ0
− 1, (2.17)

PH =


ρ0C

2
0µ(1− µ)

[1− (λ− 1)µ]2
, 若 µ > 0,

ρ0C
2
0µ, 若 µ < 0,

(2.18)

其中 ρ0, e0 和 C0 分别为材料的物性参数, λ 和 Γ 为常数.

从爆轰流体力学数学模型可看出,模型中涉及初边值条件、方程形式和参数等多种不确定性因素.

3 多物理耦合数学模型的数值求解方法

多物理耦合数学模型的数值求解方法, 一般涉及计算空间离散 (即网格)、方程时空离散和离散方

程的求解算法.

3.1 非定常爆轰流体力学计算方法

爆轰波由冲击波和波后的化学反应区组成, 是一个非常强的冲击波.对于强间断 (即冲击波)的计

算有两种方法 [10]. 一种是激波装配法, 将间断面看成是块块连续解的边界, 在连续解区域内用差分方

法求解, 而在间断面上用 Rankine-Hugoniot 条件作为内边界条件. 另一种是激波捕捉法, 在差分格式

中引入人为黏性将间断解光滑化. 激波捕捉法的思想和做法可归纳为三点: (1) 在动量方程和能量方

程的压力项中加上人为黏性, 这就是流体运动中引进了某种人为耗散机制, 使得冲击波间断解变成一

个在相当狭窄的过渡区域内急剧变化的,但却是连续的解; (2)要求所加的人为黏性项只起到使冲击波

间断光滑化的作用, 而基本上不会影响冲击波过渡区域以外的连续解的计算结果, 可以近似地满足冲

击波间断条件; (3)冲击波过渡区的范围应限制在几个空间步长以内,并且这个过渡区在计算过程中不

会扩大, 而过渡区的速度应逼近真实的冲击波速度. von Neumann 和 Richtmyer 引入人为黏性 q, 他们

在动量方程 (2.2) 和能量方程 (2.3) 中将压力 P 换成 p = P + q. 人为黏性 q 的经典形式为

q = qNR + qL, (3.1)

其中 qNR 为 von Neumann-Richtmyer人为黏性 (二次黏性), qL 为 Landshoff人为黏性 (一次黏性或线

性黏性).
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(1) von Neumann-Richtmyer 人为黏性 (二次黏性):

qNR =

l2NRρ

(
V̇

V

)2

, V̇ < 0,

0, V̇ > 0,

(3.2)

其中 lNR 为具长度量纲的量; l2NR = a2NRA, 这里 aNR 是人为黏性系数 (含有认知不确定性); A 为计

算网格面积.

(2) Landshoff 人为黏性 (一次黏性或线性黏性):

lNR =

lNRρc
V̇

V
, V̇ < 0,

0, V̇ > 0,

(3.3)

其中 lNR 为具长度量纲的量; lL = aL
√
A, aL 是 Landshoff 人为黏性系数 (含有认知不确定性); A 为

计算网格面积; c 为当地声速.

3.2 方程时空离散 (离散方程)

对于爆轰流体力学数学模型, 常采用 Laplace 方法 [11]. 对 Laplace 方法来说, 重点是动量方程的

离散, 这里以有限体积格式为例. 如图 1 节点 α, 把节点 α 周围网格的中心和过节点 α 的网格边的

中点按逆时针方向连线得到有限控制体积 Ωα, 称为节点 α 的控制体. 其中节点 αk 为节点 α 的第 k

个邻域节点, 即点 α1, α2, . . . , αmα 是与节点 α 的共线的网格节点; 网格 ik 为节点 α 的第 k 个邻域

网格, 即点 i1, i2, . . . , imα 是邻域网格的中心点; 节点 βk 是以节点 α 和 αk 为端点的线段中点, 即点

β1, β2, . . . , βmα 是共线边的中点, 这里 mα 为节点 α 邻域网格数, lik 为网格 ik 邻域节点数. 如图 1 节

点 α 的速度沿虚回路积分求解公式为

un+1
α = un−1

α +
∆tn

Bn
α

mn
α∑

k=1

{−[(p+ q)nβk−1,ik
(rnik − rnβk

) + (p+ q)nik,βk
(rnβk

− rnik)]}, (3.4)

vn+1
α = vn−1

α +
∆tn

Bn
α

mn
α∑

k=1

{+[(p+ q)nβk−1,ik
(xn

ik
− xn

βk
) + (p+ q)nik,βk

(xn
βk

− xn
ik
)]}, (3.5)

 

 

 

 

 

 
 

  

 

 
 

 

 

 

α
1

α
2

α
3

α
4

α
5

β
1

β
2

β
3

β
4

β
5

α

i
1

i
2

i
3

i
4

i
5

Ω
α

图 1 动量方程控制体积 Ωα
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其中

Bn
α =

mn
α∑

k=1

ρnikA
n
ik

lnik
,

式中变量上标表示时间步,下标为 Laplace网格或节点编号, x和 r 是 Laplace网格中心或节点坐标, q

是人为黏性, ∆t 为时间步长, A 为网格面积.

从爆轰流体力学数学模型的数值求解方法可以看出, 数值求解过程中涉及人工黏性系数 (参数)

取什么值最佳、计算空间网格划分尺度多大最合适、方程时空离散的项数等影响数值模拟结果的不确

定性因素.

4 爆轰流体力学多物理耦合建模与模拟中的不确定性

不确定性按其性质一般分为偶然 (aleatory) 和认知 (epistemic) 两种类型的不确定性. 偶然不确

定度通常与随机不确定性 (stochastic uncertainty)、变异 (variability)和固有不确定性 (inherent uncer-

tainty) 等相关. 从数学的表现形式和特征看, 偶然不确定度最普遍的量化方法是概率方法. 认知不确

定性通常与可减小不确定性 (reducible uncertainty)、知识不确定性 (knowledge uncertainty) 和主观不

确定性 (objective uncertainty) 等相关, 认知不确定性常用的量化方法包括概率方法和非概率方法. 多

物理非线性偏微分方程及数值解的不确定性往往是偶然和认知不确定性耦合在一起的不确定性,且大

部分属认知不确定性.

从第 2 和 3 节描述爆轰流体力学多物理耦合的非线性偏微分方程及数值求解可以看出, 爆轰流

体力学数学模型的不确定性大体包括模型输入参数的不确定性、唯象模型不同形式的不确定性、数学

模型求解过程的不确定性、输入参数及唯象模型不确定性在求解过程中的传播和输出响应量的不确

定性. 即使将第 2 和 3 节描述爆轰流体力学的数学模型当成确定性数学模型求解时, ρ, u,E, e 和 p 不

仅是时间 t 和空间位置 (x, z) 的函数, 还是随机变量 ξi 的函数, 即 ρ, u,E, e 和 p 是 (x, z, ξi) 的函数.

表 1罗列了第 2节爆轰数学模型中输入参数不确定性、目前关心的重要因素和满足的概率密度分布.

表 1 爆轰数学模型中输入参数不确定性因素及分布

序号 不确定性因素 含义描述 概率密度分布

1 ρ0 炸药初始密度 正态分布 ρ0(x) =
1√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2

2 σ
起爆阈值

体积起爆阈值. 当 σ
网格

> σ
起爆阈值

均匀分布. 一般炸药:

时, 炸药起爆 σ
起爆阈值

∈ [σa, σb]

4 燃烧函数形式 燃烧函数几种情形: (1) 为 C-J 比容燃烧函 将燃烧函数不同形式作为概率密度

数; (2) 为时间燃烧函数; (3)Wilkins 函数 分布, 即考虑三种形式形成的分布

5 nb 可调参数 均匀分布: nb ∈ [anb , bnb ]

6 rb 可调参数 均匀分布: nb ∈ [arb , brb ]

7 R1 JWL 状态方程中的系数 均匀分布: nb ∈ [aR1 , bR1 ]

8 R2 JWL 状态方程中的系数 均匀分布: nb ∈ [aR2 , bR2 ]

9 w JWL 状态方程中的系数 均匀分布: w ∈ [aw, bw]

10 aNR N-R 人为黏性系数 均匀分布: aNR ∈ [aaNR , baNR ]

11 aL Landshoff 人为黏性系数 均匀分布: aL ∈ [aaL , baL ]
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从表 1可以看出,在爆轰流体力学多物理耦合建模与模拟下,输入参数的不确定性有各种类型,其

主要类型是偶然和认知不确定性耦合在一起的混合型不确定性. 其输入参数不确定性的概率密度函数

或先验分布有均匀分布、正态分布、Weibull分布和不同形式等多种类型,加上这些输入参数在数学模

型求解过程中的传播,造成对输出响应量影响的不确定性量化是当前爆轰流体力学数学模型研究的热

点问题.

5 多物理耦合数学模型的不确定度量化现状与发展

在多物理非线性偏微分方程及数值解中, 由于自然现象的复杂性和人们认知的缺陷, 建模与模拟

中误差总是不可避免的. M&S过程中由控制方程、唯象模型、物性参数和初边值条件等引起的建模误

差,计算区域网格划分、离散格式、边界条件的处理方法和计算过程中网格重整等引起的离散误差,计

算过程中使用的数值参数、舍入与迭代计算不完全等引起的计算误差, 这些误差就成为附加给 M&S

的多种不确定性, 或者说是 M&S 不确定性的由来, 导致 M&S 无法进行成功预测 [9, 12–15], 如何量化

M&S 中不确定性是科学与工程计算界普遍关注的问题. 然而, 对于很多复杂工程问题, 获得足够的不

确定性信息以量化 M&S的不确定度,往往显得非常困难或成本过高,这便使得复杂工程 M&S中不确

定度量化数学方法成为极具挑战性的研究.

不确定度量化在工程设计中是一个历史悠久的问题,已在水文、地理、预报、经济、自动控制和结

构力学分析等领域发展了将近 30多年 (参见文献 [16,17]),建立了很多不确定性分析方法,如经典的敏

感性分析方法、抽样方法、Bayes理论和响应面方法等,但对于多物理非线性偏微分方程及数值解的不

确定性量化的数学方法比较少, 正处在发展阶段. 由于多物理非线性偏微分方程与数值求解中的不确

定性不同于一般工程设计中的不确定性, 一般工程设计中的不确定性大部分属偶然不确定性. 而多物

理非线性偏微分方程及数值解的不确定性往往是偶然和认知不确定性耦合在一起的不确定性,要实现

M&S不确定性的量化,需要利用概率、测度论、泛函分析、微分方程、图形和网络理论、逼近论、遍历

理论、随机过程、时间序列、经典推理、Bayes分析、重要性抽样、非参数技术、稀有和极端事件分析、

多元分析等各种数学和统计学研究. 从爆轰流体力学物理数学模型及数值解可以看出, 涉及初边值条

件、材料特性、状态方程形式、反应率函数、几何和拓扑、参数和离散等多种不确定性因素. 目前常

采用的量化方法是将其数学模型及数值求解中不确定性因素, 根据人们的经验预先给定一组值, 将其

转换为确定性问题,再通过数值求解, 得到输出响应量的一组样本, 然后采用灵感度分析方法、响应面

方法和非嵌入多项式混沌方法等, 对其开展不确定度量化研究, 即将不确定性问题转化为确定性问题,

通过各种不确定度量化的数学方法对其进行不确定度量化. 近期, 在大尺度模拟的验证与确认 [18–21]

(verification and validation, V&V) 和建模与模拟不确定度量化的领域, 取得了一些好的成果.

早在 20 世纪 90 年代美国针对流体和动力学模型, 在 UQ 领域产生了很重要的工作. 随后 2000

年初, UQ研究得到高度重视与发展,吸引了众多应用数学家的关注. 美国能源部 (DOE)、三大核武器

实验室、航空航天学会 (AIAA) 和机械工程学会 (ASME) 都设立专项经费, 支持 UQ 方法的研究. 经

过十余年的迅速发展, UQ 已成为应用数学研究的重要研究方向之一. 在学术界, 美国工业与应用数学

学会 (SIAM) 从 2012 年开始每两年举办 UQ 年会, 前两届都有 500 余人参会. 2013 年, SIAM 和美

国数理统计协会 (ASA) 创立联合期刊, 专门发表 UQ 领域的前沿研究成果. 美国科学院在《数学科学

2025》(参见文献 [22]) 将 UQ 列为重点方向. 在应用界, 美国国家核安全局, 对火星探测器再入系统进

行了 UQ 研究. 通过 6000 次数值计算和敏感性分析, 将系统初始 417 个独立变量消减至不足 10 个核

心参数,并对每个核心参数进行了 UQ,为系统性能优化和全系统试验节省了大量成本. 美国把 UQ应
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用到 “库存重大问题 (SFI)”, 建模与模拟中的可调参数 (knobs) 大幅减少. 美国三大实验室为了 ASC

(American Sensors Corp)计划研发高可信度数值模拟软件,近几年,通过专款专项,开展了大量 UQ方

法的研究, 研制了很好的分析软件, 如 PSUADE (LLNL)、DAKOTA (SNL) 和 GPMSA (LANL), 涉及

大量 UQ 数学方法 [23–25]. 与此同时, 欧洲也非常重视 UQ 的研究. 俄罗斯在 UQ 方面也作了大量工

作, 开展大量 UQ 数学方法研究.

与欧美相比, 中国关于 UQ 的研究相对滞后, 目前还没有形成良好的研究团队, 也没有相关的专

门经费资助计划. 然而由于中国经济实力限制, 不能开展大量实验, 许多设计参数及装置的可靠性认

证信息直接来源于 M&S 计算结果, M&S 计算结果的可信度成为理论设计和工程研制人员决策的重

要依据. 中国对 UQ 方法的需求十分巨大, 更为迫切. 在计算流体力学 (CFD)、计算传热学和复杂系

统设计等工程领域, 含有大量亟待需要解决的 UQ 的基础数学问题.

5.1 敏感性分析方法

敏感性分析 [26–29] (sensibility analysis)是一种定量描述模型输入变量对输出变量的重要性程度的

方法, 敏感度分析的目的首先是确定哪些参数是重要参数, 对输出结果贡献较大; 其次是确定不同参

数组合对模拟结果的影响, 以验证输入参数之间的相互作用; 第三是确定不敏感参数, 减少参数传播

量化过程中的相关计算量及其不确定性. 敏感性分析方法是利用典型物理问题作为分析模型, 并结合

已有的实验信息或模拟信息, 分析论证数值模拟计算结果中由于物理模型形式、参数和数值方法等引

入的不确定性, 给出输入参数对输出模拟结果的影响程度. 具体做法是将复杂工程建模与模拟系统作

为一个 “黑盒子”, 在多种物理模型形式、参数空间和数值方法等组成的多维空间中, 抽取多种组合形

式的输入参数, 作为 “黑盒子” 程序输入, 得到多组输出结果, 然后通过分析给出输入参数对输出模拟

结果的影响程度.

根据是否考虑参数之间的相关性,现有敏感性分析方法分为局部敏感性分析方法和全局敏感性分

析方法. 局部敏感性分析方法操作便捷, 但它的缺点是忽略了变量间交互作用对输出的影响, 只考察

单个变量对输出的影响. 全局敏感性分析考虑输入变量间共同作用对输出结果的影响, 更符合实际情

形, 是一个研究趋势. 目前, 许多全局敏感性分析方法被广泛应用于输入参数的敏感性评估中, 如回归

分析 (线性回归、非线性回归和半参/非参回归) 多元回归法、Latin hypercube-OAT (One-at-time) 方

法、Morris-OAT方法、基于方差分解理论的 Sobol方法和统计检验 (直接计算参数样本的方差评估参

数的方法). 目前, 敏感性分析中最主要的困难是大量计算耗费问题、输入变量之间相关性问题、非线

性问题、输入变量之间对计算结果的交互作用, 以及多输出变量问题. 对于计算耗费问题, 随着计算机

发展和数值算法的改进, 会得到较好的解决. 对于其他问题, 传统敏感性分析方法有一定的缺陷, 必须

发展新的敏感性分析方法.

在复杂工程建模与模拟的敏感性分析中, 存在众多不确定性参数, 导致所谓的不确定性分析与量

化的 “维数灾难”. 参数灾难研究亟待解决的问题包括: 选用什么指标来衡量输入参数的敏感性的显著

性; 如何确定哪些参数是敏感性因素, 哪些是不敏感性因素, 能否按敏感性系数对其进行排序; 如何寻

找参数的敏感性区间 (参数可能在某些值处敏感, 在某些值处不敏感) 以构建可反映出单变量对输出

的敏感性系数; 如何给出可反映多变量交互作用对输出的敏感性系数的敏感性分析方法等.

5.2 抽样方法

抽样方法 [30–34] (sampling method) 大多数不确定性量化方法几乎要通过采样建立各种不确定性
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量化的样本. 抽样方法是在各参数取值可能满足区间或服从分布通过抽样, 然后建立计算所需要的参

数组进行数值计算,统计分析多次计算结果以获得概率分布函数,对不确定性进行量化的一种方法. 抽

样方法首先是建立或给定不确定性因素应满足的分布 (选择合理的变量概率分布函数是 UQ 分析计

算需首先解决的问题). 常用方法有基于试验、理论、经验或猜想, 一般分布有均匀分布、Weibull 分

布、正态分布和 Legendre 多项式等. 其中均匀分布和正态分布是最常见分布, 使用最广; 其次是针对

确定的分布进行抽样. 常用抽样方法有 Monte Carlo 方法、重要性抽样、Latin 超立方法、因子设计

和 Sobol’ 序列抽样等. 其中 Monte Carlo 方法是最传统的抽样方法, 它适用性广, 但是收敛速度较低.

为了达到指定的计算方差需要足够多的抽样样本, 导致计算量大. 对于有多参数或计算代价很大的模

型, 这个弱点限制了 Monte Carlo方法的应用. 因此, 如何提高 Monte Carlo类方法的计算效率是一直

是重要的研究方向. 重要性抽样和 Latin 方抽样是提高抽样效率的重要抽样方法. 重要性抽样方法的

思想是在重要区域集中抽样,从而提高计算效率.简单地说,为了计算 h(x)f(x)的积分,传统的 Monte

Carlo 方法是直接从分布 f(x) 抽样. 有些 h(x)f(x) 的函数值接近于零, 对积分的贡献不大, 但是在

Monte Carlo 抽样中可能占据了很大的比例, 浪费大量的计算资源. 重要性抽样方法则是要选取试验

分布 g(x) 尽量在形状上接近积分函数 h(x)f(x), 然后从分布 g(x) 抽样. Latin 方抽样方法是一种在

分层抽样中使各层被抽到的单位的标志值均匀搭配的抽样方式. 该方法的主要优点是样本数随着参

数的增加呈线性增长, 而不是指数增长. 例如, 有 M 维随机参数, 要抽取 N 个样本, 只需要每个参数

抽 N 个即可, 总共需抽样 M ∗N 次. Sobol’ 序列抽样作为一种单元体内均匀分布的采样点生成技术,

其最大的特点是在初始样本点中允许增加采样点且同时保证后续样本的均匀性分布,是一种拟随机序

列方法. 在一些不确定性量化方法中, 概率密度分布范围内的样本点必须具有代表性, 数目也不能过

少. 为了增加样本点的代表性, 使其在密度分布空间尽量均匀分布, 同时为了进一步减少样本点, 有时

采用因子设计方法. 所谓因子设计方法, 就是在不考虑整齐可比性, 而完全保证样本点分布的均匀性

情形下进行的一种抽样设计方法. 这些方法的优点在于实施简单, 只需随机抽样后在各抽样点上计算

相应的确定性问题, 不足之处在于它的收敛速度比较缓慢. 目前, 抽样方法与其他一些不确定性量化

技术结合已在不确定性量化中得到广泛使用, 但抽样方法的问题是如何选择合理的抽样参数维数、抽

样参数的范围和对应的分布, 以及如何提高抽样方法的收敛速度仍是今后需进一步研究的问题.

5.3 响应面方法

响应面方法 [35–39] (response surface method) 可看作一种代理模型技术. 代理模型简单地说是指

在不降低精度的情形下构造一个计算量小、计算周期短, 但计算结果与高精度复杂模型的计算结果相

近的数学模型, 并将其用于复杂模型的优化, 或通过对代理模型的大量计算分析复杂模型的不确定性.

建立代理模型首先要选用合适的抽样方法设计变量的样本点;其次是结合这些样本点数据以及高精度

复杂模型通过这些样本点获得模型的输出结果; 三是根据这些样本点数据和模型的结果输出数据, 构

建出近似的模型来表述这种输入输出的函数响应关系; 最后对近似模型的不确定性进行评估和修改,

使得模型能够较好地代理原有复杂模型的输入输出响应关系.代理模型又称为响应曲面模型 (response

surface model). 响应面方法是代理模型技术不确定性量化的一种代表性方法, 它是应用数学方法和统

计知识, 依据模型形式和试验设计的原理, 分析输入影响因子与输出响应之间的数学关系. 其基本思

想是, 通过近似构造一个具有明确表达形式的多项式来表达隐式功能函数. 本质上来说, 响应面法是

一套统计方法, 用它来寻找考虑了输入变量值的变异或不确定性之后的最佳响应值. 最早使用的响应

面模型主要是低阶多项式的参数型拟合方法, 后来发展了高阶多项式参数型响应面方法. 随着问题越
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来越复杂, 传统参数型响应面 (多项式形式响应面) 难以较好拟合或表示响应变量与影响因子之间的

关系, 尤其难于处理高维 (> 10) 和非线性问题. 对高维、小样本和强非线性等复杂问题, 经过不断努

力发展了很多非参数型的拟合方法, 如 Gauss 响应面方法、多元自适应回归样条方法 (MARS)、人工

神经网络 (ANN) 和支持向量机 (SVM), 尤其是 Gauss 过程响应面还能够考虑响应面模型本身的不确

定性,因此,在复杂工程建模与模拟 (M&S),尤其是结构力学 M&S的不确定性量化研究中受到广泛的

关注. 响应面方法存在的问题是, 逼近的响应面是否是最佳逼近以及以什么速度收敛到最佳逼近, 这

是具有挑战性的问题.

5.4 随机微分方程

随机微分方程是 20 世纪中叶发展起来的一个不确定性量化方法. 广义上的随机微分方程 [40, 41]

(stochastic differential equations) 包括由随机过程驱动的微分系统和系数为随机量的微分方程, 狭义

上的随机微分方程常常专指前者. 对于由随机过程驱动的微分系统, 方程的解一般是一个随机过程函

数,一般求解微分方程的方法不适用于求解随机微分方程. 然而,有些复杂过程可以直接用随机过程建

模, 模型的不确定性直接表现在模型本身上而不是输入参数的不确定性, 随机微分方程是一种研究不

确定性量化的很好途径. 目前随机微分方程的分析及数值求解是应用数学界的热点和前沿方向, 特别

是近三十年来随着随机微分方程越来越广泛地应用于系统科学、工程控制、生态学和复杂工程等各个

方面, 使得随机微分方程的理论和应用有了迅速的发展, 内容十分丰富. 因此, 结合实际应用中的典型

微分方程, 发展相应的随机微分方程模型及高效求解方法是当前和今后的重要研究方向. 系数为随机

量的微分方程可以直接处理为随机参数的微分方程,常见的分析方法是随机谱方法 (spectral method).

随机谱方法 [42–47] 是使用谱逼近随机微分方程或参量, 然后将其分解为独立的确定性分量和随机分量

来量化不确定性. 其数学思想是把数学模型中的每个参量利用正交多项式 (如 Hermite 多项式) 展开

成无穷级数项, 在实际应用中取有限项. 无穷级数第一项表示参量的平均值, 第二项表示 Gauss 随机

波动, 第三项及高阶项表示非 Gauss 随机波动. 近几十年来, 随机谱方法在建模与模拟不确定性量化

中得到了广泛应用. 常见的两类方法: KL 展开 (Karhunen-Loeve expansion, KLE) 和多项式混沌方

法 (polynomial chaos, PC). 其中多项式混沌方法又分为嵌入式 (IPC) 和非嵌入式 [48,49] (NIPC). 嵌入

式多项式混沌法 (IPC) 是将数学模型中的每个参量进行正交多项式混沌展开, 然后利用 Galerkin 映

射, 得到相应的随机控制方程, 即新的计算控制方程. IPC 无法利用已有程序, 需要对已有的数值求解

程序进行大量修改或重新研制计算程序. 非嵌入多项式混沌法 (NIPC) 是把已有的数值求解程序作为

一个黑匣子, 在随机空间 (不确定性参数分布) 里通过一定的抽样方法, 获得若干个样本点, 将各样本

点输入确定性程序求解, 然后对确定性输出结果进行统计分析, 以获得相关数值求解结果的统计特征,

来评估输入参数或计算条件的不确定性在计算过程中传播的影响. NIPC不需要对控制方程进行修改,

不需要重新编写程序. 无论是 KLE, 还是 PC 的随机谱方法, 其收敛效率比 Monte Carlo 方法高, 并且

可以直接用于敏感性分析, 但其缺点是它的计算量随着随机参数的个数增长呈现指数增长. 因此, 该

方法的随机变化的参数不能过多. 此外, 对于具有非连续或非光滑解的模型, 多项式混沌方法可能会

不收敛. 因此,随机谱方法的研究重点有几个方面: (1)如何降低随机参数的维数; (2)寻找更合适的数

学方法解决非连续、非光滑的问题.

稀疏网格配置方法 [50, 51] (sparse grid collocation methods)在一定程度上可以缓解随机参数的维数

祸根问题 (curse of dimension), 在计算高维问题时能大大减少计算量. 由于高维参数空间中各个点的

重要性是不同的, 如线性模型、光滑的函数区域, 只要少量的点就足以描述模型. 因此, 稀疏网格配置

732



中国科学 : 数学 第 45 卷 第 6 期

方法的思想是在 “不重要” 的区域选取少量的点, “重要” 的区域选取适量的点. 另一种降维的思想是

“化整为零”, 将原始问题分解成若干个小的子问题, 分解之后再选择合适的方法 (如多项式逼近方法)

解决子问题. 这类方法包括多单元方法 (multi-element, ME) 和高维模型表示技术 (high dimensional

model representation technique, HDMR). ME 方法将随机空间分解成若干小的子区域, 然后在每个子

区域上分别求解原来的方程. HDMR 方法是将高维问题分解成若干个低维问题. 通过推广确定性的

降维模型, 如特征正交分解方法 (proper orthogonal decomposition, POD) 和质心对偶法 (centroidal

voronoi tessellation, CVT), 建立随机的降阶模型, 可以达到降低计算的自由度, 减少计算量的目的. 目

前, 随机谱方法已在一些工程领域的建模与模拟中得到应用, 取得了良好的效果.

5.5 参数率定与优化方法

复杂工程建模与模拟中参数一般分为三类: (1) 具有明确物理意义的参数, 可直接测量或用物理

实验和物理关系推求; (2) 纯经验参数, 可通过实测资料反求; (3) 具有一定物理意义的经验参数, 可先

按物理意义确定参数的取值范围,然后按实测资料确定其具体数值.对于后两种参数,实际应用中需要

通过参数率定和优化过程求解. 参数优化的数学问题 [52] 可以看作是一个以时间和空间要素作为变量

的函数过程. 参数优化是物理建模的反问题, 求解方法分为直接法和间接法. 直接法是将参数作为因

变量来直接求解, 需要整个空间域和时间域的导数信息, 所以应用较少且不适用于模型的非线性问题.

间接法是基于模型输出和观测值的接近程度的一个迭代寻优过程,通过构建一个模拟残差方程 (SRF),

若 SRF 值低于某一设定值, 或者处于可接受的范围内, 则认为该参数是合理的、可接受的, 否则调整

参数重新评价.

参数优化是任何模型求解过程中都非常重要的一个环节, 也是模型应用合理性的一个评断过程;

通过参数优化使得模型的模拟输出值与实际观测值误差最小. 模型参数优化已成为参数调试、参数估

计或参数率定的不确定性量化的重要方法. 目前, 参数优化的主要问题是收敛区间、局部积小点、目

标函数响应粗糙和响应曲面形状的问题.

6 多物理耦合数学模型的不确定度量化前景展望

21世纪建模与模拟技术发展体现在两方面: (1)一体化模拟技术; (2)定量分析不确定性对计算结

果的影响.多物理非线性偏微分方程及数值解的建模与模拟的不确定现象分析与不确定度量化的数学

方法及应用处于发展阶段, 其许多数学理论和数学方法问题有待解决. 为进一步推动多物理非线性偏

微分方程及数值解不确定度量化相关的数学理论与计算方法的发展,除了发展上述不确定度量化基本

方法外, 需更加关注以下数学方法的发展.

6.1 偶然与认知混合型不确定度量化数学方法

在科学与工程研究中, 往往偶然和认知不确定性同时存在. 当系统中存在认知不确定性时, 基于

概率论与数理统计的不确定度量化方法, 对模拟计算结果开展不确定性分析存在较大缺陷. 当系统的

输入存在认知不确定性时,系统输出响应量的不确定度量化方法是一个非常有挑战性的问题.因此,必

须深入研究认知不确定性、偶然和认知不确定性下的不确定度量化方法. 近年来, 认知不确定性的不

确定度量化方法已成为科学与工程领域研究的热点问题.目前处理认知不确定性主要的理论和方法有

区间分析、信息间隙模型、证据理论、模糊集理论和 Bayes 方法等. 这方面的研究成果引起了学术界
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和工程界的极大关注. 特别是快速 Fourier 变换、自适应非线性近似、概率盒、双重迭代模型和 Bayes

方法等在少数领域得到应用. 但对于认知不确定性的不确定度量化方法研究仍比较欠缺, 各种方法只

处于起步阶段, 要将应用于复杂系统不确定现象分析和量化, 仍有不少亟待解决的难点问题. 对于偶

然和认知不确定性同时存在的复杂系统, 现有方法很难有效对其不确定度进行量化, 迫切需要发展能

量化偶然和认知不确定性同时存在的复杂系统不确定度量化的新理论和新方法.

6.2 基于微分方程数值模拟确定性过程中的不确定性量化方法研究

基于微分方程建模与模拟的数值模拟,是用数学物理公式或相关模型对复杂过程进行抽象和概化,

是研究和认识复杂系统各个环节的重要理论基础和技术手段. 虽然属于确定性方法, 但迫于客观需求,

不可避免地会进行一些简化处理, 因此, 在建模与模拟过程中, 必然存在着不确定性. 基于微分方程建

模与模拟的数值模拟过程, 涉及输入和输出信息、物理模型 (方程形式、初边值条件、参数) 和计算方

法 (网格、离散、计算过程、求解算法等). 随着计算机技术的发展, 高精度、高分辨率的计算方法及高

性能的计算机带动了数值模拟的发展, 这对其复杂建模与模拟的不确定性研究也带来了新的挑战. 从

物理、数学上去探讨、研究不确定性以及通过不确定性研究来改善建模与模拟精度成为当今国际科学

研究的前沿课题.

根据不确定性的来源和不确定性传播过程,微分方程确定性数值模拟的不确定性量化研究主要包

括如下几个方面.

6.2.1 基于微分方程的建模方法研究

随着微分方程建模研究的不断深入,考虑模型不确定性问题对模拟结果可信度的影响逐渐会成为

高可信度建模的重要研究内容,会引起高度重视.由于模型本身的复杂性,高度非线性和多尺度等特征

给模型不确定性研究带来许多挑战, 同时需要更多的新方法和新技术用于模型不确定性评价. 模型输

入的不确定性, 输入数据的质量是影响模型不确定性的主要因素之一. 由于输入参数众多且各种参数

性质不同,成为影响模拟结果的一个不确定性因素.针对高维引起的高度非线性和不确定性问题,发展

新技术量化模型在模拟时的输入, 降低初始条件的不确定性影响是当前的重要研究内容. 模型形式的

不确定性是模拟的核心和关键. 由于物理方程具有高度复杂性和非线性, 使用简单的数学公式来描述

内部规律, 存在许多假设和概化, 造成模型形式本身的不完善, 对模拟结果产生很大影响. 同时在耦合

辅助模型过程中, 其耦合关系也存在很大的不确定性, 其中不同时空尺度转换问题成为模型耦合不确

定性的重要因素之一. 模型形式的不确定性影响与其他方面的影响同样重要, 评价模型不确定性时不

能忽略模型形式的不确定性影响.怎样高逼真度建模,需要依据不确定性分析,科学合理的发展基于微

分方程的建模方法.

6.2.2 针对微分方程模型的不确定性分析方法研究

对于模型输入的不确定性, 目前还没有一个完善的方法评价模型输入参数分布的敏感性, 因为没

有足够的信息来描述各单元值频率分布的空间关系,同时对于输入资料样本的时空插值的不确定性影

响未能考虑,且很多参数不能直接测量或者无法通过实验等手段获得. 对于模型形式的不确定性而言,

由于包含很多辅助模型, 各模型所表述的物理过程认识的不足以及在模型概念化过程中的影响, 及对

各模型的耦合不确定性认识不足,导致很难有一个很合适的方法量化评定各模型耦合过程中的不确定

性影响, 对于典型物理过程机理描述的缺陷, 模型耦合的时空尺度转换问题是今后需要加强研究的重

点. 对于模型参数方面,因为存在模型参数众多,且有些参数物理意义不明,导致参数选取主观性太大,
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从而影响模型整体的不确定性评价,在众多的方法体系中,还未形成一套可靠地优化方法可供推广,同

时由于参数响应面的多峰性与参数之间的相关性, 参数无法识别或可识别性很弱, 采用优化算法的结

果往往只是局部最优, 难以寻求全局最优解. 对于模型初始条件和边界条件的不确定性问题目前研究

甚少, 其不确定性影响在多数模型应用中未加以考虑, 然而对模型而言, 初始条件和边界条件在一定

程度上决定着模型的预测结果, 其不确定性影响不容忽视.

6.2.3 微分方程模型的参数选取和优化方法研究

具体包括不确定性抽样设计、响应曲面分析、降维或参数筛选、敏感性分析和参数优化等. 其中

抽样设计方法有 Monte Carlo方法 (MC)、Latin超立方抽样法 (LH)、正交表设计法 (orthogonal array,

OA) 和因子设计等; 多变量自适应回归样条分析 (multivariate adaptive regression splines, MARS) 方

法、人工神经网络、多元回归和 Gauss 过程等, 已有很好的研究成果. 但对于参数很多的模型, 选取过

程将变得极为复杂, 同样也很耗时. 为此, 需要考虑参数之间的相互关联程度, 参数对模型输出的不确

定性影响以及贡献程度, 利用敏感性分析识别模型输出响应的重要影响参数, 为后续的选取和优化提

供条件. 通常敏感性分析包括局部敏感性分析和全局敏感性分析, 诸多研究表明全局敏感性分析方法

比较适合多参数的水文模型研究. 全局分析过程通常考虑以下几种多参数方法包括 (1) 基于回归或相

关分析技术的方法: 多元回归法和响应曲面方法; (2)全局筛选法: LH-OAT方法和 Morris方法; (3)基

于方差理论的方法: Fourier 幅度敏感性检验法、Sobol 方法和扩展 Fourier 幅度敏感性检验法 (extend

FAST).

6.2.4 不确定性传播 (模型形式) 方法应用研究

不确定性传播 (模型形式) 方法主要有 MC 方法和谱方法. MC 方法是一种统计抽样方法, 此方

法需要大量的取样来达到统计上的收敛, 它的精度取决于样品数量的选择大小. 谱方法包括嵌入式多

项式逼近法 (intrusive polynomial chaos, IPC)和非嵌入多项式逼近法 (non-intrusive polynomial chaos,

NIPC) 两种不确定度量化方法. IPC 方法无法利用现有程序, 需要对已有的数值求解程序进行大量修

改或重新研制计算程序. 为了避免 IPC 的缺陷, NIPC 是把已有的数值求解程序作为一个黑匣子, 在

随机空间 (不确定性参数分布)里通过一定的抽样方法, 获得若干个样本点, 基于各样本点输入程序运

行求解, 研究 M&S 中输入参数的不确定度在数值模拟中的演化, 然后对这些确定性结果进行统计分

析, 也可以获得相关不确定性输入参数数值求解结果的统计特征, 以评估输入参数或计算条件的不确

定性在计算过程中传播的影响. 嵌入式多项式逼近方法无法利用现有程序, 应用较多的是非嵌入式方

法. 谱方法的研究重点有两个, 一个是如何降低随机参数的维数; 另一个就是寻找更合适的技术解决

非连续、非光滑的问题.

6.3 多因素、多过程、多层级不确定度量化的基本方法研究

在纳米技术、燃烧模拟、惯性约束聚变、磁约束聚变、复杂电磁环境电子对抗、天体物理、新能源

利用和空间物理等诸多领域的理论研究和工程设计中, 许多应用问题研究涉及多个复杂的物理过程,

而不是单个的物理过程. 特别是针对国家重大工程项目对应系统, 例如, 大飞机系统面临的气动特性

预测不确定性和减阻降噪不确定性, 航空航天飞行器面临的界面不稳定、湍流、渗混、多相、空化、

流固耦合等现象的复杂流动诸多不确定性等, 这些系统的建模与模拟的特点是多因素、多过程、多层

级 (多系统), 模拟过程中的信息双向实时传递和相互反馈中存在各种不确定性因素, 直接影响模拟的

精度, 如何减少模拟系统的不确定性成为当前高端领域研究的一个热门和前沿问题. 针对强非线性偏
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微分方程及数值解的研究方面,应重点发展描述强非线性多物理耦合的偏微分方程的不确定度量化数

学方法和数值解的的不确定性分析的数学方法,突破非线性偏微分方程及数值解中不确定性量化的问

题, 实现复杂工程高可信度的数值模拟.

目前不确定性研究体系还未形成, 如何量化模型输入、参数和模拟结果的不确定性以及各种来源

对模型不确定性的影响程度? 如何发展不确定性量化理论体系和方法, 减少模拟不确定性? 以及如何

建立可靠的不确定性评价平台或集成工具为模拟提供支持? 这些都是不确定性研究迫切需要解决的

问题. 因此需要在现有不确定性分析方法的基础上, 集合各种方法的优点, 总结形成一套完整的不确

定性量化理论体系和适合多因素、多过程、多层级耦合模型的不确定性量化方法, 有效地量化各种模

型不确定性来源的影响程度, 从而提高模型不确定性研究的水平和数值模拟的精度.

6.3.1 非线性多方程强耦合数学模型的不确定性数学描述及不确定度量化数学方法

由于很多自然现象是多物理强耦合的复杂物理演化过程, 物理数学模型含有不同类型的方程, 例

如,爆轰流体力学数学模型是双曲型的偏微分方程组与一阶常微分方程和复杂函数关系式耦合在一起

的多物理非线性偏微分方程, 对此类方程求解不仅涉及单类方程的不确定度, 而且涉及不同类方程之

间的不确定性传递. 其次, 由于多物理非线性偏微分方程随时空的演变, 整个数学模型的不确定性出

现在组件级、子系统级和全系统级等级别, 因此, 系统的不确定性是由不同级别不确定性耦合及由不

同空间和时间尺度或相关性控制, 对其不确定度进行量化是一件非常具有挑战性的研究. 非线性多方

程强耦合数学模型不确定性描述的数学方法及方程之间不确定性传递量化的数学方法的研究,对多物

理非线性偏微分方程的应用尤为重要.

6.3.2 非线性偏微分方程及数值解多因素的不确定性数学描述和不确定度量化数学方法

非线性偏微分方程的许多因素是未知的或不能确定的. 爆轰流体力学数学模型是双曲型的偏微分

方程组与一阶常微分方程和复杂函数关系式耦合在一起的多物理非线性偏微分方程,其中参数和方程

形式等含有很多未确定的因素. 其次, 数值求解的条件或求解过程往往是不完美的, 含有较多近似或

经验的因素. 爆轰流体力学数学模型求解是计算区域网格、方程时空离散和问题初边值条件施加的离

散方程, 其中数值解与网格尺度大小和数值离散格式等有关系, 但对实际复杂问题模型时并不完全知

道. 这种情形下, 要依据数值模拟结果作决策, 多因素 (多参数、多过程和多层级等) 不确定性适用的

数学描述及量化的数学方法研究尤为重要. 多因素视作随机变量处理具有一定的合理性, 但不能适合

参数变化的所有情形, 在不同情形参数可能取值的变化很难总满足随机分布的假定, 这就要求对多因

素不确定性发展更为适用的数学描述和量化方法.

7 结论与建议

本文提及的不确定度量化的数学方法,主要关注的是多物理耦合的非线性偏微分方程的物理建模

与数值求解过程中的不确定度, 这是一个很具有挑战性的数学难题, 不仅因为其显著的多物理强耦合

的非线性偏微分方程数学模型的复杂性,还因为其数值求解方法中时空相关性和多因素的不确定性等,

这些特性的存在, 均显著增加了数值求解和不确定度量化的难度.

基于多物理耦合的非线性偏微分方程的建模与模拟不确定度量化涉及参数相关性、参数不确定

性、模型形式不确定性、参数变异性和不确定度传播等,对其不确定度进行量化是相当复杂的,且非常

具有挑战性的新领域. 需要结合多物理自身建模与模拟的特点, 发展建模与模拟的不确定度量化数学
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方法, 自主研发建模与模拟的不确定现象分析和不确定度量化的软件, 这是不确定度量化数学方法尽

快应用到国家重大工程, 产生创新成果的重要支撑.

多物理耦合的非线性偏微分方程与数值解的不确定性量化研究本质上是跨学科研究,需要学科领

域专家、数学家、统计学家和计算机科学家紧密协作, 强强联合, 组成跨学科研究团队, 共同发展建模

与模拟的不确定性量化数学方法, 作出创新性成果.
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Mathematical methods for uncertainty quantification in nonlin-

ear multi-physics systems and their numerical simulations
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Abstract Nonlinear multi-physics systems and their numerical simulations play an important role in many

practical engineering fields, and the development of reliable mathematical methods for uncertainty quantification

of such multi-physics systems is still facing great challenges. In this paper, taking the multi-physics models from

detonation mechanics and their numerical solution, we briefly introduce recently developed mathematical meth-

ods for uncertainty quantification in both complex multi-physics engineering modeling and associated numerical

simulation. Also, the strengths and weaknesses of the methods will be discussed, and open problems as well as

mathematical challenges will be underlined.
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