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环、mesh 嵌入 RP(k)网络* 
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(1. 山东师范大学信息管理学院, 济南 250014; 2. 国家自然科学基金委员会, 北京 100085) 

摘要    基于 RP(k)互连网络, 首先讨论了该网络的拓扑性质, 证明了 RP(k)网络
是一个 Hamilton 图. 然后, 重点研究了将环和二维 mesh 嵌入该互连网络的算法. 
构造性的证明了 10*k 的环可以嵌入 RP(k)网络, 且四个性能参数都为 1. 考虑到
网络的容错情况, 当 RP(k)网络中每个片有一个节点出现故障时, 去掉故障节点
和相应的边, 得到互连网络 RP-1(k), 该网络也是 Hamilton 图. 然后讨论了将二
维 mesh 嵌入 RP(k)网络的方法, 定义了顺序列嵌入、迂回列嵌入和最短路径映
射, 并设计了嵌入算法. 该嵌入算法的性能如下, 若 a 是二维 mesh 最小一维的
长度, 按照迂回列嵌入方式, 当 a =1, 2, 3, 4, 5时, 其延伸分别为 1,2,3,3,2, 拥挤
度分别为 1、3、4、5、3; 当 5<a<10 时, 按照顺序列嵌入方式, 延伸=3, 拥挤度
≤6; 当 a>10时, 其延伸=┌ a/10 ┐ +2 , 拥挤度= max{┌ a/10 ┐ , 6}; 当 a=10 时, 四
个参数都为 1. 研究结果表明, RP(k)网络具有简单的拓扑性质, 很强的容错能   
力, 并且环和 2-D mesh可以高效地嵌入该网络.  

关键词    互连网络  RP(k)网络  网络嵌入  Hamilton回路  延伸  拥挤度 

1  引言 

互连网络作为并行机体系结构的一个热点问题, 受到人们普遍的重视, 研究
者设计了多种互连网络拓扑结构[1~4]. 本文以RP(k)网络为基础, 讨论如何将环、
二维mesh 嵌入该互连网络. RP(k)是文献[3]中设计的互连网络, 和环、Mesh互连
网络相比, 它有许多优良的性质. 其连接度是 5, 直径为┌ k/2┐+2. 该网络继承了
环网络拓扑结构简单的性质, 因而其路由策略便捷, 实现容易. 同时, 和 2-D 
mesh相比, RP(K)网络具有较高的路由效率. 当网络的节点个数不超过 300 时, 
RP(k)网络具有比 2-D Mesh短的多的网络直径[3], 因此, 其通信效率优于 2-D 
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mesh. 考虑到目前的硬件技术及硬件技术的发展, 在一个网络节点中可以设置数
个至十几个处理器, 构成SMP结构, 在相当大的范围内(系统包含数十至数千个
处理器), RP(k)网络将在通信开销上具有显著的优越性. 在这个范围内, 其通信
的效率高于用Mesh互连网络所得到的系统的通信效率. 因此, RP(k)网络可以为
并行和分布计算机系统提供高效的和实用的通信工具. 在文献[3]中, 我们详细讨
论了该网络的拓扑性质 , 设计了相关的路由算法 , 其重点放在One-to-all, 
All-to-all, Broadcast和Permutation等集群通信的路由算法.  

本文重点讨论网络的嵌入问题. 我们知道, 一方面, 在一些互连网络上已经
设计了大量的算法, 这些算法能否在另一个互连网络上高效的运行？这是研究
者普遍关心的问题. 如果我们能够将某互连网络上的算法灵活、高效地移植到另
一新的互连网络上运行, 那么就可以极大地节省在新互连网络上研制算法的时
间, 这就涉及到网络嵌入问题. 如果我们能够将一个源互连网络嵌入到另一个目
的互连网络, 那么在源互连网络上已有的算法不需修改就可以在目的互连网络
上运行. 另一方面, 一个并行任务的静态结构可以归结为一个任务图, 其节点代
表子任务, 其边代表子任务间的通信. 当该任务要在并行计算机上运行时, 必须
将其任务图嵌入到互连网络中, 高效率的嵌入会提高并行程序的运行效率. 因此, 
互连网络上的嵌入问题引起研究者的广泛兴趣[5~10].  

网络嵌入的效率有四个参数来评价, 即:负载(load)、拓展(expansion)、延伸
(dilation)和拥挤度(congestion). 如果它们的值都是 1, 这表明算法的运行效率和
在源网络上的运行效率完全相同.  

本文的研究集中在两方面, 一方面我们进一步发现了 RP(k)网络的一些拓扑
性质, 尽管 Petersen 图不是 Hamilton 图(H 图), 但我们证明, RP(k)网络是 H 图. 
另一方面, 我们重点设计了将环、2-D mesh 嵌入 RP(k)网络的算法, 并分析了这
些嵌入算法的性能. 研究结果表明, RP(k)网络具有简单的拓扑性质, 环和 2-D 
mesh可以高效的嵌入该网络, 并且 RP(k)网络具有很强的容错能力.  

2  RP(k)网络及网络嵌入 

在文献[3]中, 基于Petersen图, 我们构造了RP(k)网络. 因此, 本节我们先分
析Petersen的性质, 然后, 介绍RP(k)网络和网络嵌入的概念, 为后面的讨论打下
基础.  

2.1  Petersen 图及其性质 

如图 1所示, Petersen 图有许多良好的性质： 
① Petersen 图的度是 3;  
② Petersen 图的直径是 2, 即两个顶点或者直接相连, 或者通过第三顶点相



第 8期 刘方爱等: 环、mesh嵌入 RP(k)网络  941 

 

 

www.scichina.com 

连;  
③Petersen 图是关于顶点对称的.  
以上性质比较直观, 通过观察图 1 

就可以得到.  
④Petersen 图的任意两个节点之间

存在三条无交的路 ; 若两点直接相连 , 
则这三条路的长度分别为 1、4、4, 否
则这三条路的长度分别为 2、3、3.  

以上性质非常重要, 它是我们设计
网络和路由算法的基础. 若以 Petersen 
图作为并行机的互连网络, 会得到非常
好的连接性, 其最大直径不超过 2, 但是, 该结构无法扩展. 

 
图 1  Petersen图 

2.2  RP(k)的结构 

我们将环的简单性和 Petersen 图的可连接性结合在一起 , 构造互连网络 
RP(k).  

① RP(k)的构造 
一个互连网络 RP(k)由 10*k 个节点组成, 每个节点放一个处理器, 每 10 个

节点组成一片, 一片内按照 Petersen 图互连在一起, 片内节点按照 0, 1, …, 9编
号(见图 1). k个 Petersen 图按照以下办法连接: 不同片内编号相同的顶点按照环
的结构互连在一起, 共 10个环, 称为环 0、环 1、…、环 9.  

② RP(k)的编址 
RP(k)采用如下的编址方式, 每一个节点由两部分(m, n)决定, 其中 m是片的

编号, 0≤m≤k−1, n是片内编号 0≤n≤9.  

2.3  网络的嵌入 

互连网络的嵌入问题可以抽象为图的嵌入问题. 已给一个主图 G(V, E)和一
个客图 G1(V1, E1), 将客图 G1嵌入主图 G是指存在两个映射ψ和λ, 其中: 

ψ: V1 →V, λ: E1 →Path(E), 这里 Path(E)为图 G中路的集合, 且满足如下条
件: 任意的 e=(a, b)∈E1, λ(e)指定一条由ψ (a)到ψ (b)的路. 图嵌入问题的性能由
4个参数来评价, 它们是拓展、负载、延伸和拥挤度, 各个参数的含义如下:  

拓展是两个图顶点个数之比, 即|V1|/|V|; 对于 V中任一点 v, 记 num(v)为满足
ψ (u)=v的 V1中节点 u的个数, 那么负载是所有 num(v)的最大值; 对于 V1中任意

一条边 e, λ将其影射为 G中的一条路, 延伸定义为这些路长度的最大值; 对于 G
中每一条边 e, 在 G1中可能存在多条边, 使其λ 的映射像经过边 e, 那么拥挤度
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是λ 映射经过每一条边路数的最大值.  

3  环嵌入 RP(k)网络 

现在我们讨论如何将 10*k个节点的环嵌入 RP(k)网络. 虽然 Petersen图不是
H图, 但我们将证明 RP(k)网络是一个 H图. 为此先给出如下引理:  

引理 1  Petersen图不存在 H回路, 因此不是 H图.  
引理 2  在 Petersen图中, 任何两个不相邻的节点 a, b之间都存在一条 H路.  
引理 2的证明可以通过枚举所有节点间的路来获得. 由于 Petersen 是对称图, 

我们只需列举与节点 0不相邻节点之间的 H路即可, 与节点 0不相邻的节点有 2, 
3, 5, 7, 8, 9. 其H路分别为: 0—2: 0, 1, 7, 9, 6, 8, 5, 4, 3, 2; 0—5: 0, 4, 3, 2, 1, 7, 9, 6, 
8, 5; 0—8: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 6, 8. 其中, 0-3、0—7和 0—9之间 H路的构造方法
分别与 0—2, 0—5和 0—8的 H路的构造方法类似.  

在此引理的基础上, 我们给出定理 1.  
定理 1  当 k>1时, RP(k)网络是一个 H 图.  
证  我们分 k为偶数和奇数两种情况来讨论, 并给出构造性的证明.  
当 k为偶数时, 可以按表 1所示过程来构造每一片中的 H路, 并进而用它们

来构造整个 RP(k)网络的 H回路.  

表 1  k为偶数时构造环的过程 
片 开始节点 终止节点 H 路 
0 0 8 0—8 
1 8 0 8—0 
… … … … 

k−2 0 8 0—8 
k−1 8 0 8—0 

 
由于节点 0和 8是不相邻的节点, 由引理 2知, 它们之间存在一条 H路. 在

表１中, 我们从片 0 开始, 构造节点 0 到 8 的 H 路, 然后经过环 8 到达片 1; 在
片 1 中构造由节点 8到节点 0 的 H路, 并由环 0到达片 2; 重复以上过程, 直到
我们在片(k−1)内, 得到H路 8—0, 最后由环 0连接片 0和片(k−1)的０节点. 这样, 
在 RP(k)中就得到了一条 H回路, 它包含了所有节点.  

当 k为奇数时, 节点对(0, 8), (8, 3)和(3, 0)都是不相邻的节点对, 由引理 2知, 
我们可以在片 0、片 1和片 2内分别构造 0—8、 8—3和 3—0间的 H路, 并由环
8和环 3将这三条路连接起来. 剩下的 k-3个片为偶数, 可以按照上面介绍的方法
构造 H路, 最后由环０将它们连接起来, 得到一条 RP(k)网络的 H回路.  

定理 2  当 k>1 时, 10*k 个节点的环可以嵌入 RP(k)网络中, 四个参数即拓
展、延伸、负载和拥挤度都为 1.  
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作为该定理的一个特殊情况, 若 k=1, RP(1)脱变为 Petersen图, 由引理 2知, 
Petersen图中不存在 H回路, 但存在 H路. 这时, 我们也可以将一个 10个节点的
环嵌入到 RP(1)网络, 使得拓展、负载两参数为 1, 而延伸、拥挤度为 2.  

网络的容错性是一个重要的性质, 下面给出 RP(k)网络更健壮的一个性质. 
假设在 RP(k)网络中, 每一个片有一个节点出现故障, 考虑环的嵌入问题. 先考
虑一种特殊情况, 即在每一个 Petersen 图中, 编号相同的节点出现故障. 这时, 
我们有下面的结果:  

引理 3  在一个RP(k)网络中, 若每个 Petersen图中有一个编号相同的节点出
现故障, 那么, 该 RP(k)图仍是 H图; 因此, 可以将 9*k个节点的环嵌入到该互连
网络, 使其四个参数都是 1.   

因为 Petersen 图是关于节点对称的, 不妨假设节点 6 出现故障, 见图 2. 在
这种情况下, 图 2是 H图, 因为 1, 7, 9, 3, 2, 8, 5, 4, 0, 1是一条回路, 这样, 在 k
个片中, 我们得到 k条H回路. 下面, 我们从片0开始, 逐步将相邻的片进行合并, 
最终得到一个大环, 它包含 k个片上的所有节点.  

很明显, 我们可以构造第 0个片的 H回路, 假设第 i片已经合并到已构造的
环中. 取第 i条 H回路上相邻两节点 m、n, 它们也是第(i+1)条 H回路上相邻的两
节点, 在这两条H路上去掉边(m, n), 增添环 n和环m上从片 i到片(i+1)的两条边, 
这样就得到一个大环, 它包含前(i+1)个片上的所有节点. 重复以上过程, 直到将
环(k−1)添加到整个环上为止, 该环包含 k 个片上的所有节点. 这样, 就得到带故
障节点的 RP(k)网络的一条 H 回路, 因此, 我们仍然可以将一个含 9*k 个节点的
环嵌入到带有故障节点的 RP(k)网络中.  

在引理 3的证明中, 我们使用了如下引理.  
引理 4  在 Petersen 图中去掉一

个节点, 那么所得到的图存在 H 回路; 
并且任何两个相邻节点之间都可以构

造 H路.  
该引理的前一部分可以由引理 3

的证明得到, 其后一部分可以通过枚
举所有 H 路而验证, 在此省略. 下面, 
我们给出引理 3 的一般结果, 即每个
片中有一个节点出现故障, 但各片中
的故障节点编号不必相同.  

定理 3  在一个 RP(k)网络中, 若
每个 Petersen 图中有一个节点出现故障, 去掉出现故障的节点和相应的边, 得到
互连网络 RP-1(k), 那么 RP-1(k)仍然存在 H 回路; 因此, 一个 9*k个节点的环可

 
图 2  节点 6出现故障 
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以嵌入到 RP-1(k)网络中, 其拓展、延伸、负载和拥挤度都为 1.  
证  该定理分两部分, 我们首先证明在RP-1(k)中存在一条H回路. 由引理 4

知, 在第 0个片内, 可以构造一条 H回路, 记为:  
m0, m1, m2, m3, m4, m5, m6, m7, m8, m0 其中 0≤mi≤9. 

可以这样扩大这个环, 考虑当前片和下一个片, 由于这两个片各缺少一个节点, 
在当前片的H路中取一条边(mi, mj), 使得节点mi、mj在下一片中也不是故障节点, 
由于两个片中各缺少一个节点, 因此这是可以办到的. 由引理 4 知, 在新的片中
我们可以构造从mi到mj的H路, 然后, 可以将该H路添加到已经生成的环中. 其
方法如下: 在已有的环中去掉边(mi, mj), 沿mi和mj环到达下一片, 这样就得到了
一条H回路. 通过这样的方法, 我们可以逐步构造H回路, 得到整个 RP-1(k)的H
回路.  

定理的第二部分即从环向 RP-1(k)网络的可嵌入性质是第一部分的直接结果.  
由定理 3我们可以得到如下推论:  
推论 1  任何 m个带有一个故障节点的邻接片均可以构造 H回路.  
这是一个非常好的结果, 它刻画了 RP-1(k)网络的性质, 即 RP-1(k)中任意 m

个连续的片都可以构造 H回路.  
下面是一个更一般的结果, 我们忽略其证明.  
定理 4  在一个带有故障节点的 RP(k)网络中, 去掉故障节点和相应的边后, 

若在每一个片中存在一条 H回路, 且在该 H回路上存在一条边(mi, mj),  该边也
是下一个相邻的 H回路上的一条边, 那么该图仍然是一个 H图.  

4  二维 mesh嵌入 RP(k) 

现在讨论将二维 Mesh M1(a, b)嵌入 RP(k)网络的算法.  

4.1  由 Mesh到 RP(k)的映射 

为了将二维 mesh 嵌入 RP(k)网络, 我们先给出一个实事.  
定理 5  在 RP(k)网络中, 存在一个 10*k的二维 mesh.  
证  由引理 2知, Petersen 图中存在H路, 例如, 取H路为 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 

6, 8. 我们也知道, 所有片中编号为 i 的节点在 RP(k)网络中构成一个环, 称为环
i. 这样, 环 i作为行, H路作为列就构成了一个 10*k的 2-D mesh. 记该 mesh 为
M(10, k).  

将一个 2-D mesh嵌入到另一个 2-D mesh的嵌入算法已有不少讨论, 可以参
阅文献[5~8]. 为了讨论将mesh嵌入RP(k)网络的算法, 我们先定义如下映射.  

① Mesh M1到 RP(k)网络的节点映射  
为了定义节点之间的映射, 对于已给的二维 mesh M1(a, b), 引入节点之间的
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b

,

一种排列方式. 
记 

, ,{(0, ), (1, ), , ( 1, )},    {( 1, ), ( 2, ), , (0, )}r
a b a bL b b a b L a b a b= − = − −  

*
,0 ,1 ,2 ,3 , 1 ,0 ,1 ,3 , 1# # # # # ,    # # # #r r r

a a a a a b a a a a bL L L L L L L L L L L− −= =  

其中  * ,
,

,

  ,
  .

r
a b

a b
a b

L b
L

L b
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

当 为奇数时

当 为偶数时

在这里, #为连接运算符. 我们称序列 L为二维 mesh M1 (a, b)的顺序列方式, 
而L r 为迂回列方式. 如果将 2-D mesh M1和M(10, k)的节点都按照顺序列方式(迂
回列方式)排列, 就得到了 M1和 M 两个节点序列. 在两个序列中, 下标相同的两
个元素建立 1-1对应关系, 这样就定义了从 M1(a, b)到 RP(k)网络节点之间的一一
对应映射, 称为顺序列映射(迂回列映射), 它们都记为Ψ. 注意, 在迂回列映射中, 
M(10, k)的每一列是一个 Petersen 图的 H 路, 这些 H 路在 RP(k)网络中通过环 0
或环 8连接起来. 下面, 我们再来定义边的嵌入映射.  

②最短路径映射 
现在我们定义从M1(a, b)到RP(k)网络边间的映射. 设(x, y)是M1 中的一条边, 

x、y 是 M1中的两个点. 那么, 按照上面节点间的映射Ψ, 假设 x、y 分别对应于
RP(k)网络中的(i1, j1)和(i2, j2)两点.  

(a)若(i1, j1)和(i2, j2)在同一 Petersen 图中 , 即 i1=i2, 定义边(x, y)对应于
Petersen 图中由节点(i1, j1)到节点(i2, j2)的最短路径, 它是惟一的.  

(b)若(i1, j1)和(i2, j2)不在同一片中, 我们定义边(x, y)对应的路为: 首先从节点
(i1,  j1)开始沿着环 j1到达(i2 , j1), 然后在片 i2内, 沿最短路径到达节点(i2 , j2).  

我们称上面的映射为最短路径映射, 记为λ. 为了分析将 M1 嵌入 RP(k)网络
的性能, 我们先证明如下引理:  

引理 5  Petersen 图中的任何一个置换路由至多需要 4 次通信完成, 且完成
一个置换路由后, 每条边至多使用 4次.  

证  置换路由是指每个节点向另外一个节点发送消息, 且每个节点只能接
受一个消息, 因此, 这种消息的发送是节点间的一个置换. 考虑两种发送策略, 
即在同一时刻, 各个节点都向编号大(小)的节点发送数据. 分析在每一种情况下, 
每条边使用的次数. 表 2 列出了各个节点分别向编号大(小)的节点发送数据后所
能够到达的节点.  

表 2  节点按由小到大(或由大到小)发送数据能够到达的节点 
节点 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

由小到大 1, 4, 6 2, 7 3, 8 4, 9 5 7, 8 8, 9 9   
由大到小  0 1 2 3, 0 4 0 1, 5 2, 5, 6 3, 6, 7 
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由表 2和 Petersen 图可以得到, 每个节点都沿由小到大(由大到小)方向发送
数据时, 不会发生边的冲突. 我们设计一个置换路由算法, 该算法在每一个节点
上分别按“由小到大”、“由大到小”、“由小到大”和“由大到小”的方向向相邻

节点发送数据, 这些相邻节点可能是置换的目标节点或者是发送节点和目标节
点的公共邻接点. 经过这样四次发送后, 实现了置换路由. 由于在算法的每一步
都不会发生冲突, 因此每条边至多使用 4次.  

现在我们考虑将二维 mesh M1(a, b)嵌入 RP(k)网络的算法, 设 M1的大小为

a*b, 分如下情况进行讨论.  

4.2  min{a, b}≤10时的嵌入算法 

(1) 当 min{a, b}≤10 且 max{a, b}≤k时的情况 
不妨假设 a小于 10, 在这种情况下, 定义 M1(a, b)到 RP(k)的嵌入映射如下:  
M1(a, b)中的节点(i, k)对应于 M(10, k)中的节点(i, k) .  
M1(a, b)中任意一边((i, k), (m, n))对应于边((i, k), (m, n)). 这样我们有定理 6.   
定理 6  在 a*b的 2-D mesh M1(a, b)中, 若 a≤10, b≤k, 则该mesh 能够嵌入

RP(k)网络, 且负载、延伸和拥挤度都为 1. 特别地, 若 a=10, 则二维 mesh 能够
嵌入 RP(b), 满足: 负载、延伸、拓展和拥挤度都为 1.  

(2) 当 min{a, b}≤10且 k=┌ a*b/10 ┐时的情况 
为了下面的分析, 我们先给出 Petersen 图的一个性质.  
引理 6  在 Petersen 图中, 设{x1, x2, …, xj}和{y1, y2, …, yj }( j =1, 2, 3, 4, 5)是

两个节点的集合, 且{x1, x2, …, xj}∩{y1, y2, …, yj }=φ. 考虑从 xi到 yi的最短路径, 
共 j条路, 那么, 这 j条路经过 Petersen 图的任何一条边至多两次.  

证  由于 Petersen 图是对称图, 因此只需讨论经过一条边的路径即可. 经过
边(0, 4)且长度不超过 2的最短路为: 0-4、6-4、1-4、4-0、3-0、5-0. 由于路的起
点和终点无交, 上面的 6 条路至多剩下两条路, 因此, 至多可能由两条路通过该
边, 引理得证.  

在上面的讨论中 , 没有考虑参数“拓展” , 现在我们考虑该参数 . 取 k=      
┌ a*b/10┐, 且 a≤10, 考虑将 a*b的 2-D mesh 嵌入 RP(k)的情况, 分两种情况讨论. 

①当 a≤5时 
在这种情况下, 对 2-D Mesh M1和 M(10, k)都采用迂回列方式, 得到迂回列

映射Ψ. 现在分析该嵌入方式的性能. 记 r=(a*b mod 10), 很明显有:  
负载=1, 拓展 =(10*k)/(a*b)=1+(10−r)/(a*b)≤1+10/(a*b).  
由于 a≤10, 将 M1上的多列元素嵌入一条 H路后, M1中的边可以分为两类. 

第一类边是在 M1 的迂回列排列中相邻节点之间的边, 每一条这样的边被映射到
H 路上的一条边, 其映射像的长度为 1; 第二类边是 M1中相邻两列之间的边, 但
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不包括第一类已经出现的边. 这些边的两个顶点被映射到同一或相邻H路中的两
个顶点, 它们之间的最短路径就是该边的映射像. 当该边的两个顶点被映射到相
邻的两条 H 路上时, 按照最短路映射的定义, 从映射像的一个顶点开始, 经过一
条环边可以到达映射像另一个顶点所在的片, 而在同一 H路内, 其最短路长度至
多为 2. 因此该类边的映射像的最大长度至多为 3, 即延伸=3.  

现在, 我们分析其拥挤度.  
当 a=1时, 非常明显, 将 M(10, k)按照迂回列方式排列, 和一维数组建立 1-1

对应的映射, 我们有拥挤度=1.  
图 3 中画出了 a=2, 3, 4时的嵌入情况. 黑点代表一条 H路中的最后一个节

点, 而圆圈代表一条 H 路上的第一个节点. 不带任何符号的边为第一类边, 而带
有√或×号的边为第二类边, 其中, 带有×号边的两端点被映射到同一 H 路上, 
而带有√边的两端点被映射到相邻的 H路. 注意, 在 Petersen 图中, 采用的 H路
为: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 6, 8.  

当 a=2 时, 见图 3(b). 按照迂回列映射定义, 第二类边在第 0 个片上映射像
为: 0-3, 2-5, 4-9, 7-8, 在其他片上的映射像与此相同, 另外带√的边为 6-6和 1-1, 
即相邻H路上两个节点 1和两个节点 6之间的连接. 可以验证, 这些路在 Petersen 
图上只多经过同一条边两次, 再加上 H 路, 那么当 a=2 时, 拥挤度=3. 由于带√
的边是 6-6和 1-1, 可以直接由环边到达, 因此我们有延伸=2.  

当 a=3时, 见图 3(a). 第二类边在 0片上的映射像为: 0-5, 1-4, 4-9, 3-6, 8-9, 
6-7, 8-5, 在 1片上的映射像为: 0-3, 2-9, 3-7, 7-8, 4-0, 0-2, 1-3, 在 2片上的映射像
为: 1-7, 2-5, 5-6, 4-8, 在其他片上会重复前三个片所对应的路. 在上面三个片上, 
验证所有映射像, 得知, 在任何片上第二类边的映射像经过某一条边至多 3 次, 
再加上 H路, 因此, 我们有: 拥挤度=4, 延伸=3.  

当 a=4时, 见图 3(c). 第二类边在 0片上的映射像为: 1-7, 0-9, 2-5, 7-8, 5-8, 
4-6, 6-4, 5-8, 在 1片上的映射像为: 7-8, 5-2, 7-1, 9-0. 可以验证, 这些路在一条边
上至多重复 4次, 再加上 H路使用边一次, 这样拥挤度=5, 延伸=3.  

当 a=5时, 按照迂回列映射, M1中相邻两列或者映射到同一 H路中, 或者映
射到相邻的两条 H 路中且其第二类边由环边直接连接. 当 M1中相邻两列映射到

M(10, k)中相邻的两条 H路时, 其边的映射像长度为 1; 当 M1中相邻两列映射到

同一 H路上时, 两列之间的连接由如下路径实现: 0-8、1-6、2-9、3-7和 4-5, 由
引理 6 知, 这些路径至多经过每条边两次, 再加上一条 H 路, 这样拥挤度=3, 延
伸=2.  

②当 5<a<10 时 
当 5<a<10时, 对于 M1(a, b)和 M(10, k), 我们都采用顺序列映射. 和前面的讨

论类似, 可以得到: 负载=1, 拓展<1+10/(a*b), 延伸=3. 现在, 我们来分析拥挤度. 
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图 3  a=2, 3, 4时的嵌入示例 

 
采用顺序列映射后, 考察 M1中第二类边的映射像, 我们需从当前 H 路中的

相关节点出发, 沿环路到达上一 H路, 在该 H路所在的 Petersen 图中, 实现由 a
个节点到另外 a个节点的路由. 由引理 5知, 每条边至多使用 4次. 另外, 由于采
用顺序列映射方式, H路上的最后一个节点与下一 H路的第一个节点可能有一条
边, 这样在当前H路所在的 Petersen 图中可能多使用一次边, 再加上H路要使用
一次边, 因此, 每条边至多使用 6 次. 这样, 拥挤度≤6. 如果采用迂回列排列方
式, 那么H路上最后一个节点与下一H路上第一个节点间的边可以由环边直接连
接, 但是, 在 M1第二类边的映射像中, 可能存在两条终点(起点)相同的路, 这样, 
在一个 Petersen 图中, 经过某一边的路就可能超过 4条, 最多为 6条.  

4.3  当 a, b>10时, mesh嵌入 RP(k)的算法 

(1) 直接嵌入法 
当 a, b>10 时, 不妨设 a=min{a, b}, 记 m=┌ a/10 ┐, 那么 mesh的每一列共 a

个元素, 占 RP(k)中相邻的 m条 H路, 这 m条 H路中的节点按照列迂回排列, 和
M1的一列建立了一一对应的映射, H路中没用到的节点闲置. M1到 M(10, k)边间
的映射采用最短路径映射. 按照最短路径映射的定义, M1中同一列上的一条边映

射到 M(10, k)中的一条边, 因而其映射像长度为 1. 而 M1中同一行上的一条边映

射到 M(10, k)中某一行上的一条路, 路的长度为┌ a/10┐. 这样, 我们有:  
定理 7  在 a*b的二维 mesh 中, 若 a, b都大于 10, 且 k≥(┌ a/10┐*b), 则该

mesh 能够嵌入 RP(k)网络, 且负载=1, 延伸=┌ a/10 ┐和拥挤度=┌ a/10┐ .  
(2) 当 k =┌ a*b/10┐时的嵌入算法 
定理 8  在 a*b的二维 mesh 中, 若 a, b都大于 10, 且 a≤b, 取 k=┌a*b/10┐,  

则该 mesh 能够嵌入 RP(k)网络, 且负载=1, 延伸=┌ a/10┐+2, 拥挤度=max{┌a/10┐, 
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6}, 拓展<1+10/(a*b).  
证  设二维 mesh M1(a, b)和 M(10, k)都按照顺序列方式排列, 顺序列映射产

生了节点之间的一一对应映射, 而 M1到 M(10, k)边之间仍然采用最短路径映射. 
很明显, 负载=1, 拓展<1+10/(a*b). 现在考虑延伸, 设M1中同一行上任何两个相

邻节点 x, y的映射像为Ψ(x), Ψ (y), 节点Ψ (y)沿着环边至多经过┌ a/10┐条边到达
Ψ (x)所在的片, 在该片内, 两节点间的距离至多为 2, 因此延伸≤┌ a/10┐ +2.  

现在分析拥挤度, 由前面的讨论知, M1中任意一条边的映射像的起始节点和

终止节点所在的 H路相距不超过┌a/10┐+1条, 也就是说, 从其映射像的终点至多
经过┌ a/10┐条环边可以到达映射像起点所在的片, 再至多经过 2 条边, 就可以到
达映射像的起点. 而在映射像起点所在的片内, 由 10 条这样的路径, 由于采用
顺序列排列方式, 它们恰好形成了 10个节点间的一个置换, 由引理 5知, 任何一
个置换路由至多经过某一边 4 次; 另外, 由于 M1中的一列对应 RP(k)中┌a/10┐或 
┌a/10┐+1 列, 在前┌a/10┐−1 或┌ a/10┐列中, 任意一列的最后一个节点与下一列的
第一个节点对应于 M1 中有一条边, 该边的开始和终止节点分别对应于相邻两条
H路的终止和起始节点. 因此, 该边的映射像为从后一 H路的开始节点沿环边到
达前一个片, 然后在前一个片中沿最短路到达 8 号节点的路. 这样, 为了完成该
边的映射, 可能又多使用边 1 次, 再加上 H 路需使用边 1 次, 因此至多经过每条
边 6次, 而使用片间的边至多┌ a/10 ┐次. 这样, 拥挤度=max{┌ a/10┐ , 6}.  

作为一个简单总结, 取 k=┌ a*b/10 ┐, 并设 a<b, 那么, 将一个二维mesh M1(a, 
b)嵌入 RP(k)后, 其性能参数为: 负载=1, 拓展 <1+10/(a*b), 延伸和拥挤度见表 3.  

表 3  二维 Mesh嵌入 RP(k)的性能参数 
a的取值 延伸 拥挤度 

a=1 1 1 

a=2 2 3 

a=3 3 4 

a=4 3 5 

a=5 2 3 

5<a<10 3 6 

a=10 1 1 

a>10 ┌ a/10┐ +2 max{┌ a/10┐, 6} 
 

当RP(k)网络中一些节点出现故障时, 我们也可以讨论将mesh嵌入带故障的
RP(k)网络的算法. 例如, 假设在 RP(k)网络中, 每一个 Petersen 图中编号相同的
一个节点出现故障, 那么由引理 4 知, 同一片中每两个节点之间都有一条 H 路. 
因此, 在该网络中, 存在一个 9*k 的二维 mesh, 这样, 我们就可以讨论将任意的
2-D mesh 嵌入到 9*k的 mesh 中去的嵌入算法, 在此不深入讨论.  
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5  结论 

本文研究了基于 Petersen 图的 RP(k)网络的拓扑性质和构造方法, 它是一种
简单的常数连结度的互连网络, 与环网和 2-D mesh 相比, 它具有许多优越的性
质. 我们重点讨论了将环和 2-D mesh 嵌入该互连网络的算法. 证明了 RP(k)网络
是一个 Hamilton 图. 考虑到网络的容错情况, 当 RP(k)网络中每个片有一个节点
出现故障时, 去掉故障节点和相应的边, 得到互连网络 RP-1(k), 我们证明了该网
络也是 Hamilton 图, 因此也可以将 9*k 个节点的环嵌入到 RP-1(k)网络中去, 且
四个参数都是 1. 我们讨论了将 2-D mesh 嵌入 RP(k)网络的方法, 定义了顺序列
映射、迂回列映射和最短路径映射, 分析了这些嵌入算法的性能. 通过本文的分
析, 我们得到, RP(k)网络具有很强的容错能力, 已有的环和 2-D Mesh 算法可以
在RP(k)网络上高效的运行, 因此, 用RP(k)网络可以灵活的模拟环和Mesh 网络, 
RP(k)网络是一种高效、实用的互连网络.  
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