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�� ��� G ������������������������������

������, ���������� G �����. � G ������ lc(G) ��, �

� G ������������������.

���: ��������� Δ(G) ��� g(G) ������ G, �������

� (Δ, g) ∈ {(13, 7), (9, 8), (7, 9), (5, 10), (3, 13)}, �� G �� Δ(G) � Δ � g(G) � g, �

lc(G) = �Δ(G)
2 � + 1.

��� ���� ����� �� ���

MSC(2000) ���� 05C15

1 ��

������������. ������� G,��� V (G), E(G), |G|, Δ(G) � δ(G)

�������������������������. G ��� g(G) �� G ��	�

���.

��� [1] �, � G ������������� V (G) 
���� {1, 2, . . . , k} ��
��	, 
����������������. � G ����� k-���������,


����������������������������. � G����� lc(G)


�� G ����� k-������ k �.

Yuster[1] �����������, ������ G ������� lc(G) = O(Δ
3
2 ),

��������, 
� lc(G) = Ω(Δ
3
2 ). �
�, �����������������

�. � G �������� G �������, 
�����������������

����	�. ��������� Grünbaum[2] ���.

��, Esperet� [3] ����������
��	����. �����������

�
����������������� 3 � 4 �����	����
������	

��. �������	�������:

�� 1 � G ������.



	
��: ���	������

(1) �� g(G) � 16 � Δ(G) � 3, 	 lc(G) � �Δ(G)
2 � + 1;

(2) �� g(G) � 10, 	 lc(G) � �Δ(G)
2 � + 2;

(3) �� g(G) � 8, 	 lc(G) � �Δ(G)
2 � + 3.

��, ������ G � lc(G) � �Δ(G)
2 �+ 1. ��, ��
���������	��

��: ������
���
�? Raspaud � Wang[4] �������:

�� 2 ������� G, 
�����
� (Δ, g) ∈ {(13, 7), (7, 9), (5, 11), (3, 13)},

� Δ(G) � Δ � g(G) � g, 	lc(G) = �Δ(G)

2 � + 1.

�������	������. Euclid ��, 	���, 
��, Klein ������

� Euler�	���. �
������	���	���� NC-�. ���������:

�� 3 ���� NC-� G, 
�����
� (Δ, g) ∈ {(13, 7), (9, 8), (7, 9), (5, 10),

(3, 13)},
� Δ(G) � Δ � g(G) � g, 	 lc(G) = �Δ(G)
2 � + 1.

���������	������, ��
� 3 �
� 2 ��������.

�������	� G, � F (G) �������. ��� f ∈ F (G), � B(f) ���

f ��
. �� u1, u2, . . . , un � B(f) ������	��, 	
� f = [u1u2 · · ·un], ��


��
��
����. ��������
�����, ����	����. ���

�� x ∈ V (G) ∪ F (G), � dG(x) �� G � x ��. ����������, ������

d(x) 		 dG(x). ���� k ��� (��)�� k-� (� k-�),��� NG(v)��� G�

v ������.

2 ����

� G ��� NC-�, v ∈ V (G). ��� n2(v) ��� v ��� 2-����. ��

n2(v) = d(v), � v ������ 2-�, 	� v ���. � v ��� 2-�, �� n2(v) � 1, 	

� v ��
 I; �� v ����� 3-���, 	� v ��
 II.

� c� G ���������,����� C. ����� v ∈ V (G), � C2(v)���

C ���� NG(v) ��
��������. ��
�	�����
�����
.

���
� 3, ��������	����:

�� 4 � M ����
�, G ���NC-�, 
� Δ(G) � M . �� G ���	�


��, 	 lc(G) � �M
2 � + 1:

(1) M � 13 � g(G) � 7,

(2) M � 9 � g(G) � 8,

(3) M � 7 � g(G) � 9,

(4) M � 5 � g(G) � 10,

(5) M � 3 � g(G) � 13.

�� ��	. ��
����. � G �������, � G ��������
�

NC-�, lc(G) > �M
2 �+ 1, ����������	�� NC-� H ��� G ��� M ��

��
, 	� lc (H) � �M
2 � + 1. ���
 G �	��. ����� δ(G) � 2.

�� G�	 1-� v � u��. 
 H = G− v,	 H ��� NC-���� Δ(H) � Δ(G)

� g(H) = g(G). � G ����, H ������� c 	� �M
2 � + 1 ���. �	 c ��
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���� A �: �� � 38 � � 12 �


� G, ����� C2(u) ∪ {c(u)} ����� v. ��

|C2(u)| �
⌊

dH(u)
2

⌋
=

⌊
dG(u) − 1

2

⌋
�

⌊
Δ(G) − 1

2

⌋
�

⌊
M − 1

2

⌋
=

⌈
M

2

⌉
− 1,

	��������
 v. ��� G �	����

���������	��

��	. ��, �������	������
�

k > 2. �� NC-��� Euler ��

|V (G)| − |E(G)| + |F (G)| � 0

� ∑
v∈V (G)

d(v) =
∑

f∈F (G)

d(f) = 2|E(G)|,

���
�����:∑
v∈V (G)

[(k − 2)d(v) − 2k] +
∑

f∈F (G)

(2d(f) − 2k) � 0. (∗)

� V (G) ∪ F (G) �
���� w, �� v ∈ V (G) 
 w(v) = (k − 2)d(v) − 2k, ��

f ∈ F (G) 
 w(f) = 2d(f) − 2k. 	�������. �	��
���	��


	�

������������. ���

��, ���������

�� w′. �
��



��������
�, �� w′ ������ (I) � (II):

(I) ����� x ∈ V (G) ∪ F (G), � w′(x) � 0;

(II) ���� x∗ ∈ V (G) ∪ F (G), 
� w(x∗) > 0.

���������
�����, ���	��������:

0 <
∑

x∈V (G)∪F (G)

w′(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w(x) � 0.

��������,����
 K = �M
2 �+ 1,� C = {1, 2, . . . , K}�� K �����

�.�� M ������,
����� 5 ���. ������,����������,

�	������	����
��.

�� A �� |C| = K = �M
2 � + 1. � x ��� 2-�, u � v � x ���� dG(v) �

dG(u). �� 2 � dG(v) � 4, 	 �dG(u)−1
2 � + dG(v) � K.

�� �� �dG(u)−1
2 � + dG(v) � K − 1. � v1, v2, . . . , vm � v ���� x ���, �

� m = dG(v)− 1. � H = G− x, 	 H ��� NC-���� |H | < |G|, Δ(H) � Δ(G) � M ,

g(H) � g(G). � G ������, H ����� K-�� c 	����� C. ��
 x 


��������	���:

L(x) =

⎧⎨
⎩

C \ (C2(u) ∪ {c(u), c(v1), . . . , c(vm)}), 
 c(u) = c(v),

C \ (C2(u) ∪ {c(u), c(v), c(v1), . . . , c(vm−1)}), 
 c(u) 	= c(v).

��

|C2(u)| �
⌊

dH(u)
2

⌋
=

⌊
dG(u) − 1

2

⌋
� K − 1 − dG(v),

����


|L(x)| � |C| − |C2(u)| − m − 1 � K − (K − 1 − dG(v)) − dG(v) = 1.

��,�� L(x)������� x,�
	 c��

� G,��� G�	�.�� A��.
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��: ���	������

� 1 �� M � 13 � g(G) � 7, 	 |C| = K = �M
2 � + 1 � 8.

��� A �

�� 1.1 ��� 2-� x ���� v � u ��� d(v) � d(u). �� 2 � d(v) � 4, 	

�d(u)−1
2 � + d(v) � 8.

��� 1.1 ���
�����:

�� 1.1 ��� 2-� x ���� v � u ��� d(v) � d(u).

(1) �� d(v) = 2, 	 d(u) � 13;

(2) �� d(v) = 3, 	 d(u) � 11;

(3) �� d(v) = 4, 	 d(u) � 9.


�� (∗) � k = 7. 
���	����: �� v ∈ V (G), 	 w(v) = 5d(v) − 14, ��

f ∈ F (G), 	 w(f) = 2d(f) − 14. �
��


	��������.

�� v �� d(v) � 14 � d(v) = 13 � n2(v) < 13. ���� G ����� xx′v′v ��

d(x′) = d(v′) = 2, 	� x � v ����. � p13(v) �� v ���� 13-����.

�


	��:

(R1.1) � d(v) � 14.

�� d(v) � 15� d(v) = 14� n2(v) < d(v), v
 4
�� 2-�, (w(v)−4n2(v)− 1
2 )/p13(v)


������ 13-� (
 p13(v) > 0).

�� d(v) = n2(v) = 14, v 
 4 
��� 2-�.

(R1.2) � d(v) = 13.

�� v ���, 	 v 
 4 
����
 I 2-�, 
 15
4 
����� 2-�.

�� v ����, 	 v 
 4 
�� 2-�, (w(v) − 4n2(v) − 1
2 )/p13(v) 
������

13-� (
 p13(v) > 0).

(R1.3) �� 4 � d(v) � 12, 	 v 
 (w(v) − 1
2 )/d(v) 
����� 2-�.

(R1.4) ��� 3-�
 131
396 
������ 2-�.

(R1.5)��� d(f) � 8�� f 
 1
 B(f)����������
 I 2-��� 13-�.


��� (R1.1) 
 (R1.4) �
����
:

�� 1.2 � v �������� 3 ��, u �� v ����� 2-�.

(1) �� d(v) � 13, 	 v 
 u �� 15
4 ;

(2) �� 11 � d(v) � 12,	 v 
 u �� 81
22 ;

(3) �� d(v) � 9, 	 v 
 u �� 61
18 ;

(4) �� d(v) � 5, 	 v 
 u �� 21
10 ;

(5) �� d(v) = 4, 	 v 
 u �� 11
8 .

� w′��

��	�����. ���������� x ∈ V (G)∪F (G)�w′(x) � 0,

����� x∗ ∈ V (G) ∪ F (G), 
� w′(x∗) > 0.

� f ∈ F (G). �� g(G) � 7, �� d(f) � 7. �� d(f) = 7, 	��

w′(f) = w(f) = 0.

�� d(f) = 8, 	 f ���
��� B(f) ����
 I 2-����� 13-�. ��, �
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���� A �: �� � 38 � � 12 �

(R1.5) ��

w′(f) � w(f) − 2 × 1 = 2 × 8 − 14 − 2 = 0.

�� d(f) � 9, 	 f ���
 �d(f)
3 � �� B(f) ����
 I 2-����� 13-�. �

�, � (R1.5) ��

w′(f) � w(f) −
⌊

d(f)
3

⌋
� 2d(f) − 14 − 1

3
d(f) =

5
3
d(f) − 14 � 1.

� v ∈ V (G). �� δ(G) � 2, �� d(v) � 2.

�� d(v) � 14. �� d(v) � 15 � d(v) = 14 � n2(v) < d(v), 	

w(v) − 4n2(v) = 5d(v) − 14 − 4n2(v) = 4(d(v) − n2(v)) + (d(v) − 14) � 1,

� (R1.1) ��

w′(v) = w(v) − 4n2(v) − p13(v) × (w(v) − 4n2(v) − 1
2 )

p13(v)
=

1
2
.

�� d(v) = n2(v) = 14, 
���, v �� 14-�, 	� (R1.1) ��

w′(v) = w(v) − 4n2(v) = d(v) − 14 = 0.

�� 4 � d(v) � 12, 	 w(v) = 5d(v) − 14 � 6. ��, � (R1.3) ��

w′(v) = w(v) − n2(v) × (w(v) − 1
2 )

n2(v)
=

1
2
.

�� d(v) = 3, 	 w(v) = 5d(v) − 14 = 1. � (R1.4) �� v 
 131
396 
��� 2-�. ��,

w′(v) � 1 − 3 × 131
396

=
1

132
.

�� d(v) = 2, 	 w(v) = 5d(v) − 14 = −4. � x � y � v ���� d(x) � d(y). ��,

�� v ���
 I 2-�, 	 d(x) � 3. �� d(x) = 3, 	��
 1.1 � 1.2 ��, d(y) � 11 �

w′(v) � −4 +
131
396

+
81
22

=
5

396
.

�� d(x) = 4, 	��
 1.1 � 1.2 ��, d(y) � 9 �

w′(v) � −4 +
11
8

+
61
18

=
55
72

.

�� d(x) � 5, 	��
 1.2(4)��

w′(v) = −4 + 2 × 21
10

=
1
5
.

����� v ��
 I 2-�, � d(x) = 2. ��
 1.1, d(y) � 13. �� d(y) � 14, 	�

(R1.1), y 
 4 
 v. ��, w′(v) = −4 + 4 = 0. �� d(y) = 13, 	� (R1.2), y 
 4 
 v. �

�, w′(v) = −4 + 4 = 0.

�� d(v) = 13,	 w(v) = 5d(v)−14 = 51. �� v��� 12� 2-���,	 51−4n2(v) �
51 − 4 × 12 = 3, ��� (R1.2) ��

w′(v) = w(v) − 4n2(v) − p13(v) × (w(v) − 4n2(v) − 1
2 )

p13(v)
=

1
2
.

��,�� n2(v) = 13,� v �� 13-�. �� v ��� 9��
 I 2-���,	� (R1.2)

��

w′(v) � 51 − 4 × 9 − 15
4

× 4 = 0.
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��: ���	������

��,����� v ��� 10��
 I 2-���. �� v ���� f∗ �
� d(f∗) � 8,


� B(f∗) ����
 I 2-�� v ��, 	� (R1.5), f∗ 
 1 
 v. ��

w′(v) � 51 + 1 − 4 × 13 = 0.

�����	�� f∗ ���. � x1, x2, . . . , x13 � v �����	�	���. ��

d(v) = 13 � v ���� 3 ���
 I 2-�, ��
��� 4 �	���
 I 2-�, ��

x1, x2, x3, x4. � yi, 1 � i � 4, � xi ���� v ���. �� d(yi) = 2, � zi � yi ���

� xi ���. ��
 1.1, d(zi) � 13. �� 1 � j � 3, � fj ��
�	� vxj � vxj+1 �

�. ������, fj � 7-�, 
���, fj = [vxjyjzjzj+1yj+1xj+1]. ��, �� 2 � k � 3,

�� zk � zk−1, zk+1 ��,����� zk ���� d(zk)− 2� 2-�. � v � z2 � z3 ��

�� 13-�. � σ(zk) ��� (R1.1) � (R1.2) � zk 

 v �	��. ���������:

σ(zk) �
w(zk) − 4n2(zk) − 1

2

p13(zk)

�
5d(zk) − 14 − 4(d(zk) − 2) − 1

2

d(zk) − 2

= 1 − 4 + 1
2

d(zk) − 2

� 13
22

,

��,

w′(v) � 51 + σ(z2) + σ(z3) − 4n2(v) � 51 + 2 × 13
22

− 4 × 13 =
2
11

.



�������� w′ ���� (I).

�� w′ ����� (II),
���, ����� x ∈ V (G)∪F (G), � w′(x) = 0��,	

����������
: ����� f ∈ F (G), 
� d(f) ∈ {7, 8};����� v ∈ V (G),


� d(v) ∈ {2, 13, 14}. ��, ��� 2-����
 I 2-�, ��� 13-�� 14-�����.

���	����� v, �� 13 � d(v) � 14,�� d(v) ��
 I 2-�.

��, G �	��� f = [v1v2 · · · vm] (7 � m � 8). ��
 1.1, G ��	 3 �	���

2-�,��
����
��� v1,
� 13 � d(v1) � 14. ��,����� i = 2, 3, m−1, m

� d(vi) = 2, ��� j = 4, m − 2 � d(vj) � 13. �� m = 7, �� v4 � v5 �������

� 2 ����, ��������. �� m = 8, �� v4 � v6 ����, �� v5 ���


I 2-�. ������
��, ���� (II) ����. ��.

� 2 �� M � 9 � g(G) � 8, 	 |C| = K = �M
2 � + 1 � 6.

��� A, �

�� 2.1 ��� 2-� x ���� v � u ��� d(v) � d(u). �� 2 � d(v) � 4, 	

�d(u)−1
2 � + d(v) � 6.

��� 2.1 �����
������:

�� 2.1 ��� 2-� x ���� v,u ��� d(v) � d(u).

(1) �� d(v) = 2, 	 d(u) � 9;

(2) �� d(v) = 3, 	 d(u) � 7;

(3) �� d(v) = 4, 	 d(u) � 5.
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���� A �: �� � 38 � � 12 �


�� (∗) � k = 8. 
���	���� w: �� v ∈ V (G), 	 w(v) = 6d(v) − 16; �

� f ∈ F (G), 	 w(f) = 2d(f) − 16.

�


	��:

(R2) � v ������ 3 ��, u ���� v ��� 2-�.

�� d(v) � 9, 	 v 
 u ��� 37
9 ;

�� d(v) = 7, 8,	 v 
 u ��� 25
7 ;

�� d(v) = 5, 6,	 v 
 u ��� 13
5 ;

�� d(v) = 4, 	 v 
 u ��� 8
5 ;

�� d(v) = 3, 	 v 
 u ��� 4
7 .

� w′ ��

��	�����. � f ∈ F (G). �� g(G) � 8, �� d(f) � 8, 	

w′(f) = w(f) = 2d(f) − 16 � 0.

� v ∈ V (G). �� δ(G) � 2, �� d(v) � 2. �� d(v) � 9, 	� (R2), v 
 37
9 
��

� 2-�, ��

w′(v) � w(v) − 37
9

d(v) = 6d(v) − 16 − 37
9

d(v) =
17
9

d(v) − 16 � 1.

�� 7 � d(v) � 8, 	� (R2), v 
 25
7 
��� 2-�, ��

w′(v) � w(v) − 25
7

d(v) = 6d(v) − 16 − 25
7

d(v) =
17
7

d(v) − 16 � 1.

�� 5 � d(v) � 6, 	� (R2), v 
 13
5 
��� 2-�, ��

w′(v) � w(v) − 13
5

d(v) = 6d(v) − 16 − 13
5

d(v) =
17
5

d(v) − 16 � 1.

�� d(v) = 4, 	� (R2), w(v) = 6d(v) − 16 = 8 �

w′(v) � 8 − 4 × 8
5

=
8
5
.

�� d(v) = 3, 	� (R2),

w′(v) = 2 − 3 × 4
7

=
2
7
.

�� d(v) = 2,	 w(v) = 6d(v)− 16 = −4. � x� y � v ������ d(x) � d(y). �

� d(y) � 9, 	� (R2), y 
 37
9 
 v, ��

w′(v) � −4 +
37
9

=
1
9
.

�� d(y) � 8. ��
 2.1, d(x) � 3 � d(y) � 5. �� d(x) � 5, 	� (R2), x, y ��

13
5 
 v, ��

w′(v) � −4 + 2 × 13
5

=
6
5
.

�� d(x) = 4, 	� (R2),

w′(v) � −4 +
8
5

+
13
5

=
1
5
.

�� d(x) = 3, 	��
 2.1 � (R2) ��, d(y) � 7 �

w′(v) � −4 +
4
7

+
25
7

=
1
7
.

��,��������� x ∈ V (G),� w′(x) > 0,����� x ∈ F (G),� w′(x) � 0.

��, (I) � (II) ��. ��.

� 3 �� M � 7 � g(G) � 9, 	 |C| = K = �M
2 � + 1 � 5.
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��: ���	������

��� A, �

�� 3.1 ��� 2-� x ���� v � u ��� d(v) � d(u). �� 2 � d(v) � 3, 	

�d(u)−1
2 � + d(v) � 5.

�� 3.1 ��� 2-� x ���� v � u ��� d(v) � d(u).

(1) �� d(v) = 2, 	 d(u) � 7.

(2) �� d(v) = 3, 	 d(u) � 5.


�� (∗) � k = 9. 
���	���� w: �� v ∈ V (G), 	 w(v) = 7d(v) − 18; �

� f ∈ F (G), 	 w(f) = 2d(f) − 18.

�


	��:

(R3) � v ������ 3 ��, u ���� v �� 2-�.

�� d(v) � 7, 	 v 
 u ��� 61
14 ;

�� d(v) = 6, 	 v 
 u ��� 47
12 ;

�� d(v) = 5, 	 v 
 u ��� 33
10 ;

�� d(v) = 4, 	 v 
 u ��� 19
8 ;

�� d(v) = 3, 	 v 
 u ��� 5
6 .

� w′ ��

��	�����. ��������� x ∈ V (G)∪F (G)� w′(x) � 0,

����� x∗ ∈ V (G) ∪ F (G), 
� w′(x∗) > 0.

� f ∈ F (G). �� g(G) � 9, �� d(f) � 9, 	 w′(f) = w(f) = 2d(f) − 18 � 0.

� v ∈ V (G), 	 d(v) � 2. �� d(v) � 7, 	� (R3),

w′(v) = w(v) − 61
14

n2(v) � 7d(v) − 18 − 61
14

d(v) =
37
14

d(v) − 18 � 37
14

× 7 − 18 =
1
2
.

�� d(v) = 6, 	� (R3),

w′(v) � 24 − 47
12

× 6 =
1
2
.

�� d(v) = 5, 	� (R3),

w′(v) � 17 − 33
10

× 5 =
1
2
.

�� d(v) = 4, 	� (R3),

w′(v) � 10 − 19
8

× 4 =
1
2
.

�� d(v) = 3, 	� (R3),

w′(v) � 3 − 5
6
× 3 =

1
2
.

�� d(v) = 2,	 w(v) = 7d(v)− 18 = −4. � x� y � v ������ d(x) � d(y). �

� d(y) � 7, 	� (R3), y 
 61
14 
 v. ��,

w′(v) � −4 +
61
14

=
5
14

.

�� d(v) � 6. ��
 3.1, d(x) � 3. �� d(x) � 4, � (R3), x � y ��
 19
8 
 v, �

�

w′(v) � −4 + 2 × 19
8

=
3
4
.

�� d(x) = 3, ��
 3.1, d(y) � 5, ��

w′(v) � −4 +
33
10

+
5
6

=
2
15

.
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���� A �: �� � 38 � � 12 �

��.

� 4 �� M � 5 � g(G) � 10.

������, |C| = K = �M
2 � + 1 � 4. �� M � 7, 	�� 3 ��������. �

��� 5 � M � 6, � |C| = 4 � Δ(G) � 6.

�� A �	������ 4.1:

�� 4.1 � xuvy ������� d(u) = d(v) = 2, 	 d(x) � 5, d(y) � 5.

�� 4.2 
�� 3-� u ��� 3 � 2-�, 	�� 2-���������� 4 ��.

�� �������. � u�� 3 �

2-� x, y, z, � x′, y′, z′ ��� x, y, z ���

� u ���. ��� 4.1, x′, y′, z′ ����

�� 3.

�� d(x′) = 3. � s1 � s2 � x′ ���

� x���,�� 1��. 
H = G−x,	H

��� NC-���� Δ(G) � Δ(H) � M �

g(H) � g(G) � 10. � G����, H���

�� K-�� c	����� C = {1, 2, 3, 4}.
��������:

�� 1 c(u) = c(x′).

�

�

�

�

�

�

�

���� ��

�� ��

s2s1

x′

x

u

y z
y′

z′

� 1 �� 4.2 ����

�� c(s1) = c(s2), ��� C \ {c(u), c(s1)} �� y � z ����
 1 ����� x. �

� c(s1) 	= c(s2), 	���� c(u), c(y), c(z) ���� x. �� |C| = 4, �	���	���

�.

�� 2 c(u) 	= c(x′).

�������� a ∈ C \ {c(u), c(x′)} ��� s1 � s2 ��
 1 �, ����� y �

z ��
��, 	
 x � a. �	, �����, �� c(x′) = 1, c(u) = 2, c(s1) = c(s2) = 3,

c(y) = c(z) = 4. ��, 
 x � 2. �	, �� c(y′) = c(z′) = 1, 
 u � 3; �	, 
 u � 1.

���������, ���

�
 G ����� K-��. ��

G �	���. ��, d(x′) � 4. �

���, d(y′) � 4, d(z′) � 4. ��

��.

�� 4.3 ������

u1u2 · · ·u5 � v1v2v3, 
� d(u1) =

d(u3) = d(v2) = 3, d(u2) = d(u4) =

2, � u3 � v2 ��.

�

�

�

� � � �

���

���
���

���
�

���
����

�

w1

w2
u1 u2 u3 u4 u5

v3v2v1

� 2 �� 4.3 �����

�� �� G �	�	���,�� 2��. � H = G− u2. 	 H ��� NC-���

� Δ(H) � Δ(G) � g(H) � g(G) � 10. � G ����, H ����� K-�� c 	���

�� C = {1, 2, 3, 4}. �����, ��������:

�� 1 c(u4) 	= c(v2).
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��: ���	������

� w1 � w2 (	= u2) � u1 ���. �� c(u1) 	= c(u3), ��� C \ {c(u1), c(u3), c(w1)}
����� u2. �� c(u1) = c(u3), 	� C \ {c(u1), c(w1), c(w2)} ����� u2.

�� 2 c(u4) = c(v2) = 1.

�� c(u1) = c(u3), ��� C \ {1, c(u1), c(w1)} ����� u2. �� c(u1) 	= c(u3), �

c(u1) = 2, c(u3) = 3. �� 4 ��� {c(w1), c(w2)} ����
 1 �, 	
 u2 � 4. ��, �

� c(w1) = c(w2) = 4. ���
������ a ∈ {2, 4} ��� {c(v1), c(v3), c(u5)} ���
�
 1 �. ��
 u2 � 3, �	
� u3 � a. ����.


�� (∗)� k = 10. 
���	���� w: �� v ∈ V (G), 	 w(v) = 8d(v)− 20;�

� f ∈ F (G), 	 w(f) = 2d(f) − 20.

�


	��:

(R4.1) �������� 6 ��
 55
12 
�� 2-�.

(R4.2) ��� 5-�
 4 
�� 2-�.

(R4.3) ��� 4-�
 23
8 
�� 2-�.

(R4.4) � 3-� v � 2-� u ��. �� u ���� 3-�, 	 v 
 u � 2; �	, v 
 u �
4
3 .

� w′ ��

��	�����. ���� w′ �� (I) � (II).

� f ∈ F (G). �� g(G) � 10, �� d(f) � 10. �� d(f) = 10,	 w′(f) = w(f) = 0. �

� d(f) � 11, 	 w′(f) = w(f) = 2d(f) − 20 � 2.

� v ∈ V (G). �� δ(G) � 2, �� d(v) � 2. �� d(v) � 6, 	� (R4.1),

w′(v) � w(v) − 55
12

d(v) = 8d(v) − 20 − 55
12

d(v) =
41
12

d(v) − 20 � 1
2
.

�� d(v) = 5, 	� (R4.2),

w′(v) � w(v) − 4 × 5 = 8d(v) − 20 − 20 = 0.

�� d(v) = 4, 	� (R4.3),

w′(v) � w(v) − 4 × 23
8

=
1
2
.

�� d(v) = 3, 	 w(v) = 8d(v) − 20 = 4. �� v ����� 2-���, 	� (R4.4),

w′(v) � 4 − 2 − 2 = 0. �	, n2(v) = 3, 	��� 4.2, ��� 2-��������� 4 ��

��. ��� (R4.4),

w′(v) � 4 − 3 × 4
3

= 0.

�� d(v) = 2,	 w(v) = 8d(v)− 20 = −4. � x� y � v ������ d(x) � d(y). �

� d(y) � 6, 	� (R4.1),

w′(v) � −4 +
55
12

=
7
12

.

�� d(y) = 5, 	� (R4.2),

w′(v) � −4 + 4 = 0.

�� d(y) = 4, 	��� 4.1, d(x) � 3, ���


	��,

w′(v) � −4 +
23
8

+
4
3

=
5
24

.

�� d(y) = 3, 	 d(x) = 3, � (R4.4), w′(v) = −4 + 2 + 2 = 0.
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���� A �: �� � 38 � � 12 �


������ w′ ���� (I).

�� w′ ����� (II), 
���, ����� x ∈ V (G) ∪ F (G), � w′(x) = 0. ��

��
�, ��� f ∈ F (G), � d(f) = 10; ��� v ∈ V (G), � d(v) ∈ {2, 3, 5},�����
5-�� 5 ��
 I 2-���, �����.

�� G �	�� 3-� v � v1, v2, v3 ��, 
� d(v1) � d(v2) � d(v3). ����� 5-�

����, �� d(v3) � 3. �� d(v3) = 2, 	��� 4.2, v3 ���� v ������� 5.

	� (R4.2) � (R4.4),

w′(v3) � −4 +
4
3

+ 4 =
4
3
,

�����
 d(v3) = 3. �� d(v2) = 3, 	 n2(v) � 1 �� (R4.4), w′(v) � 4 − 2 = 2. �

� d(v1) = d(v2) = 2. � x 	= v � v1 �� 2 ���. ��� 4.1 � 4.3, d(x) 	= 2, 3, ��

d(x) = 5. � (R4.2) � (R4.3), w′(v1) � −4 + 4
3 + 4 = 4

3 . ���
������� G ��	

3-�.

�� G �	� f = [v1v2 · · · v10]. ��� 4.1, G ��	 3 �	���� 2-�, ��
�

�� f �
���� v1, 
� d(v1) = 5. ��, ����� i = 2, 3, 9, 10,� d(vi) = 2; ��

j = 4, 8, � d(vj) = 5. �� v4 � v8 ��� 5 ��
 I 2-�, ������� k = 5, 6, 7, �

d(vk) = 2, ���� 4.1 �����, w′ �� (II). ��.

� 5 �� M � 3 � g(G) � 13.


�, |C| = K = �M
2 � + 1 � 3. �� M � 5, 	�� 4 ��������. ����

3 � M � 4, � |C| = 3 � Δ(G) � 4.

�� 5.1 ����� 2-���� 2-���.

�� �� G �	�� 2-� v ��� 2-� x � y ��. � x′ � x ���� v ��

�. � G ����, G− v ����� 3-�� v. �� c(x) 	= c(y), � C \ {c(x), c(y)} ���
�� v. �� c(x) = c(y), 	� C \ {c(x), c(x′)} ����� v. �	���	 c ��

�

� G. ��! ����.

�� 5.2 ������ x1x2 · · ·x6 � u1u2 · · ·u7, 
� d(x2) = d(x4) = d(x5) =

d(u2) = d(u3) = d(u5) = d(u6) = 2, d(x3) = d(u4) = 3, �� x3 � u4 ��.

�� �� G�	��	���, �� 3 ��. � H = G− u3, 	 H ��� NC-��

�� Δ(H) � Δ(G) � 4 � g(H) � g(G) � 13. � G ����, H ����� 3-�� c 	�

���� C = {1, 2, 3}. �����, ��������:

� � � � � �

�������

���
� ���

�

���
����

�

x1 x2 x3 x4 x5 x6

u7u6u5u4u3u2u1

� 3 �� 5.2 �����

�� 1 c(x3) 	= c(u5).
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��: ���	������

�� c(u2) = c(u4), ��� C \ {c(u1), c(u2)} ����� u3. �� c(u2) 	= c(u4), ��

� C \ {c(u2), c(u4)} ����� u3.

�� 2 c(x3) = c(u5) = 1.

�����, �� c(u4) = 2.

��� 2.1 c(u6) = 2.

�� c(u2) ∈ {1, 2},	
 u3 � 3. �� c(u2) = 3, 	
� u5 � 3, �	
 u3 � 1.

��� 2.2 c(u6) = 3.

�� c(u2) ∈ {1, 2},
 u3 � 3. �� c(u2) = 3. ���������:

(2.2a) c(x2) 	= c(x4).

�� c(u1) = 1 � c(u7) = 1, 
� u4 � 3, u5 � 2, �	
 u3 � 2. �	, 
� u4 � 3,

�	
 u3 � 2.

(2.2b) c(x2) = c(x4).

� c �
�, c(x2) = c(x4) = 3. ��, �� c(x5) = 1. �� c(u1) = 1 � c(u7) = 1, 
�

x4 � 2, u4 � 3,u5 � 2,�	
 u3 � 2. �� c(u1) = c(u7) = 2, 
� x4 � 2, u4 � 3,�	


 u3 � 2. ���, �� c(x5) = 2. �� c(u1) = 2 � c(u7) = 2, 
� x4 � 1, x3 � 2, u4

� 3,�	
 u3 � 1. �� c(u1) = c(u7) = 1,
� x4 � 1, x3 � 2, u4 � 3,�	
 u3 � 2.

�	��
� G ����� 3-��, �� G �	���! ����.

�� 5.3 ����� 3-������
 I 2-��������
 II 2-�.

�� �� G�	 v4 �����
 I 2-� v3 ����
 II 2-� v5 � v7. � v2, v6, v8

��� v3, v5, v7 ��� v4 ���. � v1 � v2 ���� v3 ���. � z1 � z2 � v6 ��

�� v5 ���. � y1 � y2 � v8 ���� v7 ���. �� 4 ��.

� � ���

�

�

�

�

�

�

�

����

v4

v3

v2

v1

v7 v8v5v6

y1

y2

z1

z2

� 4 �� 5.3 �����

� G ����, G − v3 ����� 3-�� c 	����� C = {1, 2, 3}. �� v2 � v4

������, � c(v2) = c(v4) = 1. �� c(v1) = 2. �� v5 � v3 ������� 3, 	�

�
 v3 � 3. �� c(v5) = c(v7) = 3, 
 v3 � 2.

�� v2 � v4 ������, � c(v4) = 1, c(v2) = 2. �� v5 � v3 ������� 3,

	
 v3 � 3. �� c(v5) = c(v7) = 3. �� v6 � v8 ������� 2, ��
 v3 � 1, �	


� v4 � 2. �� c(v6) = c(v8) = 2. ��, y1 � y2 ������ 1, �� z1 � z2 ���

��� 1. �� v1 ���, ��������:

�� c(v1) = 3. �� 3 � y1, y2, z1, z2 ����
��, ��
 v3 � 1, 
� v4 � 2.

�	, {c(y1), c(y2)} = {c(z1), c(z2)} = {1, 3},� (�
�) v4 � 2, v3 � v7 � 1.
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�� c(v1) = 1. �� 3 ∈ c(z1), c(z2), 	
 v3 � 3, �	
� v5 � 1, v4 � 2. ��

3 ∈ c(z1), c(z2), 	
���. �� c(y1) = c(y2) = c(z1) = c(z2) = 1, 	� v3 � 1, �	
�

v4 � 2.

�	��
 G ����� 3-��, �� G �	���, ����.

�� 5.4 ����� 3-����� 2-��������
 I 2-�.

�� �� G�	 u4 ���� 2-� u8 ����
 I 2-� u3 � u5. � u2, u6, u9 ��

� u3, u5, u8 ��� u4 ���. � u1 � u2 ���� u3 ���. � u7 � u6 ���� u5

���. �� 5 ��.

� G ����, G− u3 ����� 3-�� c	����� C = {1, 2, 3}. ������
��:

�� 1 c(u8) 	= c(u5).

�� c(u2) = c(u4), 	� C \ {c(u1), c(u2)} ���� u3. �� c(u2) 	= c(u4), 	�

C \ {c(u2), c(u4)} ���� u3.

�� 2 c(u8) = c(u5) = 1.

�����, �� c(u4) = 2.

��� 2.1 c(u6) = 2.

�� c(u2) ∈ {1, 2},	
 u3 � 3. �� c(u2) = 3, 	
� u5 � 3, �	
 u3 � 1.

� � ���� �

�

�

��
��

��
��

����

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7

u8

u9

� 5 �� 5.4 �����

��� 2.2 c(u6) = 3.

�� c(u2) ∈ {1, 2}, 	
 u3 � 3. �� c(u2) = 3. �� c(u1) = 1 � c(u7) = 1, 	
�

u5 � 2,u4 � 3, �	
 u3 � 2. �� c(u1) = c(u7) = 2, 	
� u5 � 2,u4 � 3, �	
 u3

� 1. ����.


�� (∗) � k = 13. 
���	���� w: �� v ∈ V (G), 	 w(v) = 11d(v) − 26;

�� f ∈ F (G), 	 w(f) = 2d(f) − 26. � n∗
2(v) ��� v ����
 I 2-����.

�


	��:

(R5.1) ��� 4-�
 13
3 
����� 2-�.

(R5.2) � v ��� 3-�.

�� n∗
2(v) = 2, 	 v 
 65

16 
����
 I 2-�;

�� n∗
2(v) � 1,	 v 
 17

4 
�	����
 I 2-�, 9
4 
����
 II 2-�, 5

4 
��

��� n∗
2(u) = 2 � 3-� u.

� w′ ��

��	�����.
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��: ���	������

� f ∈ F (G), 	 d(f) � 13 � w′(f) = w(f) = 2d(f) − 26 � 0.

� v ∈ V (G), 	 2 � d(v) � 4. �� d(v) = 4,	 w(v) = 18� v ��� 4� 2-�� 3-�

��. ��, � (R5.1),

w′(v) � 18 − 4 × 13
3

=
2
3
.

�� d(v) = 3, 	 w(v) = 11d(v) − 26 = 33 − 26 = 7. � x, y, z � v ������

d(x) � d(y) � d(z). ��� 5.4, x, y, z ��������
 I 2-�. ���� 3 ���:

(a) n∗
2(v) = 2. �����,�� x � y �� v ����
 I 2-�. ��� 5.4, d(z) � 3.

�� d(z) = 4, 	� (R5.1), z 
 13
3 
 v. ��� (R5.2),

w′(v) � 7 +
13
3

− 2 × 65
16

=
77
24

.

�� d(z) = 3, 	��� 5.2 � (R5.2), n∗
2(z) � 1 � z 
 5

4 
 v. ��

w′(v) � 7 +
5
4
− 2 × 65

16
=

1
8
.

(b) n∗
2(v) = 1. �� x ���� v ����
 I 2-�. �� y � z ����
 II 2-�,

	� (R5.2),

w′(v) � 7 − 17
4

− 2 × 5
4

=
1
4
.

�	, �� y ��
 II 2-�. ��� 5.2 � 5.3, z ����
 II 2-�, 
���� n∗
2(z) = 2

� 3-�. � (R5.2), v 
 17
4 
 x, 9

4 
 y, ��

w′(v) = 7 − 17
4

− 9
4

=
1
2
.

(c) n∗
2(v) = 0. � (R5.2), v ��
 9

4 
�������, ��

w′(v) � 7 − 3 × 9
4

=
1
4
.

�� d(v) = 2, 	 w(v) = −4. ��� 5.1, v ��������� 2 ����. �� v

��� 4-���, 	� (R5.1),

w′(v) � −4 +
13
3

=
1
3
.

�� v ��� 3-���, � v ��
 II, 	

w′(v) � −4 +
9
4

+
9
4

=
1
2
.

�� v ��� 3-���� 2-���, � v ��
 I, 	� (R5.2), 3-�
 17
4 
 v, ��,

w′(v) � −4 +
17
4

=
1
4
.

�	���������� v ∈ V (G), � w′(v) > 0;��� f ∈ F (G), � w′(f) � 0,�

w′ �� (I) � (II). ��.

����
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