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摘要 本文利用计算机代数系统,通过对三进制 Loop细分算法的细分矩阵和特征映射的构造与分析,

证明 Loop 给出的掩模设计能够保证细分曲面在奇异点是 C1 连续的, 还给出细分矩阵的次优势特征

值的一个取值范围,在此范围内利用三进制 Loop细分算法生成的细分曲面都是 C1 连续的. 最后给出

一种三进制 Loop 细分算法的新的边点掩模设计方法, 在保证细分曲面是 C1 连续的前提下, 比 Loop

给出的计算公式更简单, 细分算法在奇异点附近收敛更快.

关键词 曲面细分 三进制 细分矩阵 特征映射

MSC (2010) 主题分类 65D10, 65D15, 65D17, 65D18

1 引言

曲面细分的基本思想是, 对给定的初始网格, 在不改变拓扑结构的前提下, 按一定的计算规则不

断加密, 当计算规则满足某些条件 (线性的、仿射不变的、局部紧支撑的和静态的等) 时, 无限次加密

的网格将收敛到一个连续的几何图形.

下面介绍一些基本概念:

(1)掩模 (mask): 掩模也称为面具,表示在细分过程中利用旧点生成新点的计算规则.这种计算规

则给出了利用旧点的组合来生成新点的计算方法. 一般地, 掩模可以利用计算公式给出, 也可以直接

给出公式的系数并在图形中的对应顶点处标示相应的系数. 掩模的系数表示了相应的旧点对生成的新

点的贡献.

(2) 价 (valence): 若一个顶点有 n 条边与它相连, 则称这个顶点的价为 n.

(3) 规则点 (regular vertices): 对三角形网格, 规则顶点的价为 6, 规则边界点价为 4; 对四边形网

格, 规则顶点价为 4, 规则边界点价为 3.

(4) 奇异点 (extraordinary vertices): 除规则点外的其他顶点.

目前常用的曲面细分算法包括基于四边形网格的 Catmull-Clark算法 [1] 和 Doo-Sabin算法 [2]、基

于三角形网格的 Loop 算法 [3] 等. 细分算法生成的细分曲面在规则点处, 继承了样条曲面的连续性,

例如, Doo-Sabin 细分曲面是 C1 连续的, Catmull-Clark 细分曲面和 Loop 细分曲面是 C2 连续的.
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由于实际应用中遇到的剖分网格很多为三角形网格, 所以, Loop 细分算法是很常用的方法. 图 1

给出了修正的二进制 Loop 细分算法在规则顶点和边点的掩模, 这里对价为 n ̸= 6 的奇异点在计算新

顶点时, 旧顶点的掩模系数为

αn =

(
3

8
+

1

4
cos

2π

n

)2

+
3

8
,

旧顶点周围一层环上每个点的掩模系数为 1−αn

n . 图 2 给出了对初始网格采用修正的二进制 Loop 细

分算法 3 次的结果.

对二进制的 Loop细分算法, Reif [4] 和 Umlauf [5] 证明了细分曲面在奇异点处是 C1 连续的. 进一

步的分析表明,二进制的 Loop细分算法在奇异点的曲率可能无界. 为避免曲率无界,同时保证细分权

的非负性、凸包性和两层环支集性, Loop [6] 提出了一种三进制曲面细分算法, 将细分矩阵的最大的 6

个特征值按递减顺序设计为 1, λ, λ, λ2, λ2, λ2, 其余特征值是非负的, 并给出了掩模系数的计算方法.

图 3 给出了三进制 Loop 细分算法在规则点的掩模. 图 4 给出了三进制 Loop 细分算法在奇异点的掩

模, 图中虚线为细分 1 次后新生成的网格. 为了保证凸包性, 要求其中的 β = 1 −
∑n−1

k=0 γk, 同时可以

看出, 三进制 Loop 细分算法的掩模系数的自由度为 n+ 1.
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图 1 修正的二进制 Loop 细分算法在规则顶点和边点的掩模. (a) 规则顶点掩模, (b) 边点掩模

(a) (b)

(c) (d)

图 2 采用修正的二进制 Loop 细分 3 次的结果. (a) 初始网格, (b) 细分 1 次结果, (c) 细分 2 次结果, (d) 细

分 3 次结果
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图 3 三进制 Loop 细分算法在规则点的掩模. (b) 规则顶点掩模, (c) 规则边点掩模, (d) 面点掩模
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图 4 三进制 Loop 细分算法在奇异点的掩模. (a) 奇异顶点掩模, (b) 奇异边点掩模, (c) 面点掩模

设 λ1 是细分矩阵的次优势特征值. Loop给出的结论为在实际应用中,对 n > 4,令 α = 5
9 , λ1 = 1

3

会得到性质很好的曲面; 当 n = 3 时, 选择 λ1 = 1
9 来避免形状缺陷. 采用这些值, 细分掩模是非负的.

图 5 给出了应用这些数值的三进制细分的例子.

需要说明的是, Loop 没有分析三进制细分算法的特征映射, 仅推测存在 λ1 的某个取值范围, 以

保证特征映射是正则的和单射的. 换言之, Loop 并没有证明所给出的三进制细分算法是 C1 连续的,

也没有给出 λ1 的取值范围.

我们从三进制 Loop 细分算法出发, 利用计算机代数系统 Mathematica 8.0 对算法的细分矩阵和

特征映射进行构造和分析, 证明了三进制 Loop 细分算法是 C1 连续的, 并给出了 λ1 的取值范围.

(a) (c)(b)

图 5 初始网格和 2 步三进制细分结果
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2 三进制 Loop 细分矩阵及特征映射构造

因为经过一步细分, 奇异点被分离开, 所以, 我们可以将分析限制在某个带有一个奇异点的网格

上, 记此网格为 C0, 奇异点周围是规则点的 r 层环 (三进制 Loop 细分算法要求 r = 4). 图 6 给出了

网格 C0 的一个例子.

设奇异点的价为 n, 在第 m 步细分时, 从网格 Cm−1 生成 Cm (m > 1). 记 rm 为第 m 步细分时

生成的非规则部分的曲面环, 则 rm 可以用 Cm 的子集 Dm ⊂ Cm (Dm 为奇异点及其周围的 4 层顶点

环) 和 4 次 Box 样条基函数组 {Nk} 在公共定义域 Ω × Zn 上参数化. 若 d0m, . . . , dKm 表示 Dm 的顶

点, 则

rm : Ω× Zn → R3,

(u, v, j) 7→ rjm(u, v) =
K∑

k=0

Nk(u, v, j)dkm =: N(u, v, j)dm,

其中

Ω = {(u, v) | u, v > 0, 1 6 u+ v 6 3},

见图 7, 指标 j = 0, 1, . . . , n− 1.

因为所有的 Dm 的顶点个数相同, 所以, 细分算法可以用细分矩阵 A (方阵) 来描述, 即

dm = Adm−1.

令 λ0, . . . , λK 表示 A 的所有特征值, 代数重数多重的算多个, 且按模有

|λ0| > |λ1| > |λ2| > · · · > |λK |,

相应的特征向量记为 v0, . . . , vK .

若 |λ0| > |λ1| = |λ2| > |λ3|, 则由特征向量 v1 和 v2 张成的网格 [v1, v2] 所定义的二维曲面

x(u, v, j) := N(u, v, j)[v1, v2] : Ω× Zn → R2

称为细分算法的特征映射 [4], 这里 x 可以看作由 n 段 xj(u, v) := x(u, v, j) 组成. 图 8 给出了三进制

Loop 细分算法的特征映射的一个例子.

图 6 初始网格 C0, 带一个价为 5 的奇异点, 围绕 4 层规则点的环
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图 7 Ω∆ 的定义域 图 8 三进制 Loop 细分算法的特征映射 (n = 5)

定理 1 [4] 设 λ 是一个 2 重实特征值, 若特征映射是正则的和单射的, 且 λ0 = 1 > |λ| > |λ3|, 则
对几乎所有的初始控制网格 C0, 细分曲面是 C1 连续的.

下面还要用到细分算法的两个性质:

(1) 称一个细分算法是对称的, 若它关于标号 dm 在平移和反射下是不变的. 显然, 在规则六边形

支集上基于 Box 样条的细分算法是对称的.

此性质说明细分矩阵 A 关于块 Aj , j = 0, . . . , n− 1 具有循环结构, 所以, A 酉相似于一个分块对

角阵 Â. Â 的对角块由 Aj 通过离散 Fourier 变换得到

Âj =
n−1∑
k=0

ω−jk
n Ak, j = 0, . . . , n− 1,

其中 ωn = exp(2πn i)表示 n次单位根, i =
√
−1. 这意味着,若 v̂ 是 Âj 关于特征值 µ的特征向量,则 µ

也是 A 的一个特征值, 相应的特征向量为

v = [ω0
nv̂, ω

−j
n v̂, . . . , ω−j(n−1)

n v̂]T. (2.1)

引理 1 [8] 一个对称细分算法的特征映射是单射的必要条件是细分矩阵的次优势特征值是 Âj 的

一个特征值, j = 1, n− 1.

(2) 称一个细分算法具有正规化的特征映射, 若 x0(e1 + e2) = (p, 0), 其中 e1 和 e2 分别为 u 和 v

方向的单位向量, p > 0, 见图 7.

上述两个性质说明, 特征映射 x 在旋转和反射下是对称的 [7]. 这允许我们将对特征映射的分析限

制在其一部分 x0 上.

定理 2 [8] 令 x0 = [x, y] 且用 x0
v := [xv, yv] 表示 x0 关于 v 的偏导数. 若一个对称细分算法的正

规化的特征映射 x 满足按分量 x0
v(u, v) > 0, 对所有 (u, v) ∈ Ω, 则特征映射 x 是正则的和单射的.

实际计算时, 我们在定理 2中用 x0 的三角 Bézier曲面片, 这样对所有 (u, v) ∈ Ω,证明 x0
v 按分量

为正就化简为证明其 Bézier 控制顶点按分量为正.

推论 1 [5] 若 x0
v 的所有 Bézier 控制顶点按分量是正的, 则三角形网格的一个对称细分算法的正

规化的特征映射 x 是正则的和单射的.
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3 对三进制 Loop 细分算法的分析

以下分析和证明中涉及的符号计算和数值计算都利用计算机代数系统 Mathematica 8.0 得到.

在三进制 Loop 细分算法中, 利用细分矩阵 A 从 10n+ 1 个旧顶点构成的列向量生成 10n+ 1 个

新顶点. 由文献 [5], 我们复制中心奇异顶点 n次来得到一个 11n× 11n的具有分块循环结构的细分矩

阵 A,

A =



A0 A1 · · · An−1

An−1 A0 · · · An−2

...
...

. . .
...

A1 · · · An−1 A0


∈ R11n×11n.

A 有 n 个 11 × 11 的子阵 Ak. 顶点标号见图 9, 其中顶点 1, 2, . . . , 11 为 x0 中的顶点, 其余依此类推.

用离散 Fourier 变换 (DFT) 得到与 A 酉相似的分块对角矩阵 Â, 其对角块为

Â0 =



α 1− α 0 0

β 1− β 0 0

20/81 56/81 1/81 4/81

8/27 2/3 0 1/27

2/27 19/27 2/27 8/81

10/81 58/81 2/81 11/81 O

10/81 58/81 2/81 11/81

1/81 40/81 20/81 20/81

2/81 47/81 10/81 22/81

1/27 16/27 2/27 8/27

2/81 47/81 10/81 22/81



,

其中 O 为 11× 7 阶零矩阵.

1 = 12 = 23 = ··· 
= 11n−10

11n−1
11n

8

11

10

9

7

3
5

6

4

2

图 9 顶点的标号
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Âj =



0 0 0 0

0 λj 0 0

0 4/9 + 20(ω−j
n + ωj

n)/81 1/81 2(1 + ωj
n)/81

0 8/27 + 8ω−j
n /27 + ωj

n/27 0 1/27

0 5/9 + 4(ω−j
n + ωj

n)/27 2/27 2/27 + 2ωj
n/27

0 4/9 + 20ω−j
n /81 + 2ωj

n/81 2/81 10/81 + ωj
n/81 O

0 20/81 + 4ω−j
n /9 + 2ω−2j

n /81 2ω−j
n /81 10/81 + ω−j

n /81

0 4/9 + 2ωj
n/81 20/81 10/81 + 10ωj

n/81

0 4/9 + 10ω−j
n /81 + ωj

n/81 10/81 20/81 + 2ωj
n/81

0 8/27 + 8ω−j
n /27 1/27 + ω−j

n /27 8/27

0 10/81 + 4ω−j
n /9 + ω−2j

n /81 10ω−j
n /81 20/81 + 2ω−j

n /81



,

j = 1, . . . , n− 1, 其中 λj =
∑n−1

k=0 ω
−jk
n γk, 且 Âj 的第一列全为 0.

块 Âj , j = 0, . . . , n− 1 的特征值集合给出了 A 的 11n 个特征值

{
1, α− β, λ1, . . . , λn−1,

n︷ ︸︸ ︷
1

27
, . . . ,

1

27
,

n︷ ︸︸ ︷
1

81
, . . . ,

1

81
, 0, . . . , 0

}
.

根据对称性, 有 γk = γn−k, 得到 λj = λn−j , 即 λj 可以用离散余弦变换表示为

λj =

n−1∑
k=0

γk cos
2jkπ

n
, j = 1, . . . , n− 1.

由引理 1, A 的 2 重次优势特征值一定是 Â1 的特征值

λ1 =
n−1∑
k=0

ω−k
n γk,

所以有 |λ1| = |
∑n−1

k=0 γk cos
2kπ
n | < 1, |λ1| > α− β, |λ1| > |λj | = |

∑n−1
k=0 γk cos

2jkπ
n |, j = 2, . . . , n− 2. 上

述条件为特征映射 x 是单射的必要条件.

根据定理 1,为证明三进制 Loop细分曲面是 C1 连续的,还需要证明相应的特征映射 x是正则的

和单射的.

设 Â1相应于特征值 λ1的 11阶复特征向量为 v̂ = v̂1−v̂2i,则 v̂1和 v̂2分别为 Â1相应于特征值 λ1

的线性无关的实特征向量. 利用 (2.1),由 v̂1 和 v̂2 构造 A相应于特征值 λ1 的两个 11n阶特征向量 v1

和 v2, 进而得到特征映射 x 的 11n 个控制点 (实际为 10n+ 1 个, 其中奇异点 1 重复 n 次).

记 [v1, v2] = [t1, t2, . . . , t11n]
T, 利用特征映射 x 的 11n 个控制点 ti, i = 1, . . . , 11n 构造相应于 x0

的 81个 Bézier控制顶点 b̂j , j = 1, . . . , 81,这里将 e1+e2 对应的 Bézier控制顶点记为点 1,其余 Bézier

控制顶点从右向左, 从上向下依次标记, 见图 10.

在计算 Bézier 控制顶点的过程中, 采用我们称之为 “一步四进仿细分法” 来计算 x0 的 Bézier 控

制点. 图 11(a) 为基函数控制点标号,(b) 为三角形 11-21-22 中的 Bézier 控制顶点标号.
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图 10 (a) 特征映射的控制点, (b) x0 的 Bézier 控制顶点
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图 11 (a) 基函数控制点标号, (b) 三角形 11-21-22 中的 Bézier 控制顶点标号

具体方法如下:

顶点公式为

b004 =
1

2
P21 +

1

12
(P20 + P10 + P11 + P22 + P32 + P31).

边中点公式为

b022 =
1

3
(P11 + P21) +

1

6
(P10 + P22).

近顶边点公式为

b013 =
1

2
P21 +

1

6
P11 +

1

8
(P10 + P22) +

1

24
(P20 + P32).

内点公式为

b112 =
5

12
P21 +

1

4
(P11 + P22) +

1

24
(P10 + P32).
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实际计算中, 为简便计, 直接对 v̂ = v̂1 − v̂2i 计算. 这样得到的 b̂j 具有如下形式:

b̂j = b̂j,u + b̂j,vi, j = 1, . . . , 81.

将所有 b̂j 都乘以
¯̂
b1 = b̂1,u − b̂1,vi, 得到 bj = b̂j

¯̂
b1, 从而将特征映射正规化.

根据推论 1, 为证明三进制 Loop 细分算法的正规化的特征映射 x 的正则性和单射性, 我们只需

要证明 x0
v 的 Bézier 控制顶点按分量的正性.

利用 81 个正规化的 Bézier 控制顶点 bj 计算得到 49 个 x0
v 的 Bézier 控制顶点. 这些 Bézier 控制

顶点都是 λ1 和 n的函数. 需要说明的是,这些 Bézier控制顶点作为 λ1 和 n的函数,其表达式非常冗

长和繁琐,我们当然可以将其一一列出,并利用求二元函数极小值的方法来证明,但是从实用和经济的

角度出发, 关于分量的正性的讨论可以采用数值方法来完成. 因为在实际应用中, 遇到的 n 不会很大,

所以限定 3 6 n 6 20 讨论. 具体方法是对每个 n, 3 6 n 6 20, 利用计算机代数系统 Mathematica 8.0

计算这些 Bézier 控制顶点的分量的极小值, 当极小值大于零时, 即证明了这些分量的正性.

需要注意的是, 上述讨论中没有出现 α, 而在规则点处 α = 5
9 , 因此取 α = 5

9 是自然的.

(1) 首先讨论 Loop 给出的掩模设计方案

Loop [6] 给出了一种利用 Chebyshev 多项式来计算三进制细分公式的掩模系数 γi 的方法.

对于规则点 (n = 6) 情形给出

γ0 =
20

81
, γ1 = γ5 =

10

81
, γ2 = γ4 =

2

81
, γ3 =

1

81
, β = 1−

5∑
k=0

γk =
4

9
, α =

5

9
.

利用上述掩模系数得到细分矩阵的部分特征值如下:

λ = (λ0, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) =

(
5

9
,
1

3
,
1

9
,
1

27
,
1

9
,
1

3

)
.

对于一般的自然数 n > 3, 给出特征值 λj 的更一般的取法如下:

λj =



1− β, j = 0,

µj , j = 1, 2, 3,

µn−j , j = n− 3, n− 2, n− 1,

0, 其他,

(3.1)

其中

α =
5

9
, β = α− µ2, µ =


1

3
, n > 4,

1

9
, n = 3,

此时, γk 由下式确定,

γk =
1

n

n−1∑
j=0

λj cos
2jkπ

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (3.2)

根据前面的讨论, 当 λ1 = 1
3 时, 计算结果为对 3 6 n 6 20, x0

v 的 Bézier 控制顶点按分量都是正

的, 此时, 三进制 Loop 细分曲面是 C1 连续的, 并且曲率有界.

当 n = 3 时, 若取 λ1 = 1
9 , 此时, 计算 x0

v 的 Bézier 控制顶点按分量都是非负的, 但其中会出现一

些分量为零的情形. 因为我们是基于特征映射是正则和单射的充分条件来讨论的, 所以, 此时不能否
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定 Loop 的选择. 而当取 λ1 > 1
9 时, 所有 x0

v 的 Bézier 控制顶点按分量是正的, 我们估计对于目前的

充分条件而言, 1
9 是 λ1 的一个下界. 所以, 我们建议对 λ1 在 (1/9, 1/3] 之间取值, 如取 λ1 = 1

6 , 则对

3 6 n 6 20,都有 x0
v 的 Bézier控制顶点按分量是正的,即细分曲面是 C1 连续的. 进一步,当取 λ1 = 1

3

时, 三进制 Loop 细分曲面不仅是 C1 连续的, 而且是曲率有界的.

(2) 其次给出 λ1 = µ 的取值范围

定理 3 设三进制 Loop 细分算法的细分矩阵的 2 重次优势特征值为

λ1 =
n−1∑
k=0

ω−k
n γk =

n−1∑
k=0

γk cos
2kπ

n
,

则当 4 6 n 6 20 且 λ1 ∈ [1/9, 1/2] 时, 对几乎所有的初始控制网格, 细分曲面是 C1 连续的; 当 n = 3

时, λ1 应在 (1/9, 1/2] 的范围内取值. 若还要求细分曲面是曲率有界的, 则应取 λ1 = 1/3.

将 λ1 限定在 [1/9, 1/2]之间, 此时对 4 6 n 6 20, 对所有 x0
v 的 Bézier点 b0v,k 按分量取最小值,通

过计算机代数系统进行符号计算判断 b0v,k 按分量都是正的, 因此, 这时三进制 Loop 细分曲面都是 C1

连续的. 因为

λ1 =

n−1∑
k=0

ω−k
n γk =

n−1∑
k=0

γk cos
2kπ

n
, γ0 6 β, n > 3,

有

|λ1| =
∣∣∣∣ n−1∑
k=0

γk cos
2kπ

n

∣∣∣∣ 6 γ0 +
1

2

n−1∑
k=1

γk =
1

2
γ0 +

1− β

2
=

1− β + γ0
2

6 1

2
,

所以, λ1 的值不会大于 1/2. 因此, 定理中的 λ1 的上界是最优的.

当 n = 3 时, 取 λ1 ∈ [1.000001/9, 1/2], 对所有 x0
v 的 Bézier 点 b0v,k 按分量取最小值, 通过计算机

代数系统进行符号计算判断 b0v,k 按分量都是正的, 因此, 这时三进制 Loop 细分曲面都是 C1 连续的.

结合上面对 n = 3 时 Loop 的选择的讨论, 此时, λ1 应在大于 1/9 的范围内取值.

关于 λ1 的更精确的下界, 需要更深入的分析. 注意到规则情况 (n = 6) 时 λ1 = 1/3, 所以建议 λ1

取得靠近 1/3, 以保证细分曲面都是 C1 连续的.

关于曲率有界的情况, 在上面的 (1) 中已经讨论.

4 一种三进制 Loop 细分算法边点的掩模计算公式

上面给出了细分矩阵 A 的次优势特征值 λ1 的取值范围. 在实际计算时, 还要确定边点的掩模系

数 γi, i = 0, . . . , n− 1. 对 n > 4, 我们给出一种掩模计算公式. 参考规则情形的边点掩模系数, 定义所

谓 “边点细分特征多项式”: L(t) = 1−β
45 (20+ 20 cos t+4 cos 2t+cos 3t),参考值 β = 4/9. 利用下式计算

掩模系数 γk,

γk =
1

n

n−1∑
j=0

L

(
2jπ

n

)
cos

(
2jkπ

n

)
, k = 0, . . . , n− 1.

取参考值计算, 对 n = 4, 5, 6, 计算得到的 γk 的数值见表 1. 相应的特征值为

λj = L

(
2jπ

n

)
, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

对 n = 4, 5, 6, 计算得到的特征值见表 2.
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表 1 掩模系数 γk 的值

n γ0 γ1 γ2 γ3 γ4 γ5

6 20/81 10/81 2/81 1/81 2/81 10/81

5 0.246914 0.123457 0.0308642 0.0308642 0.123457

4 20/81 7/54 4/81 7/54

表 2 特征值 λj 的值

n λ0 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

6 5/9 1/3 1/9 1/27 1/9 1/3

5 5/9 0.273275 0.0662314 0.0662314 0.273275

4 5/9 16/81 1/27 16/81

当 n = 3 时, 我们取 µ = λ1 = λ2 = 1/3, 此时, 按照 Loop 给出的 (3.1) 和 (3.2) 计算得到相应的

掩模系数和细分矩阵的特征值,保证了细分曲面是 C1 连续的,同时还保证曲率有界. 另一种方案是取

µ = λ1 = λ2 =
√
3/9, 此时, 按照 Loop 给出的 (3.1) 和 (3.2) 计算得到相应的掩模系数和细分矩阵的

特征值, 保证了细分曲面是 C1 连续的, 同时还保证曲率有界.

我们通过计算证明了, 对 3 6 n 6 20, 掩模系数都是正的. 显然, 我们给出的掩模公式在规则点处

与三进制 Loop 细分算法的掩模是一致的, 而在奇异点处, 注意到我们得到的 λ1 小于 Loop 给出的值,

同时大于 1/9, 所以利用我们给出的掩模不仅能保证细分算法在奇异点是 C1 连续的, 而且计算更简

单, 算法在奇异点附近收敛更快.
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The analysis of C1 regularity of ternary Loop subdivision surface

ZHAO YiWu, LIANG XueZhang & LI Qiang

Abstract In this paper, by using a computer algebra system, we prove that ternary Loop subdivision scheme

can guarantee C1 regularity at the extraordinary point of the subdivision surface based on the construction and

analysis of its subdivision matrix and the characteristic maps. Besides, an interval is given for the sub-dominant
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eigenvalue of the subdivision matrix, which can guarantee that ternary Loop rules always generate C1 subdivision

surface. Finally, we propose a new edge rule. This can guarantee the C1 regularity of the subdivision surface.

And also comparing with Loop rules, this scheme has simpler form and faster convergence speed around the

extraordinary point.
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