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摘要 本文对量子蒙特卡罗方法研究石墨烯相关体系中的超导电性进行了回顾. 十多年来,理论上预测超导电

性可能出现在掺杂的石墨烯基材料中. 对于单层原始石墨烯,当填充在狄拉克点附近时,反铁磁涨落有利于自旋

单重态超导电性的形成,但量子蒙特卡罗研究发现由于系统极低的电子态密度,电子关联不足以驱动超导电性.

如果将系统掺杂到态密度发散的范霍夫奇点,则可能出现具有p + ip超导配对对称性的非常规超导电性. 然而,尽

管进行了大量的实验工作,但在单层石墨烯中仍未发现超导电性. 最近,在关于转角双层石墨烯的实验中发现了

非常规的超导电性. 紧随其后,实验上在ABC堆叠的三层石墨烯和其他系统中也发现了超导电性. 这些发现引起

了众多物理学家的关注. 本文回顾了石墨烯中超导态的独特性质,通过实验控制扭曲双层石墨烯和三层石墨烯的

超导电性,以及栅极可调关联绝缘体.简单概括了扭曲多层石墨烯中电子关联物态在最近凝聚态物理学中的研究

进展.
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1 引言

石墨烯自从在实验上被成功剥离后,在过去的十

几年里吸引了大量的研究兴趣 [1, 2]. 石墨烯只具有一

层原子,被认为是有史以来最薄的材料,因此可以将其

视为二维材料. 石墨烯由排列成六角蜂窝状结构的碳

原子组成,其中蜂窝状格子由两套不等价的原子组成;

其结构可以描述成两个相互贯穿的三角格子,该体系

的原胞由两个原子构成. 石墨烯的新特性之一是它的

低能激发是无质量的、手性的狄拉克费米子 [3, 4]. 另

一个有趣特征是可能的强电子关联效应,这会导致许

多新奇物态,其中,超导电性(SC)得到了深入研究.

实验上对魔角双层石墨烯(TBG)进行了多方面的

报道. 魔角双层石墨烯(TBG)是将Bernal堆叠的两层原

子旋转大约1.1◦的角度.旋转后产生的莫尔超晶格和层

间杂化之间的相互作用,导致形成电荷中性点(CNP)处

的孤立平坦带. 在这个平带角附近, 系统被描述为半

满填充时的关联绝缘体.当电荷载流子被引入TBG时,
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它驱使莫特绝缘态远离半满填充, 超导相出现. 这种

行为与铜氧化物高温超导材料和其他强电子关联体

系中发生的行为非常相似, TBG呈现的被认为是强电

子关联物理性质. 由于电子之间的相互作用, TBG显

示出异常的能谱特征,这已被高分辨率STM观察到 [5].

TBG中可调非常规超导电性和莫特物理学的发现激

发了对ABC三层石墨烯/六方氮化硼(hBN)超晶格的研

究.电场可以用来调整相关的绝缘体带隙 [6],这为调整

莫尔平带提供了可能性. 近期在无转角的双层和三层

石墨烯中也观测到了超导态.

本文概述如下: 在第2节中,讨论了理论上对单层

石墨烯超导配对对称性的研究.在第3节中,从实验和

理论的角度关注电子关联驱动的绝缘相和TBG中超导

电性的可能性. 在第4节中,关注三层石墨烯的电子特

性,并讨论了ABC堆叠石墨烯/hBN异质结构中莫特绝

缘态和超导态的数值结果.最后,在第5节中,进行小结

并提出了对未来研究的愿景.

2 单层石墨烯

石墨烯的化学势可以通过外电场进行调节 [3]; 因

此, 有可能通过将电荷载流子(电子或空穴)引入石墨

烯中来实现超导电性. 目前有许多理论工作对石墨烯

中超导电性的产生和超导配对对称性进行了讨论.

由于石墨烯具有蜂窝晶格的特殊结构, Neto研

究组 [7]通过平均场研究表明在掺杂石墨烯中存在扩

展s波(ES)的超导相. 另外一些研究则表明当费米能

量非常接近狄拉克点时, 配对对称性是d + id波.马天

星研究组 [8]采用行列式量子蒙特卡罗方法(DQMC)和

约束路径蒙特卡罗方法(CPMC),构建了蜂窝结构的t-

U-V哈伯德模型, 对石墨烯中的超导配对关联函数

进行了量子蒙特卡罗研究. 研究结果表明, V = 0且

接近半填充时, 与ES配对相比d + id配对占据主导地

位(图1), 这与Neto的平均场研究以及Honerkamp [9]的

弱耦合函数重整化群研究保持一致.在热力学极限下

使用cpmc方法研究超导配对时(图2),我们发现零温极

限下d + id配对仍然占据主导地位, 进而研究体系大

小对配对关联的影响时,发现d + id超导配对关联中的

长程部分减小并趋于消失(如图2中所嵌小图),这表明

在低掺杂石墨烯中的电子关联在长程极限下不足以

驱动本征的超导电性. 当最近邻相互作用项V , 0时,

无论是排斥相互作用还是吸引相互作用, 对ES超导

配对的影响很小, 但会强烈抑制d + id超导配对. 通

过与另一个超导体连接产生邻近效应,诱导出的超导

态(SC)中,主要的d + id超导配对可以体现在超导能隙

函数和Andreev电导谱的独特性质中.

研究发现,在1/4填充时的I型范霍夫奇点(VHS)附

近, 存在诸多奇异相, 如自旋密度波 [10, 11]、 d + id

波 [12–15]、拓扑超导 [16, 17]和Chern-band绝缘体 [18]. 在

这些相中, 费米能级处的态密度呈对数发散. 这种接

近VHS的对数发散态密度可能会显著提高超导转变

温度. Ma等人 [19]采用随机相位近似(RPA)和DQMC方

法研究了弱排斥和强排斥的蜂窝结构哈伯德模型,在

低电子浓度范围,探讨了费米能级接近带底的系统中
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图图图 1 (网络版彩图) (a) 不同对称性的配对磁化率Pα在不
同的填充密度下随温度T的变化趋势. 图中的虚线和点划
线表示U = 0时的d + id配对磁化率. (b) P̃d+id和Pd+id在⟨n⟩ =
1.05和⟨n⟩ = 1.10时随温度的变化趋势. 插图显示了有效配
对相互作用Pd+id − P̃d+id随温度的变化. 此图出自文献[8].
Copyright c⃝2011 American Physical Society
Figure 1 (Color online) (a) Pairing susceptibility Pα as a function of
temperature T for different pairing symmetries and different fillings.
Dashed and dashed-dotted lines represent the d + id pairing suscepti-
bility at U = 0. (b) P̃d+id and Pd+id as a function of temperature at
⟨n⟩ = 1.05 and ⟨n⟩ = 1.10. The inset shows the effective pairing inter-
action Pd+id − P̃d+id as a function of temperature. The figure is from ref.
[8]. Copyright c⃝2011 American Physical Society.
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图图图 2 (网络版彩图) d + id配对和ES配对在(a)填充密度
为⟨n⟩ = 1.107的2 × 75的晶格上以及(b)填充密度为⟨n⟩ =
1.13的2 × 108的晶格上的配对关联函数Cα. (b)的插图显
示了在填充密度为⟨n⟩ ≈ 1.1时不同U下长程d + id配对
关联函数Cd+id随温度

1√
NS
的变化趋势. 此图出自文献[8].

Copyright c⃝2011 American Physical Society
Figure 2 (Color online) Pairing correlation Cα as a function of distance
for the d + id and ES pairing symmetries on the double-75 lattice with
⟨n⟩ = 1.107 (a) and double-108 lattice with ⟨n⟩ = 1.13 (b). The inset of
(b) shows the average of the long-range d + id pairing correlation Cd+id

vs. 1√
NS

for different Us at a filling ⟨n⟩ ≈ 1.1. The figure is from ref. [8].
Copyright c⃝2011 American Physical Society.

可能存在的非常规超导电性. 当最近邻跃迁(t > 0)和

次邻跃迁(t′ < 0)满足条件t < −t′/6时, 单粒子谱的特

征由带底连续分布的范霍夫鞍点表征, 其中态密度

函数呈对数发散.如图3所示,研究结果表明自旋三重

态p + ip超导配对在低填充石墨烯模型体系中处于主

导地位,除了石墨烯,此结果也可能适用于其他同构材

料,如硅烯和锗烯.

此外, Ma等人 [20]通过使用CPMC方法, 对蜂窝晶

格上的掺杂Kane-Mele-Hubbard模型的基态配对关联

函数进行了系统研究.在所研究的掺杂和晶格尺寸范

围内,结果表明d + id配对在接近半填充时占主导地位,

但p + ip超导配对在空穴掺杂且填充低于3/4的系统中

占主导地位(图4). 配对关联的这些行为被认为与紧束

缚模型下费米面的拓扑性质相关联. 此外还发现有效

配对相互作用随着电子关联强度的增加而大大增强,

并且这些超导关联函数对自旋轨道耦合强度的改变不

敏感. 此研究结果与重整化群研究结果 [21, 22]一致. 重

U=3.0t t ′=-0.2t 〈n〉=0.1U=3.0t t ′=-0.2t 〈n〉=0.2

d+id 2X75
F  

 
   2X75

p+ip 2X75p+ip 2X75
p+ip 2X48
p+ip 2X108

α
P

  

0

4

8

12

0.0 0.60.40.2

Temperature

0.0 0.60.40.2

Temperature

0.8

(a) (b)

图图图 3 (网络版彩图)在2× 75的晶格(实线)上,当U = 3t填充密
度为(a) ⟨n⟩ = 0.2和(b) ⟨n⟩ = 0.1时,不同对称性(p + ip为p波,
d + id为d波, F为 f波)的配对磁化率Pα随温度的变化趋势.
(a)中还显示了2 × 48的晶格(红色虚线)和2 × 108的晶格(红色
点线)上⟨n⟩ = 0.2时的Pp+ip. 这里的温度单位是t. 此图出自文
献[19]. Copyright c⃝2014 American Physical Society
Figure 3 (Color online) Pairing susceptibility Pα as a function of tem-
perature for different pairing symmetries (p + ip refers to p wave, d + id
refers to d wave, F refers to f wave) with U = 3t at (a) ⟨n⟩ = 0.2 and
(b) ⟨n⟩ = 0.1 on a 2 × 75 lattice (solid line). The Pp+ip at ⟨n⟩ = 0.2 on a
2 × 48 lattice (dashed red line) and a 2 × 108 lattice (dotted red line) are
also shown in panel (a). Here the units of temperature are t. The figure
is from ref. [19]. Copyright c⃝2014 American Physical Society.

整化群分析表明拓扑自旋三重态p + ip波超导电性通

常会出现在II型VHS系统中. 在II型VHS系统中, 鞍点

不在时间反演不变性的动量点上.

然而,尽管有许多的理论预测,石墨烯中本征超导

电性的产生仍然有待实验验证. 实验研究的主要困难

在于通过化学方法实现高掺杂水平,如掺杂到范霍夫

奇点附近.

3 扭曲双层石墨烯

Cao等 人 [23, 24]的 实 验 发 现, 魔 角 双 层 石 墨

烯(TBG)在半满时出现电子关联驱动的绝缘态, 当

费米能级调控到远离半满时出现超导态. 该体系的超

导被猜想为源自电子关联,通过旋转双层石墨烯,在特

殊魔角范围内,其能带结构几乎变平,并且在费米能级

附近的费米速度减小到零,电子局域化增强. 这种超导

机制与掺杂铜氧化合物非常相似,并且与其他超导体

类似,磁场会抑制TBG中的超导电性,这和迈斯纳效应

和金兹堡-朗道理论保持一致.研究者认为当能量较低

的平带处于半满填充时,相应的绝缘态应属于莫特绝

缘态. 而这种电子关联驱动的绝缘态到底是不是莫特

绝缘态, 仍然存在争议. Yankowitz等人 [25]在TBG的实

验中也发现了超导电性. 在他们的实验中,通过将扭转
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Copyright c⃝2015 EPLA
Figure 4 (Color online) Pairing correlation Cα as a function of the dis-
tance r = |Ri − R j | for different pairing symmetries on the double-75
lattice with ⟨n⟩ = 67/75 (a) and with ⟨n⟩ = 13/75 (b) at U = 3.0
and λ = 0.1. NN refers to nearest-neighbor interaction, NNN refers
to next-nearest-neighbor interaction. The figure is from ref. [20].
Copyright c⃝2015 EPLA.

角度固定为1.1◦, 一个孤立的低能平带被引入到双层

石墨烯中. 这导致了栅极可调的超导和关联绝缘相

的出现. 除了扭转角, 还可以调整夹层间的耦合来发

现不同情况下的超导和绝缘相. Yankowitz等人 [25]通

过控制静水压力来控制层间耦合, 发现了扭转角大

于1.1◦的超导电性. 静水压力也诱导了TBG中的金属-

绝缘转变 [26]. Zhou等人 [27]最近报道了在Bernal双层石

墨烯中观测到自旋极化超导性. 研究者发现超导发

生在对称性破缺转变附近,并且只存在于顺磁超导体

的B∥极限之上,观测到的转变临界温度为TC ≃ 30 mK,

符合自旋三态有序参数. 这些实验结果再次证明双

层石墨烯体系是一种用于探索电子关联物态的新型

可调控平台. 为了解释其中的非常规超导电性和关

联绝缘态, 理论上采用很多方法构建了许多不同的

模型. 基于紧束缚理论,马天星课题组 [28]采用了角度

分别为θ = 1.08◦和θ = 9.43◦的旋转双层石墨烯模型,

如图5(a)所示. 其中角度θ与(m, n)有关. 参数(m, n)对应

于双层石墨烯的基矢: 第一层基矢v1 = ma1 + na2,

第二层基矢v2 = na1 + ma2. 其中a1和a2分别为每

个子格子的晶格矢量. θ与(m, n)满足关系cos θ =

(m2 + n2 + 4mn)/2(m2 + n2 + mn) [29]. 当扭转角度θ较

小时, 莫尔条纹的超晶格常数为L =
√

3d/(2 sin θ2 ), 其

中d是碳–碳键的长度. 当θ小于θc = 5◦时, 在费米能级

处,电子的费米速度急剧下降至零,电子汇聚于此,从

而出现平带 [29]. 旋转双层六角格子的哈密顿量为

H = − t
∑

l⟨i, j⟩σ

(
a†liσbl jσ + b†liσal jσ

)
−
∑

i, j,l,l′σ

ti j

(
a†liσal′ jσ + a†liσbl′ jσ + b†liσal′ jσ + b†liσbl′ jσ

)
+ µ
∑
i,l,σ

(
a†liσaliσ + b†liσbliσ

)
+ U
∑

i,l

(
nlai↑nlai↓ + nlbi↑nlbi↓

)
, (1)

其中aliσ(a†liσ)表示在第l层位移为Ra
li的子格子A处湮

灭(产生)自旋为σ (σ = ↑, ↓)的电子, bliσ(b†liσ)则表示

作用于子格子B, 粒子数nlaiσ = a†liσaliσ, nlbiσ = b†liσbliσ.

t ≈ 2.7 eV为最近邻跃迁积分, µ为化学势, U为哈伯德

相互作用. 在位置R1i和R2 j之间的层间跃迁能ti j为

ti j = tce−[(|Rd
1i−Rd′

2 j |)−d0]/ξ, (2)

其中tc = −0.17t, 两层石墨烯之间的垂直距离d0 =

0.335 nm, ξ = 0.0453 nm [30]. 通过使用行列式量子蒙

特卡罗方法模拟计算,马天星课题组研究了旋转双层

石墨烯模型中金属-绝缘转变.研究者发现在电荷中性

点(CNP)处UC ∼ 3.8时存在有反铁磁长程序的莫特绝

缘相,在有限掺杂下d + id超导配对占主导地位, 并且

随着相互作用的增加急剧增加,表明该体系的超导电

性由强电子关联所引起. 这项工作存在的不足是其构

建的模型能够模拟的晶格尺寸较小,而旋转双层石墨

烯体系产生莫尔条纹需要很大的晶格尺寸,但这项工

作在一个有限格点上提供了非微扰的数值结果,可作

为后续研究的参照.

傅亮课题组 [31]通过考虑旋转双层石墨烯中狭小

微带的电子结构和库仑相互作用效应,构造瓦尼尔轨

道从而将体系格点数拓展到超晶格大小, 构建出了在
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图图图 5 (网络版彩图)格点总数NS = 192的旋转双层石墨烯中,
角度分别为(a) θ = 1.08◦和(b) θ = 9.43◦时的结构示意图, (c),
(d)分别为紧束缚理论计算得到的态密度(DOS)以及相应的
电子浓度⟨n⟩. (c)中插图为狄拉克点附近态密度的放大图. 此
图出自文献[28]. Copyright c⃝2019 Science China Press
Figure 5 (Color online) The sketch of twisted bilayer graphene (TBG)
with NS = 192 sites is shown for (a) θ = 1.08◦ and (b) θ = 9.43◦.
The density of states (DOS) in tight-binding theory and fillings ⟨n⟩ are
shown in (c) and (d), respectively. The inset of (c) shows the enlarged
view of DOS around the Dirac point. The figure is from ref. [28].
Copyright c⃝2019 Science China Press.

瓦尼尔轨道中心为自然的六角格点(图6(a)所示)的双

轨道哈伯德模型. 根据旋转双层石墨属于D3群和无

谷间散射出现的U(1)对称性, 构造具有类(px, py)轨道

的六角蜂窝格子的有效模型. 紧束缚模型Htb中, 最

近邻跃迁项H0表示层内跃迁. 当只有最近邻跃迁项

时, 体系具有粒子-空穴对称性, 通过引入第五近邻项

会打破这一对称性. 这时,哈密顿量H0具有SU(4)对称

性, 因此包括轨道和自旋简并, 每条能带是四重简并

的. 文献[32]的数值结果发现沿着ΓM方向轨道简并

会被打破,为了体现这种效应,引入了H1打破SU(4)对

称性, 系统下降到U(1) × SU(2)对称性, 其中U(1)表示

轨道手性守恒, SU(2)表示自旋旋转对称性. 进一步引

入H2和U(1)对称性, 原则上, 考虑谷间散射会打破这

一对称性, 并导致狄拉克质量的产生. Htb可以详细

写为

Htb = H0 + H1 + H2,

H0 =
∑
⟨i j⟩

t1[c†i · c j + H.c.] +
∑
⟨i j⟩′

t2[c†i · c j + H.c.],

H1 =
∑
⟨i j⟩′

t′2[(c†i × c j)z + H.c.]

= −i
∑
⟨i j⟩′

t′2(c†i+c j+ + c†i−c j−) + H.c., (3)

H2 =
∑
⟨i j⟩

t′1[c†i · e
∥
i je
∥
i j · c j − c†i · e

⊥
i je
⊥
i j · c j + H.c.],

其中ci = (ci,x, ci,y)T里ci,x(y)表示在格点i的px(y)轨道湮

灭一个电子. t1和t2分别为最近邻(NN)和第五近邻

的跃迁积分, 如图6(b)中插图所示. 可以得知第五近

邻跃迁的键长为3a, a为第一近邻跃迁键长. 手性基

矢c± = (cx ± icy)/
√

2与px ± ipy轨道有关. e∥,⊥i j 分别表示

平行和垂直最近邻键⟨i j⟩平面内的基矢. 位库仑相互作

用部分可以写成

HU = U
∑
i,m

nim↑nim↓, (4)

其中, m为px(y)轨道, nimσ = c†imσ · cimσ. 此模型为旋转

双层石墨烯中研究关联电子现象提供了理论框架. 基

于此模型, 马天星课题组 [33]使用精确量子蒙特卡罗

方法研究了自旋关联、直流电导率和超导配对相互

作用. 研究表明, 在半满时当超过临界相互作用强

度UC = 3.6–3.8,该体系为反铁磁序莫特绝缘体.旋转

双层石墨烯中的金属绝缘转变和超导可通过改变层间

耦合强度来进行调控.在较宽的填充区域内,电子关联

驱动了d + id超导相,这与之前的研究结果 [28]一致.在

半满附近, d + id超导配对相互作用会随着层间耦合强

(a) (b)L=4

E

Γ

-4
-K KM

-2

2

4

0
h1

t1,t1

h2h3

′

t2,t2′

图图图 6 (网络版彩图) (a) 有效模型中格点大小L = 4时, 旋转
双层石墨烯的结构. (b) 有效模型中只考虑紧束缚部分的
能带结构图. 插图为不同轨道间最近邻与第五近邻的跃迁
定义.此图出自文献[33]. Copyright c⃝2020 American Physical
Society
Figure 6 (Color online) (a) The geometry of TBG for the effective
model with L = 4. (b) The band structure of the corresponding tight-
binding model. The insert shows the definition of hoppings between
nearest-neighbor (NN) and fifth-NN sites. The figure is from ref. [33].
Copyright c⃝2020 American Physical Society.
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度的增加而被抑制.

另外还有很多研究组使用不同方法和模型研

究TBG中超导电性的结果. 杨帆课题组 [34]基于三个

高对称点Γ, K和M处平带的特征构建了蜂窝晶格模

型. 通过对称分析的Slater-Koster公式, 构建了代表

共存σ键和π键的px,y轨道跃迁积分. 采用随机相位近

似计算, 他们发现手性d + id拓扑超导与接近半满时

的关联绝缘态相邻, 被确定为非共面手性自旋密度

波(SDW)有序态, 具有量子反常霍尔效应. Sharma等

人 [35]在TBG的单参数有效晶格模型上使用Migdal-

Eliashberg框架, 表明可以通过TBG中的集体电子模

式实现超导态. Talantsev等人 [36]使用现有的BCS理论

和金兹堡-朗道模型来分析实验中报道的TBG数据,他

们发现TBG是一种中等强度耦合的超导体, 可能具

有s或p波对称性. 此外,一些研究还提出了声子介导的

超导理论. Wu等人 [37]利用一个声子与莫尔能带电子

耦合的微观模型, 发现声子在s和d波配对中都产生吸

引相互作用,并且这种吸引作用足够强可以解释实验

中的超导转变温度.他们还研究了扭角双层石墨烯中

电子-声-声子相互作用对高温输运电阻率和超导性的

影响 [38]. Chou等人 [39]用声子介导的超导理论解释了

大位移场下的Bernal双层石墨烯实验. 他们的研究表

明Bernal双层石墨烯中所观察到的自旋三重态超导是

由声学声子产生的.

4 三层石墨烯

除了扭角双层石墨烯, 显示电子关联物理特性

的莫尔超晶格体系家族近年来迅速扩展. 其中一种

引起广泛兴趣的异质结构是三层石墨烯(TLG)体系.

TLG有两种类型的自然稳定结构,如图7 [40]所示,分别

是ABA堆叠和ABC堆叠. 在ABA堆叠结构中, 中间层

的原子与其他两层的原子交错,顶层的原子刚好排列

在底层原子的正上方.在ABC堆叠结构中,不同层的原

子都是交错的. 在这两种结构中, 当两个相邻层交错

时,属于较高层子晶格之一的原子位于属于较低层子

晶格之一的原子之上. 属于上层其他亚晶格的原子位

于下层形成的六边形之内.由于层间耦合的存在改变

了单层石墨烯能带结构的线性分散,因此多层石墨烯

的电子结构是多种多样的. TLG中不同的堆叠顺序导

致能带结构产生巨大的差异, Aoki等人 [41]对此进行了

计算. 研究表明, ABA-TLG的能带结构显示线性和抛

物线色散,其线性部分类似于单层石墨烯,抛物线部分

类似于双层石墨烯, 整体呈现半金属特性, 在狄拉克

点处有较小的能带重叠;而ABC-TLG的能带结构仅显

示抛物线色散,表现如半导体,在狄拉克点附近有大约

20 meV的带隙 [42, 43].

与双层石墨烯类似, TLG可以通过施加垂直电场

来改变其能带结构. Craciun等人 [44]发现外部位移场

诱导的层间不对称性导致ABA-TLG能带结构的线性

部分和抛物线部分产生交叠.这会导致态密度(DOS)、

费米速度和最小电导率的增加. 垂直位移场还可以直

接调控ABC-TLG的带隙. Lui等人 [45]通过红外电导率

测量监测了ABC-TLG的带隙打开程度,他们发现1.2 V

的栅极电压诱导了大约120 meV的较大带隙. Bao等

人 [46]通过标准锁定技术测量了电导率和背栅电压之

间的关系,他们发现在约1.5 K低温时ABC-TLG中靠近

电荷中性点处出现绝缘态. 他们将绝缘相的出现归因

于引起自发对称性破缺的电子强相互作用. 此外, 基

底材料也会影响石墨烯异质结构的内在特性. 常用基

底二氧化硅可以提高器件质量,但散射会导致有限的

载流子迁移率,衬底导致的无序还会引起载流子的不

均匀性 [47, 48]. 六方氮化硼(hBN)表面光滑,没有悬空键

和电荷陷阱,具有较大的带隙且与石墨烯相似的晶格

常数,但由于hBN中不同亚晶格的化学势不同,石墨烯

中亚晶格的对称性可能被部分破坏,从而导致带隙的

出现 [49–51]. hBN和石墨烯的晶格失配会导致莫尔条

纹 [52], 从而产生一些类似在TBG中的物理新颖现象.

(a) (b)

图图图 7 (网络版彩图) (a) ABA-三层石墨烯和(b) ABC-三层石
墨烯的晶体结构. 此图出自文献[40]. Copyright c⃝2020 Chi-
nese Physical Society
Figure 7 (Color online) The crystal structure of ABA (a) and ABC (b)
trilayer graphene. The figure is from ref. [40]. Copyright c⃝2020 Chinese
Physical Society.
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2019年, Chen等人 [6]制造了栅极可调的莫特绝

缘体, 并观察到ABC-TLG/hBN异质结构中的超导特

征 [53]. 研究人员设计了一种基于ABC-TLG/hBN莫尔

超晶格的双栅器件, 莫尔图案的超晶格常数为15 nm.

他们计算了其能带结构并预测了金属、莫特绝缘相

和超导态的出现. 这种可调控量子系统具有一个孤

立的、近乎平坦的四重简并的价带微带, 并且其电

子相互作用可以由外部位移场控制. 在第一个空穴

型微带的1/4或1/2填充时, 出现莫特绝缘态, 他们定

性地解释了莫特态的出现: 导电电子之间的库仑排

斥能大于动能, 使电子质量变大, 从而导致莫特绝缘

相出现. 此外, 通过适当应用−0.54 nV/nm的位移场来

调整带隙、宽度,并且将系统冷却到1 K以下, 他们发

现超导发生在1/4填充处, 此时载流子密度n为−5.4×
1011 cm−2. ABC-TLG中的莫特绝缘体相和掺杂诱导

的超导电性与掺杂铜酸盐的行为非常相似. 超导特

征归因于ABC-TLG中的电荷不均匀性. 最近, Zhou等

人 [54, 55]报道了在菱形三层石墨烯(ABC-TLG)的两个

不同栅极调谐区域中也观察到的超导现象.他们通过

量子振荡对正常状态的费米面进行映射,发现这两种

超导相都来自环状费米海,并且都接近于费米面简并

度发生变化的同位自旋对称性破缺相变点.

为解释实验中观察到的现象,众多理论工作对其

中的可调莫特绝缘态和超导电性特征进行了研究. Re-

pellin等人 [56]通过解析方法、精确对角化和DMRG模

拟,对石墨烯莫尔超晶格的能带结构和铁磁态进行了

计算. 他们发现能带足够平坦时, 所有整数填充处都

可以发现自旋和谷极化绝缘体,而相互作用可能会破

坏这种状态的稳定性. 能带量子几何(即有限量子度

量)的微观细节可能会增强或削弱莫尔材料中的铁磁

性. Cao等人 [57]构建了适配对称化的局域瓦尼尔函数

和从头算最小二谷四带的有效紧束缚模型. 通过引

入实空间谷算子来描述谷Uv(1)对称性, 这种二谷模

型避免了由单谷模型中的脆弱拓扑引起的瓦尼尔障

碍. 研究者还给出了扩展Hubbard模型以及相关参数.

Pantaleón等人 [58]通过构建低能连续模型研究了三种

不同堆叠的石墨烯莫尔结构的能带特征. 研究表明在

不同情况下都会出现具有不同拓扑结构的窄带,由此

产生的高密度状态增强了相互作用的影响.他们研究

了在自洽Hartree-Fock近似中处理的长程库仑相互作

用的影响,发现Fock的在位势部分强烈地改变了电荷

中性的能带结构. 在所研究的三种情况下, Hartree部

分不会显著改变带的形状和宽度.马天星课题组 [59]通

过行列式量子蒙特卡罗方法,采用实验中的关键因素

构建简化模型,研究了ABC-TLG中的电荷压缩率、自

旋关联函数和超导配对. 研究发现反铁磁有序的莫特

绝缘体在半满填充时出现在临界UC ∼ 4.0处. 在有限

掺杂范围内,相较于其他配对对称性, d + id超导配对

占据主导地位. 并且d + id配对关联会随着相互作用强

度的增加而增强,随着层间耦合强度的增加而受到抑

制. 研究表明, ABC-TLG中的绝缘态和超导电性是由

强电子关联所驱动的. Chou等人 [39]提出了电子-声-声

子耦合的配对机制,并预测了在范霍夫奇点附近存在

最高TC ∼ 3k的超导现象. 他们的模型发现s波自旋单

态和 f波自旋三态产生相同的TC, 表明超导和其他相

互作用驱动的相(如铁磁)可以有不同的起源.

除了莫特绝缘态和超导性之外, 还有许多其他

新的电子态也可能出现在ABC-TLG莫尔结构中, 例

如陈绝缘体 [60]、量子反常霍尔效应 [61–63]、拓扑超

导 [64] 以及金属费米相和自旋液体绝缘相之间的莫特

转变 [65]. ABC-TLG系统提供了一个研究丰富的强电

子关联行为的新平台.

5 结论和展望

石墨烯是一种单层单原子材料,显示出丰富而新

颖的物理特性. 石墨烯的简单结构使其成为研究无

质量手性狄拉克费米子物理的理想系统. 多年前理

论预测单层石墨烯中会出现超导电性, 但在实验中

并未观察到. 在Cao等人的实验中,发现在TBG中存在

非常规的超导电性. Chen等人也在实验中发现ABC-

TLG/hBN的栅极可调莫特绝缘态. 最近的实验在无转

角双层石墨烯和三层石墨烯中也观测到了超导态. 本

文主要介绍了该领域的一些超导电性方面的工作以

及我们研究组在这方面做出的努力和探索. 由于多层

扭曲石墨烯研究领域的活跃性,只能在本文中介绍其

中的一小部分. 一些理论工作表明, 可以在TBG中实

现dx2−y2 + idxy(d + id)超导配对对称性或手性d波超导

状态. 还有一些研究发现石墨烯体系中的超导电性还

存在声子机制,电子和声子的耦合可以导致石墨烯体

系中出现常规超导态(s波)和非常规超导态(p波, d波,

f波). 对于三层石墨烯, 虽然这种ABC-TLG/hBN体系
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的超导转变温度TC相对较低,但其莫特绝缘相和掺杂

诱导的超导电性与掺杂铜氧化物的非常相似. 另外还

有许多其他新的电子相也可能出现在三层石墨烯莫尔

结构中,因此它可能为研究强电子关联物理现象提供

一个新平台. 尽管已经进行了许多的理论和实验工作,

但多层扭曲石墨烯体系还存在着一些谜团和未能解释

的物理机制,非常多的新奇物理特性仍等待着更多的

研究.
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37 Wu F, MacDonald A H, Martin I. Theory of phonon-mediated superconductivity in twisted bilayer graphene. Phys Rev Lett, 2018, 121: 257001

38 Wu F, Hwang E, Sarma S D. Phonon-induced giant linear-in-T resistivity in magic angle twisted bilayer graphene: Ordinary strangeness and

exotic superconductivity. Phys Rev B, 2019, 99: 165112

39 Chou Y Z, Wu F, Sau J D, et al. Acoustic-phonon-mediated superconductivity in rhombohedral trilayer graphene. Phys Rev Lett, 2021, 127:

187001

40 Chu Y, Zhu F, Wen L, et al. Superconductivity in twisted multilayer graphene: A smoking gun in recent condensed matter physics. Chin Phys B,

2020, 29: 117401

41 Aoki M, Amawashi H. Dependence of band structures on stacking and field in layered graphene. Solid State Commun, 2007, 142: 123–127

42 Kumar S B, Guo J. Multilayer graphene under vertical electric field. Appl Phys Lett, 2011, 98: 222101

43 Tang K, Qin R, Zhou J, et al. Electric-field-induced energy gap in few-layer graphene. J Phys Chem C, 2011, 115: 9458–9464

44 Craciun M F, Russo S, Yamamoto M, et al. Trilayer graphene is a semimetal with a gate-tunable band overlap. Nat Nanotech, 2009, 4: 383–388

45 Lui C H, Li Z, Mak K F, et al. Observation of an electrically tunable band gap in trilayer graphene. Nat Phys, 2011, 7: 944–947

46 Bao W, Jing L, Velasco Jr J, et al. Stacking-dependent band gap and quantum transport in trilayer graphene. Nat Phys, 2011, 7: 948–952

47 Bolotin K I, Sikes K J, Hone J, et al. Temperature-dependent transport in suspended graphene. Phys Rev Lett, 2008, 101: 096802

48 Morozov S V, Novoselov K S, Katsnelson M I, et al. Giant intrinsic carrier mobilities in graphene and its bilayer. Phys Rev Lett, 2008, 100:

016602

49 Dean C R, Young A F, Meric I, et al. Boron nitride substrates for high-quality graphene electronics. Nat Nanotech, 2010, 5: 722–726

50 Dean C R, Wang L, Maher P, et al. Hofstadter’s butterfly and the fractal quantum Hall effect in moiré superlattices. Nature, 2013, 497: 598–602
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Superconductivity in graphene-related systems: A study of
quantum Monte Carlo methods

DAI HuiJia, ZHANG Xiao & MA TianXing*

Department of Physics, Beijing Normal University, Beijing 100875, China

We review a quantum Monte Carlo approach to study superconductivity in graphene-related systems. The emergence of
superconductivity in doped graphene-based materials has been theoretically predicted for over a decade. For single-layer
graphene, antiferromagnetic fluctuations favor the spin-singlet superconductivity when packed near the Dirac point. How-
ever, quantum Monte Carlo studies have found electronic correlations to be insufficient to drive superconductivity because
of the single-layer graphene’s extremely low electronic density of states. Unconventional superconductivity with p + ip
superconducting pairing symmetry is possible if the system is doped to a van Hove singularity, where the density of states
diverges. However, despite extensive experimental work, superconductivity has yet to be found in single-layer graphene.
Recently, unconventional superconductivity was discovered in experiments on twisted bilayer graphene, followed by the
experimental discovery of superconductivity in ABC-stacked trilayer graphene and multilayer graphene systems. These
findings have attracted the attention of many physicists. In this study, we review the unique properties of superconducting
states in graphene, experimental control of superconductivity in the twisted bilayer and trilayer graphene, and associated
gate-tunable insulator. In addition, a brief overview of recent research progress in condensed matter physics in term of
electronically correlated states in twisted multilayer graphene is presented.
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