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摘要 本文研究 4 维 Lorentz 空间 R4
1 中的非平坦类空极值图的曲率估计. 首先证明如下的 Bernstein

型定理: 若 R4
1 中的类空极值图满足 K 6 0, 则 K = K⊥ ≡ 0. 进一步, 设非平坦完备类空极值图的

Gauss映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, 本文证明: 当 β(z)是非常值多项式时,

K 整体有界当且仅当 K⊥ 整体有界当且仅当 β(z)是非常值线性函数;当 β(z)是形如 g(z)eP (z)+Q(z)

的超越整函数时, 其中 g(z), P (z), Q(z)均为多项式,则 K 与 K⊥ 均无界; 对于其他的一般情形, Gauss

曲率 K 与法曲率 K⊥ 至少有一个是无界的.

关键词 4 维 Lorentz 空间 类空极值图 整函数 曲率估计

MSC (2020) 主题分类 53A10, 53C42

1 引言

极小曲面作为微分几何中的重要研究对象, 一直深受几何学家重视. 关于极小曲面的一个重要的

整体定理是著名的 Bernstein 定理 [3]: R3 中的整体极小图一定是平面. 这一定理的进一步研究对几何

分析、偏微分方程、复分析及几何测度论等多个数学分支产生了重要影响 (详见文献 [4,12,15,17–19]).

特别地,关于 Bernstein定理的一个重要推广是由 do Carmo和 Peng [5]、Fischer-Colbrie和 Schoen [6]、

Pogorelov [16] 等用不同的方法独立证明的如下重要定理: R3 中的稳定完备极小曲面一定是平面. 读者

也可参考彭家贵和陈卿 [14] 的经典教材《微分几何》第 10.4 节.

在极小曲面的 Bernstein 型定理的相关研究中, 一个自然而又重要的问题是关于极小曲面的曲率

估计: 1952 年, Heinz [8] 首先利用 Schwarz 引理, 给出了在坐标平面上以原点为圆心、半径为 r 的极小

圆盘上原点的 Gauss曲率估计,并由此给出了 Bernstein定理的另一个证明; 1968年 Simons的经典工

作 [18] 中引入的 Bochner 型技巧也成为极小子流形研究的基本工具; 1975 年, Schoen 等在其经典著
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作 [17] 中讨论了极小超曲面的曲率估计, 这也是关于极小曲面曲率估计最重要的文献之一; 关于极小

曲面曲率估计在高余维下的推广, 读者也可参阅教材 [19].

近年来, 关于 R4
1 中的完备类空极值曲面的研究开始受到关注 (参见文献 [2, 9, 10, 13]): 在文献 [2]

中, Aĺıas和 Palmer证明, R4
1 中满足 K > 0的完备类空极值曲面一定是平坦的;在文献 [9]中, Ma等建

立了 R4
1 中的完备类空极值曲面的一些整体性定理; 进一步,在文献 [10]中, Ma等通过推广 Osserman

的一个经典定理, 建立了类空极值图的一个全局等温参数, 并且证明, 若全局类空极值图非平坦, 则它

的全 Gauss 曲率发散; Ou 等在文献 [13] 中讨论了完备的类空曲面的 Gauss 映射值分布问题.

在前述文献基础上, 本文讨论了 R4
1 中的全局类空极值图的 Gauss 曲率 K 以及法曲率 K⊥ 的逐

点值分布问题. 主要结果如下:

定理 1.1 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中的类空极值图, 且 K 6 0, 则必有

K = K⊥ ≡ 0.

注意到, 3 维欧氏空间中的极小图是 R4
1 空间中的类空极值图的特殊情形, 并且 Gauss 曲率非正,

因此上述定理是经典的 Bernstein 定理的自然推广. 当类空极值图的 Gauss 曲率 K 6 0 时, 类空极值

图的具体刻画参见文献 [10, 定理 4.1] 中的前两类.

进一步,由文献 [10]知, R4
1中非平坦的全局类空极值图的Gauss映射为 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)),

其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 利用此定理, 可以证明:

定理 1.2 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss 映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 若 β(z) 是非

常值多项式, 则

(1) 当 β(z) 是线性函数时, K 和 K⊥ 均整体有界;

(2) 当 β(z) 是次数大于 1 的多项式函数时, K 和 K⊥ 均无界.

进一步, 当 β(z) 为超越整函数时, 有

定理 1.3 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss 映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 若 β(z) 是超

越整函数, 则 | −K + iK⊥| 无界. 特别地, M 的 Gauss 曲率 K 与法曲率 K⊥ 至少有一个是无界的.

我们自然猜测, 此时 M 的 Gauss曲率 K 与法曲率 K⊥ 应当都是无界的, 但其证明需要更多对超

越整函数的分析性质的分析. 可以证明, 如果超越整函数满足下述猜想, 则 M 的 Gauss 曲率 K 与法

曲率 K⊥ 都是无界的.

猜想 1.1 若 β(z) 为超越整函数, 则对几乎所有的 ξ ∈ R, 都存在一点列 {zn}, 使得

Imβ(zn) = ξ, ∀n ∈ N+,

且有

lim
n→∞

|β′(zn)| = +∞.

特别地, 对于一类比较简单的超越整函数, 我们有如下曲率估计.

定理 1.4 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss 映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 若超越整函

数 β(z) = g(z)eP (z) +Q(z), 其中 g(z), P (z), Q(z) 均为多项式, 则 K 与 K⊥ 均无界.

本文安排如下: 第 2 节为预备知识, 回顾 R4
1 中类空极值曲面的几何; 第 3 节为主要内容, 完成上

述定理的证明, 并给出 R4
1 中一些非平坦全局类空极值图的逐点曲率估计.
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2 预备知识

2.1 R4
1 中类空极值曲面的 Weierstrass 表示

首先回顾四维 Lorentz-Minkowski 空间 R4
1 的类空极值曲面的几何 (详见文献 [9]). 四维 Lorentz-

Minkowski 空间 R4
1 的 Lorentz 内积定义如下:

⟨X,X⟩ = x21 + x22 + x23 − x24.

设 X : Σ → R4
1 是可定向完备类空极值曲面, 即其平均曲率 H = 0. 则在局部复坐标 z = u+ iv 下, 其

Weierstrass 表示为

X = 2Re

∫
(ϕ+ ψ,−i(ϕ− ψ), 1− ϕψ, 1 + ϕψ) dh, (2.1)

其中 dh = h′(z)dz是全纯 1-形式, ϕ及 ψ为亚纯函数. 这里 (ϕ, ψ)表示X的Gauss映射 (参见文献 [9]).

从而,

Xzdz = (ϕ+ ψ,−i(ϕ− ψ), 1− ϕψ, 1 + ϕψ) dh. (2.2)

其度量为

ds2 = |dX|2 = e2ω|dz|2 = ⟨Xz, Xz⟩|dz|2 = 2|ϕ− ψ̄|2|dh|2. (2.3)

进一步, 曲面 X 的 Gauss 曲率和法曲率公式为

−K + iK⊥ = 4e−4ωe−2iθ|h′|2ϕzψ̄z̄ = 4e−2ω ϕzψ̄z̄

(ϕ− ψ̄)2
= △ ln(ϕ− ψ̄), (2.4)

其中 △ , 4e−2ω ∂2

∂z∂z̄ 为关于度量 ds2 的 Laplace 算子.

2.2 R4
1 中的全局类空极值图

本小节主要给出 R4
1 中的全局类空极值图的定义, 以及 R4

1 中的全局类空极值图的分类 (详见文

献 [10]).

定义 2.1 设 f : R2 → R2
1 是光滑的向量值函数, 若满足 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是

R4
1 中的类空极值曲面, 则称曲面 M 是向量值函数 f 的全局类空极值图.

定理 2.1 [10] 设 f : R2 → R2
1 是光滑的向量值函数, 且满足 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2}

是 R4
1 中的类空极值曲面, 则存在常数 a, b ∈ R 满足如下的非奇异线性变换:x1 = u1,

x2 = au1 + bu2 (b > 0),
(2.5)

使得 (u1, u2) 是类空极值曲面 M 的全局等温参数.

定理 2.1给出类空极值曲面M = graphf 的一个全局等温参数 (u1, u2). 由文献 [9]及 [10,定理 4.1]

可得如下定理:
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定理 2.2 (参见文献 [10, 定理 4.1]) 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中的完备类空

极值图. 记 z = u1 + iu2, X = (x1, x2, f(x1, x2)). 则 M 为以下三种情形之一:

(1) f 是仿射线性函数, 此时 M 满足:

Xz =
1

2
(1, c, C1, C2), c = a− ib,

其中 C1, C2 为常值函数. 此时 K = K⊥ ≡ 0.

(2) 存在定义在 R2 上的非线性调和函数 h, R2
1 上的非零类光向量 y0, 以及常值向量 y1, 使得

f = hy0 + y1, Xz =
1

2
(1,−i, β′,∓β′),

其中全纯函数 β 满足 Reβ(z) = 2h 及 β(0) = 0, β′ = βz. 此时 K = K⊥ ≡ 0.

(3) K ̸≡ 0,K⊥ ̸≡ 0. 此时

Xz =
1

2
(1, c, µ coshβ, µ sinhβ), c = a− ib, (2.6)

其中 β = β(z) 是定义在复平面 C 上的非常值整函数, µ2 = −(1 + c2) ̸= 0. 此时 µ 和 c 均为复值常数.

2.3 整函数

本小节主要介绍与后续定理证明有关的整函数的性质.

定义 2.2 在复平面 C 上解析的函数称为整函数.

定理 2.3 [7] 若 f(z) 为一整函数, 则

(1) z = ∞ 为 f(z) 的可去奇点的充要条件为 f(z) 为常数 c0;

(2) z = ∞为 f(z)的m阶极点的充要条件为 f(z)是一个m次多项式 c0+c1z+· · ·+cmzm (cm ̸= 0);

(3) z = ∞ 为 f(z) 的本性奇点的充要条件为 f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n 中有无穷多个 cn 不等于 0, 并称

这样的 f(z) 为超越整函数.

定理 2.4 [20] 函数 f(z) 的孤立奇点 ∞ 为极点的充要条件是 limz→∞ f(z) = ∞.

定理 2.5 [20] 函数 f(z)的孤立奇点∞为本性奇点的充要条件是 limz→∞ f(z)不存在 (即当 z 趋

向于 ∞ 时, f(z) 不趋向于任何 (有限或无穷) 极限).

定理 2.6 [1] 设 f(z) 是一个超越整函数, 则对于任意有限复数 E, 除去一个可能的例外, 方程

f(z) = E

都有无穷多个根.

定义 2.3 [11] 设 f(z) 是一个整函数, 定义

M(r, f(z)) = max
|z|6r

|f(z)|.

其中, 若 f(z) 为超越整函数, 当 r 充分大时, 有

rn < M(r, f(z)), ∀n ∈ N.
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3 R4
1 中全局类空极值图的曲率估计

结合定理 2.2 中情形 (3) 的公式 (2.6) 及曲率计算公式 (2.4), 我们有如下引理.

引理 3.1 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 满足定理 2.2 中的情形 (3). 则其 Weierstrass

表示参数为

ϕ =
1 + ic

µ
e−β , ψ =

1− ic

µ
e−β , h′ =

µ

4
eβ . (3.1)

曲率为 
K =

32(2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2)

|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6
|β′|2,

K⊥ =
32(ρ−2 − ρ2) sin 2v2

|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6
|β′|2,

(3.2)

其中 ρ := |1+ic
µ |, β := v1 + iv2.

证明 结合 (2.2) 及 (2.6), 有

2(ϕ+ ψ)h′ = 1, −2i(ϕ− ψ)h′ = c, 2(1− ϕψ)h′ = µ coshβ, 2(1 + ϕψ)h′ = µ sinhβ.

由此得到 (3.1), 即 
ϕ =

1 + ic

µ
e−β ,

ψ =
1− ic

µ
e−β ,

h′ =
µ

4
eβ .

注意到 1+ic
µ

1−ic
µ = −1, 且由 b > 0, 可得 |1+ic

µ | > | 1+ic̄
µ |. 记 1+ic

µ := ρeiθ, 其中 ρ > 1 且 θ ∈ R, 则
1−ic
µ = −ρ−1e−iθ. 于是有 ϕ = ρeiθe−β , ψ = −ρ−1e−iθe−β . 代入 (2.3) 中, 得

e2ω = 2|ϕ− ψ̄|2|h′|2 =
|µ|2|ρ+ ρ−1e2iv2 |2

8
. (3.3)

进一步, 我们有

ϕzψ̄z̄

(ϕ− ψ̄)2
=

−e2iθe−β−β̄

[eiθ(ρe−β + ρ−1e−β̄)]2
|β′|2 =

−(ρeiv2 + ρ−1e−iv2)2

|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |4
|β′|2. (3.4)

结合 (2.4)、(3.3)、(3.4), 得到

K = −4e−2ωRe
ϕzψ̄z̄

(ϕ− ψ̄)2
=

32[2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2]

|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6
|β′|2.

同理可得

K⊥ = 4e−2ωIm
ϕzψ̄z̄

(ϕ− ψ̄)2
=

32(ρ−2 − ρ2) sin 2v2
|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6

|β′|2.

证毕.
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定理 1.1 的证明 若 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 满足定理 2.2 的情形 (3), 则由引理 3.1,

此时曲率的表达式为 (3.2) . 由于 β(z) 为非常值的整函数, 于是存在一点 z0 ∈ C, 使得 Imβ(z0) = 0.

若此时 β′(z0) ̸= 0, 代入 (3.2) 中, 即得 K(z0) > 0; 若此时 β′(z0) = 0, 取 z0 的邻域 Dz0 , 满足对任意

z ∈ Dz0 , 都有 2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2(z) > 0, 若对于任意 z ∈ Dz0 , 都有 β′(z) = 0, 由零点孤立性定理可

知 β′(z) ≡ 0, 矛盾. 因此存在一点 w ∈ Dz0 , 使得 β′(w) ̸= 0, 代入 (3.2) 中, 即得 K(w) > 0.

综上, 若 β(z) 为非常值的整函数, 则存在一点 z ∈ C, 使得 K(z) > 0. 其与 K 6 0 矛盾. 于是

M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 为定理 2.2 中的情形 (1) 或 (2), 此时 K = K⊥ ≡ 0.

将定理中的条件 K 6 0 替换为 K⊥ 6 0, 证明类似, 于是有:

定理 3.1 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中的类空极值图, 且 K⊥ 6 0, 则必有

K = K⊥ ≡ 0.

由引理 3.1 可知, 若 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 满足定理 2.2 中的情形 (3), 则 K 与 K⊥

均不恒为零. 我们称此时 M 是非平坦的. 进一步, 结合 (3.2) 以及整函数的性质, 可以考虑其变号性

质, 得到如下推论:

推论 3.1 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z)为非常值的整函数. 则在 ∞的任
意去心邻域内, K 与 K⊥ 都变号.

在证明推论 3.1 之前, 我们先证明如下引理:

引理 3.2 若 β(z) 为非常值整函数, 则对于任意 ξ ∈ R, 在 ∞ 的任意去心邻域内, 都存在一点

z0, 使得 Imβ(z0) = ξ.

证明 由定理 2.3 知 β(z) 可能为非常值的多项式或超越整函数. 故下面分情况讨论.

若 β(z) 为非常值的多项式, 不妨假设 β(z) 为 m 次多项式且 m > 1. 对于任意 ξ ∈ R, 取 s1 ∈ R,
设 β(z) = s1 + iξ 的解为 z11, . . . , z1m, 不妨取 z1 = z11, 此时 Imβ(z1) = ξ. 假设对于任意 s ∈ R,
β(z) = s + iξ 的解均在 |z| 6 |z1| 内, 于是 |β(z)| 在 |z| 6 |z1| 内无界, 与 β(z) 是整函数矛盾. 故而

存在 |z2| > |z1| 以及 s2 ∈ R, 使得 β(z2) = s2 + iξ, 此时 Imβ(z2) = ξ. 不妨假设 zk 已取出, 则存在

|zk+1| > |zk| 以及 sk+1 ∈ R, 使得 β(zk+1) = sk+1 + iξ, 此时 Imβ(zk+1) = ξ. 由此我们得到点列 {zn},
满足对于任一 n, 都有 Imβ(zn) = ξ, 且此时 limn→∞ |zn| = +∞.

若 β(z) 为超越整函数, 则结论由定理 2.6 即得.

推论 3.1 的证明 由引理 3.2 可知在 ∞ 的任一去心邻域内, 对于充分小的 ε > 0, 都存在点

{z0, z±}, 使得

Imβ(z0) =
1

2
arccos

−2

ρ2 + ρ−2
, Imβ(z±) =

1

2
arccos

(
−2

ρ2 + ρ−2
± ε

)
.

代入 (3.2) 中的 Gauss 曲率表达式, 得 K(z0) = 0, K(z+) > 0, K(z−) < 0. 对于 K⊥, 证明类似.

接下来我们期望对 K 与 K⊥ 进行更为细致的估计.由于 β(z)可能为非常值的多项式整函数或超

越整函数, 我们分下面两种情况讨论.

3.1 整函数: 多项式情形

对 K 与 K⊥ 进行估计之前, 我们先证明下述命题成立.

命题 3.1 若 β(z) 为次数大于 1 的多项式整函数, 则对于任意 ξ ∈ R, 都存在一点列 {zn}, 使得
Imβ(zn) = ξ,∀n ∈ N+, 且有 limn→∞ |β′(zn)| = +∞.
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证明 由于 β(z) 为次数大于 1 的多项式, 则 β′(z) 为非常值多项式. 由引理 3.2 可知, 对于任意

ξ ∈ R, 存在点列 {zn}, 满足对于任一 n, 都有 Imβ(zn) = ξ, 且此时 limn→∞ |zn| = +∞. 又 β′(z) 为非

常值多项式, 故而有 limn→∞ |β′(zn)| = +∞.

定理 1.2 的证明 若 β(z) 是线性函数, 不妨设 β(z) = Az + B, 其中 A ̸= 0. 于是 β′(z) = A. 由

(3.2) 得

|K| = 32|2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2|
|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6

|A|2 6 32|2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2|
|µ|2|ρ− ρ−1|6

|A|2 6 32(2 + ρ2 + ρ−2)

|µ|2|ρ− ρ−1|6
|A|2.

即 K 整体有界. 同理, 由 (3.2) 得

|K⊥| = |32(ρ−2 − ρ2) sin 2v2|
|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6

|β′|2 6 32|ρ−2 − ρ2|
|µ|2|ρ− ρ−1|6

|A|2.

即 K⊥ 整体有界.

若 β(z) 为次数大于 1 的多项式整函数, 不妨设 β(z) 为 m 次多项式且 m > 2. 对于 K, 首先由

(3.2) 可得

|K| = 32|2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2|
|µ|2|ρe−iv2 + ρ−1eiv2 |6

|β′|2 > 32|2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2v2|
|µ|2|ρ+ ρ−1|6

|β′|2. (3.5)

由于 β(z) 是 m 次多项式, 则由命题 3.1 可知存在点列 {zn}, 使得对任一 n, Imβ(zn) = π
4 , 即

cos 2v2(zn) ≡ 0, 且满足 limn→∞ |β′(zn)| = +∞. 代入 (3.5) 中, 有

|K(zn)| >
64

|µ|2|ρ+ ρ−1|6
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞.

对于 K⊥, 将上述点列 {zn} 代入 (3.2), 同样有 limn→∞ |K⊥(zn)| = +∞.

注 3.1 由文献 [10] 可知, 若 R4
1 中全局类空极值图 M 非平坦, 则

∫
M

|K|dM 与
∫
M

|K⊥|dM 均
发散. 但由定理 1.2 可知, 当 β(z) 为线性函数时, K 与 K⊥ 均整体有界.

命题 3.2 R4
1 中存在 K 与 K⊥ 均整体有界但其

∫
M

|K|dM 与
∫
M

|K⊥|dM 均发散的非平坦全
局类空极值图 M .

著名的 Heinz估计建立了曲率与极小图半径的不等式,可以看作是 Bernstein定理的精细估计.对

于定理 1.2 中的类空图, 当 β(z) 是次数大于 1 的多项式时, 我们自然也期望建立此时 K 和 K⊥ 与图

的半径之间的不等式, 即下述定理.

定理 3.2 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2}是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss 映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 若 β(z) 是次

数为 m+ 1 的多项式 (m ∈ N), 则当 r 充分大时, 存在常数 G ∈ R+, 使得当 |z| 6 r 时, 有

|K| 6 Gr2m, |K⊥| 6 Gr2m. (3.6)

证明 不妨设 β(z) = c0 + c1z+ · · ·+ cm+1z
m+1 (cm+1 ̸= 0,m ∈ N),于是, β′(z) = c1 +2c2z+ · · ·+

(m+ 1)cm+1z
m. 若 |z| 6 r, 则有

|β′(z)|2 = |c1 + 2c2z + · · ·+ (m+ 1)cm+1z
m|2

6 |c1|2 + |2c2|2|z|2 + · · ·+ |(m+ 1)cm+1|2|z|2m

6 |c1|2 + |2c2|2r2 + · · ·+ |(m+ 1)cm+1|2r2m.
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于是,

|β′(z)|2 6 |(m+ 1)cm+1|2r2m
[
1 +

(
|mcm|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2
+ · · ·+ |c1|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2m

)]
.

当 r → +∞ 时, |mcm|2
|(m+1)cm+1|2

1
r2 + · · ·+ |c1|2

|(m+1)cm+1|2
1

r2m → 0, 因而对于任意的 ε > 0, 总存在 r(ε), 使得

当 r > r(ε) 时, 有
|mcm|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2
+ · · ·+ |c1|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2m
< ε.

不妨取 ε = 1, 于是存在 r1, 使得当 r > r1 时, 有

|mcm|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2
+ · · ·+ |c1|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2m
< 1.

因此, 当 r > r1 及 |z| 6 r 时, 有

|β′(z)|2 6 2|(m+ 1)cm+1|2r2m. (3.7)

此时, 对于 K, 由 (3.2) 和 (3.7), 可得

|K| 6 64(m+ 1)2(2 + ρ2 + ρ−2)|cm+1|2

|µ|2|ρ− ρ−1|6
r2m.

因此, 取 G1 = 64(m+1)2(2+ρ2+ρ−2)|cm+1|2
|µ|2|ρ−ρ−1|6 > 0, 则有

|K| 6 G1r
2m.

对于 K⊥, 由 (3.2) 和 (3.7), 可得

|K⊥| 6 64(m+ 1)2(ρ2 − ρ−2)|cm+1|2

|µ|2|ρ− ρ−1|6
r2m.

因此, 取 G2 = 64(m+1)2(ρ2−ρ−2)|cm+1|2
|µ|2|ρ−ρ−1|6 > 0, 则有

|K⊥| 6 G2r
2m.

于是取 G = max{G1, G2}, 当 r 充分大且 |z| 6 r 时, (3.6) 成立.

3.2 整函数: 超越整函数情形

定理 1.3 的证明 由 (2.4)、(3.3)、(3.4), 可得

| −K + iK⊥| = 4e−2ω

∣∣∣∣ ϕzψ̄z̄

(ϕ− ψ̄)2

∣∣∣∣ > 32

|µ|2|ρ+ ρ−1|4
|β′|2. (3.8)

由于 β(z) 为超越整函数, 则 β′(z) 也为超越整函数. 由定理 2.6 可知, 存在满足 limn→∞ |zn| = +∞ 的
点列 {zn}, 使得 limn→∞ |β′(zn)| = +∞. 代入 (3.8), 我们有

|(−K + iK⊥)(zn)| >
32

|µ|2|ρ+ ρ−1|4
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞,

即 | −K + iK⊥| 无界.
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若要对 K 与 K⊥ 分别进行估计, 由定理 2.5 可知 limz→∞ β′(z) 不存在. 又由定理 2.6 知 β(z) 在

∞ 的任意去心邻域可以取到任意有限复数 E (除一点例外), 因此 β′(z) 与 Imβ = v2 在 ∞ 处的情形
非常复杂. 为了对 K 与 K⊥ 进行估计, 我们考虑先从常见的整函数出发, 例子如下:

例 3.1 设 β(z) = cos z, 此时有

v2(z) = − sinu1 sinhu2, |β′(z)|2 = sinh2 u2 + sin2 u1. (3.9)

对于 K, 取 {zn} = arcsin −π
4 sinhn + in, 于是对任意的 n ∈ N+, 都有 v2(zn) =

π
4 , 故 cos 2v2(zn) ≡ 0.

另一方面, 当 n→ +∞ 时, |β′(zn)|2 = sinh2 n+ π2

16 sinh2 n
→ +∞. 将点列 {zn} 代入 (3.5), 有

|K(zn)| >
64

|µ|2|ρ+ ρ−1|6
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞,

即 K 无界.

对于 K⊥, 将上述点列 {zn} 代入 (3.2), 同样有

|K⊥(zn)| >
32(ρ2 − ρ−2)

|µ|2|ρ+ ρ−1|6
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞,

即 K⊥ 无界.

例 3.2 设 β(z) = sin z, 此时有

v2(z) = cosu1 sinhu2, |β′(z)|2 = cosh2 u2 − sin2 u1. (3.10)

对于 K, 取 {zn} = arccos π
4 sinhn + in. 于是对任意的 n ∈ N+, 都有 v2(zn) =

π
4 , 故 cos 2v2(zn) ≡ 0.

另一方面, 当 n→ +∞ 时, |β′(zn)|2 = cosh2 n+ π2

16 sinh2 n
− 1 → +∞. 将点列 {zn} 代入 (3.5), 有

|K(zn)| >
64

|µ|2|ρ+ ρ−1|6
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞,

即 K 无界.

对于 K⊥, 将上述点列 {zn} 代入 (3.2), 同样有

|K⊥(zn)| >
32(ρ2 − ρ−2)

|µ|2|ρ+ ρ−1|6
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞,

即 K⊥ 无界.

注 3.2 猜想 1.1是基于对上述例子的观察得到的,事实上,若 β(z) = cos z,则对于任意的 ξ ∈ R,
存在 η ∈ R+, 使得 |ξ| < sinh η. 于是取 {zn} = arcsin −ξ

sinh ηn + iηn. 从而对任一 n, 都有 v2(zn) = ξ, 且

limn→+∞|β′(zn)|2 = limn→+∞(sinh2 ηn+ ξ2

sinh2 ηn
) = +∞.

虽然本文无法证明对于所有超越整函数, K 与 K⊥ 均无界, 但结合定理 2.4、2.6 以及 1.2 的证明

方法, 可以证明若 β(z) 是一类形如 g(z)eP (z) +Q(z) 的特殊超越整函数, 其中 g(z), P (z), Q(z) 均为多

项式, 则 K 与 K⊥ 均无界, 即前述定理 1.4.

定理 1.4 的证明 要证 K 无界, 同样只需证明存在点列 {zn}, 使得 limn→∞ |K(zn)| = +∞. 由

于 β(z) 是超越整函数, 易知 g(z) 为非零多项式, P (z) 为非常值多项式. 由定理 2.6 知, 对于任意的有

限复数 E (除去一个可能的例外), 在 ∞ 的任意去心邻域, 都至少存在一点 z0 使得 eP (z0) = E. 于是

取有限复常数列 {En = n+ it | t ∈ R 为常数, n ∈ N+}, 满足下述条件:
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(i) En 不是例外值, ∀n ∈ N+.

(ii) 2 + (ρ2 + ρ−2) cos 2t = λ1 ̸= 0.

(iii) (ρ−2 − ρ2) sin 2t = λ2 ̸= 0.

则存在满足 limn→∞ |zn| = +∞ 的点列 {zn}, 使得对任一 n, 都有 eP (zn) = En. 事实上, 若取 N1 = 1,

则存在 |z1| > N1, 使得 eP (z1) = E1. 取 N2 = |z1|, 则存在 |z2| > N2, 使得 eP (z2) = E2. 不妨假设 Nk

已取出, 取 Nk+1 = |zk|, 则存在 |zk+1| > Nk, 使得 eP (zk+1) = Ek+1.

考虑对 β(z) 求导, 得到

β′(z) = g′(z)eP (z) + P ′(z)g(z)eP (z) +Q′(z). (3.11)

将上述点列 {zn} 代入 (3.11), 则有

β′(zn) = g′(zn)En + P ′(zn)g(zn)En +Q′(zn).

易知 limn→+∞ |En| = +∞, 且 (g′(zn) + P ′(zn)g(zn))En ̸≡ 0. 从而有 limn→+∞ |β′(zn)| = +∞. 代入

(3.5), 得到

|K(zn)| >
32|λ1|

|µ|2|ρ+ ρ−1|6
|β′(zn)|2 →

n→∞
+∞.

对于 K⊥, 将上述点列 {zn} 代入 (3.2), 同样有

|K⊥(zn)| →
n→∞

+∞.

证毕.

进一步, 对于定理 1.4 中的类空图, 我们自然也期望建立此时 K 和 K⊥ 与图的半径之间的不等

式, 即下述定理.

定理 3.3 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss 映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 若 β(z) =

g(z)eP (z) +Q(z), 其中 P (z) 为首项系数为 cm+1 的 m + 1 次多项式 (m ∈ N), 且 g(z), Q(z) 均为多项

式, 则当 r 充分大时, 存在常数 G ∈ R+, 使得当 |z| 6 r 时, 有

|K| 6 Ge4|cm+1|rm+1

, |K⊥| 6 Ge4|cm+1|rm+1

. (3.12)

证明 易知当 |z| 6 r 时, 有 |ezk | 6 er
k

, ∀ k ∈ N+. 由于 g(z), P (z), Q(z) 均为多项式, 不妨

设 g(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n (an ̸= 0), P (z) = c0 + c1z + · · · + cm+1z

m+1 (cm+1 ̸= 0), Q(z) =

b0 + b1z + · · ·+ blz
l, 其中 n,m, l ∈ N. 则有

|β′(z)|2 = |g(z)P ′(z)eP (z) + g′(z)eP (z) +Q′(z)|2

6 |g(z)P ′(z)eP (z)|2 + |g′(z)eP (z)|2 + |Q′(z)|2.

102



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 1 期

当 |z| 6 r 时, 首先考虑

|g(z)P ′(z)eP (z)|2 = |a0 + a1z + · · ·+ anz
n|2|c1z + · · ·+ (m+ 1)cm+1z

m|2|ec0+c1z+···+cm+1z
m+1

|2

6 (|a0|2 + |a1|2|z|2 + · · ·+ |an|2|z|2n)(|c1|2 + |2c2|2|z|2 + · · ·+ |(m+ 1)cm+1|2|z|2m)

× |ec0 |2|ec1z|2 · · · |ecm+1z
m+1

|2

6 (|a0|2 + |a1|2r2 + · · ·+ |an|2r2n)(|c1|2 + |2c2|2r2 + · · ·+ |(m+ 1)cm+1|2r2m)

× (e|c0|)2(e|c1z|)2 · · · (e|cm+1z
m+1|)2

6 (|a0|2 + |a1|2r2 + · · ·+ |an|2r2n)(|c1|2 + |2c2|2r2 + · · ·+ |(m+ 1)cm+1|2r2m)

× (e2|c0|)(e2|c1|r) · · · (e2|cm+1|rm+1

)

= |an|2r2n
(
1 +

|an−1|2

|an|2
1

r2
+ · · ·+ |a0|2

|an|2
1

r2n

)
e
2|cm+1|rm+1(1+

|cm|
|cm+1|

1
r+···+ |c0|

|cm+1|
1

rm+1 )

× |(m+ 1)cm+1|2r2m
(
1 +

|mcm|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2
+ · · ·+ |c1|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2m

)
.

当 r → +∞ 时, |an−1|2
|an|2

1
r2 + · · ·+ |a0|2

|an|2
1

r2n → 0, 于是存在 r1(1), 使得当 r > r1(1) 时, 有

|an−1|2

|an|2
1

r2
+ · · ·+ |a0|2

|an|2
1

r2n
< 1.

另一方面, 当 r → +∞ 时, |cm|
|cm+1|

1
r + · · ·+ |c0|

|cm+1|
1

rm+1 → 0, 于是存在 r2(
1
2 ), 使得当 r > r2(

1
2 ) 时, 有

|cm|
|cm+1|

1

r
+ · · ·+ |c0|

|cm+1|
1

rm+1
<

1

2
.

同样,当 r → +∞时, |mcm|2
|(m+1)cm+1|2

1
r2 + · · ·+ |c1|2

|(m+1)cm+1|2
1

r2m → 0,于是存在 r3(1),使得当 r > r3(1)时,

|mcm|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2
+ · · ·+ |c1|2

|(m+ 1)cm+1|2
1

r2m
< 1.

故而取 r̃ = max{r1(1), r2( 12 ), r3(1)}, 当 r > r̃ 及 |z| 6 r 时, 有

|g(z)P ′(z)eP (z)|2 6 4|an|2|(m+ 1)cm+1|2r2n+2me3|cm+1|rm+1

. (3.13)

其次考虑 g′(z)eP (z). 易知当 n = 0 时, g′(z)eP (z) = 0. 下设 n > 1, 则当 |z| 6 r 时, 有

|g′(z)eP (z)|2 = |a1 + 2a2z + · · ·+ nanz
n−1|2|ec0+c1z+···+cm+1z

m+1

|2

6 (|a1|2 + |2a2|2r2 + · · ·+ |nan|2r2n−2)(e2|c0|)(e|2c1|r) · · · (e2|cm+1|rm+1

)

= |nan|2r2n−2

(
1 +

|(n− 1)an−1|2

|nan|2
1

r2
+ · · ·+ |a1|2

|nan|2
1

r2n−2

)
× e

2|cm+1|rm+1(1+
|cm|

|cm+1|
1
r+···+ |c0|

|cm+1|
1

rm+1 )
.

当 r → +∞ 时, |(n−1)an−1|2
|nan|2

1
r2 + · · ·+ |a1|2

|nan|2
1

r2n−2 → 0, 于是存在 r4(1), 使得当 r > r4(1) 时, 有

|(n− 1)an−1|2

|nan|2
1

r2
+ · · ·+ |a1|2

|nan|2
1

r2n−2
< 1.

103



倪睿洁等: 4 维 Lorentz 空间中类空极值图的曲率估计

故而, 取 ˜̃r = max{r4(1), r2( 12 )}, 当 r > ˜̃r 及 |z| 6 r 时, 有

|g′(z)eP (z)|2 6 2|nan|2r2n−2e3|cm+1|rm+1

. (3.14)

最后考虑 Q′(z). 易知当 l = 0 时, Q(z) = 0. 下设 l > 1, 则当 |z| 6 r 时, 有

|Q′(z)|2 = |b1 + 2b2z + · · ·+ lblz
l−1|2

6 |lbl|2r2l−2

(
1 +

|(l − 1)bl−1|2

|lbl|2
1

r2
+ · · ·+ |b1|2

|lbl|2
1

r2l−2

)
.

当 r → +∞ 时, |(l−1)bl−1|2
|lbl|2

1
r2 + · · ·+ |b1|2

|lbl|2
1

r2l−2 → 0, 于是存在 r5(1), 使得当 r > r5(1) 时, 有

|(l − 1)bl−1|2

|lbl|2
1

r2
+ · · ·+ |b1|2

|lbl|2
1

r2l−2
< 1.

于是当 r > r5(1) 及 |z| 6 r 时, 有

|Q′(z)|2 6 2|lbl|2r2l−2. (3.15)

记 G1 = max{4|an|2|(m + 1)cm+1|2, 2|nan|2, 2|lbl|2}, 取 r̂ = max{r̃, ˜̃r, r5(1)}, 由 (3.13)–(3.15) 易知, 当

r > ˜̃r 及 |z| 6 r 时, 有

|β′(z)|2 6 4|an|2|(m+ 1)cm+1|2r2n+2me3|cm+1|rm+1

+ 2|nan|2r2n−2e3|cm+1|rm+1

+ 2|lbl|2r2l−2

6 G1(r
2n+2me3|cm+1|rm+1

+ r2n−2e3|cm+1|rm+1

+ r2l−2).

易知 limr→∞
r2n+2me3|cm+1|rm+1

+r2n−2e3|cm+1|rm+1
+r2l−2

e4|cm+1|rm+1 = 0. 则存在 r6(1), 使得当 r > r6(1) 时, 有

r2n+2me3|cm+1|rm+1

+ r2n−2e3|cm+1|rm+1

+ r2l−2

e4|cm+1|rm+1 < 1,

即此时,

r2n+2me3|cm+1|rm+1

+ r2n−2e3|cm+1|rm+1

+ r2l−2 < e4|cm+1|rm+1

.

进一步取 ˆ̂r = max{r̂, r6(1)}, 当 r > ˆ̂r 及 |z| 6 r 时, 有

|β′(z)|2 6 G1e
4|cm+1|rm+1

.

故取 G = max{ 32(2+ρ2+ρ−2)
|µ|2|ρ−ρ−1|6 G1,

32(ρ2−ρ−2)
|µ|2|ρ−ρ−1|6G1}, 则当 r 充分大且 |z| 6 r 时, (3.12) 成立.

对于 β(z) 为一般的超越整函数的情形, 结合定义 2.3, 同样也可以建立 K 和 K⊥ 与图的半径之

间的不等式.

定理 3.4 设 M = graphf := {(x, f(x)) : x ∈ R2} 是 R4
1 中非平坦的全局类空极值图, 其具有

Gauss 映射 (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)), 其中 A,B 为非零常数, β(z) 为非常值的整函数. 若 β(z) 为超

越整函数, 则当 r 充分大时, 存在常数 G ∈ R+, 使得当 |z| 6 r 时, 有

|K| 6 GM2(r, β′(z)), |K⊥| 6 GM2(r, β′(z)). (3.16)
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证明 由定义 2.3, 当 |z| 6 r 时, 可得

|β′(z)|2 6M2(r, β′(z)). (3.17)

于是由 (3.2) 和 (3.17), 当 |z| 6 r 时, 有

|K| 6 32(2 + ρ2 + ρ−2)

|µ|2|ρ− ρ−1|6
M2(r, β′(z)), |K⊥| 6 32(ρ2 − ρ−2)

|µ|2|ρ− ρ−1|6
M2(r, β′(z)).

故取 G = max{ 32(2+ρ2+ρ−2)
|µ|2|ρ−ρ−1|6 ,

32(ρ2−ρ−2)
|µ|2|ρ−ρ−1|6 }, 当 |z| 6 r 时, (3.16) 成立.

注 3.3 由定理 3.4 可知, 对于一般的超越整函数, 若 K 与 K⊥ 均无界, 则此时它们趋向于无

穷的最大速度与其导数在半径为 r 的圆内的最大模有关. 且当 r 充分大时, 对于任意 m ∈ N 和常数
L ∈ R+, 有

Lrm 6M2(r, β′(z)),

即超越整函数的最大模趋向于无穷的速度远大于多项式整函数.

致谢 感谢审稿人的修改意见．
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2 Aĺıas L J, Palmer B. Curvature properties of zero mean curvature surfaces in four-dimensional Lorentzian space forms.

Math Proc Cambridge Philos Soc, 1998, 124: 315–327
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Curvature estimates for spacelike stationary graphs in the
4-dimensional Lorentz space

Ruijie Ni, Changping Wang & Peng Wang

Abstract In this paper, we investigate the curvature estimates for non-flat spacelike stationary graphs in the
4-dimensional Lorentz space R4

1. We first prove the following Bernstein-type theorem: If a spacelike stationary
graph in R4

1 satisfies K 6 0, then K = K⊥ ≡ 0. Furthermore, let (ϕ, ψ) = (Ae−β(z), Be−β(z)) be the Gauss map
of a non-flat complete spacelike stationary graph, where A and B are non-zero constants. We show that when
β(z) is a non-constant polynomial, K is globally bounded if and only if K⊥ is globally bounded if and only if β(z)
is a non-constant linear function. When β(z) is a transcendental entire function of the form g(z)eP (z) + Q(z),
where g(z), P (z) and Q(z) are all polynomials, both K and K⊥ are unbounded. For other general cases, at least
one of the Gauss curvature K and the normal curvature K⊥ is unbounded.

Keywords 4-dimensional Lorentz space, spacelike stationary graphs, entire function, curvature estimates
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