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摘要 讨论 L
一

型域上 T。即lit
z

C
’ 一

代数 C
’

( 。) 所对应广群 G的拓扑结构
.

用 Eu -

d 记 空间加法闭子群的分类方法对 G的单位空间 M
。 的拓扑结构进行 了详细 刻画

.

关链词
一

I
J一

型域 T. p 一it ze
` ·

代数

在文献l] L中
,

我们讨论 了谬 中 L
一

型域上的 T oe p ilt z C
’ 一

代数的一般性质
.

找到了一个广

群
,

它的 c
’ 一

代数忠实地表示 厂L
一

型域上的 T 。叩 ilt z c
’ 一

代数
.

如文献 「l] 所言
,

揭示这个广群

的单位空间 M co 的拓扑结构很重要
.

本文要给 M * 一个细致的刻画
.

设 。 是C
”

中的一个 L
一

型域
,

即对于某些正数 占L ,

…
,

占
。

< 1
,

。 = }二 ` C
“

{ } 二 ,

l< 占, ,

} 二 2 { < 1
,

…
,

} z 。

1< 1 ;

或 } z ; } < 1
,

} z : } < 占2 ,

{ z ,

} < ;l

… ;
或 } 二 , } < l

,

} 二 : { < 1
,

…
,

} 二 。

} < 占
。

}
.

则 口 是一个完备的 R e in h a r d t 域
.

受 M
u h l y 和 R e n a u l t毛Z J及 e u r t。 和 M u h ly L’ J的工作的影响

,

我们在文献【一]中研究了 。 上的 B e r g m a n 空间上的 T o e p li t z e
’ 一

代数 e
’

( 门 )
,

指出 e
’

(。 )与

一个广群 C
’ 一

代数 C
“

( G )同构
.

本文将刻画广群 G 的拓扑结构
.

1 预备知识

M
二 的拓扑结构对应于 E cu h d 空间的加法闭子群的分类

.

以下结果在直线上是众所周知

的 (见文献【4 」)
,

在 一般情形也可能为大多数人所知
.

定理 A E cu idl 空间R N
的任意的加法闭子群 G 必是一个正交和的形式 G 二 G 1

0 c d ,

此处

G I
称为 G 的线性部分

,

它是凡N
的一个线性子空间

,

G d
称为 G 的自由部分

,

是 G 的一个离散

子群
,

如果 G d 是非退化的
,

则有一些线性无关的向量
“ , .

…
, “ 。

使得 G d 二 乙 “ 、
+.

二 + 艺“ , .

用此定理
,

我们得到 以下判断 R N 的加法闭子群在其中稠密的标准
.

定理 l 设 G 是 E cu idl 空间R N的加法闭子群
.

则 G 在况N中稠密的充要条件是对于 R N中

的每个向量
“ ,

G 在 “ 方向上的投影在直线 R u 上稠密
.

证 必要性是显然的
.

反之
,

写 己 = G I
O G d

.

i() 如果 乙,并尺 N及 G d = }川
,

则 G 在每个方 向
“ 任 G户上的投影是 {川

,

矛盾
.
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ii ()如果己
}共砂及 己

d 笋旧 }
,

则有纷性无关的向量
。 1 , “ 2 ,

…
, 。 。

任尺N
使得 乙

d = 艺“ ,
+.

二 + 艺“ 。 .

因为向量
“ , , “ 2 ,

…
, “ 。

是线性无关的
,

矩阵 ( (u
了 , “ ,

>)
。 、 。

是非奇异的
,

此处 .(
, ·

>记 E u -

icl d 内积
.

固定一个
。 一

元有理数 ( 、 , , : 2 ,

…
, 、 。

) 任 q
”

\ }0 }
,

存在一个唯一的
n 一

元实数 ( : l ,

r Z ,

…
, : ,

)任又
”

使得

“ l , “ 月 r t } } sl

( 1 )

r o
J L S 。

、 ,产

月“

:,

n“

尹/、、………
t

、
月

z、 、 、沙了

` .孟̀ .几U“,

…
,

,卫刀““

护

/̀、 J/
几

、

令
“ =

艺 rju
, ,

贝。。 在方向 “ 上的投影是 {}宝
。 、

{南 l
, 。 艺

·

…
·

因 “ ` 1, 5 2 ,

一
是有”

”
,

系数集

…郭
、
{
, 任 艺

·

…必形如艺 `
,

此” · 任 R
, ,

矛盾
·

给定一个实数 x 任 R
,

(二 )表示它的小数部分
.

命 ( x )
’
二 m i n } ( x )

,

( 一 x ) }
.

引理 1 给定有限个实数 y l ,

y Z ,

…
,

了
。

e R
,

存在一列严格上升的自然数 {八
,

}言
= 1
使得

lim ( P m下1
)

’

= 0
,

l im ( P阴 7 2 )
’

= 0
,

…
,

l im ( P m 7
,

)
’

= 0
.

( 2 )

证 我们将用数学归纳法找一列 }p刹满足下列不等式
:

对于 m 任 N

( p
n ,

, 1
丫 <

青
,

( p功 y Z丫 <

青
,

…
,

( p 。 y
。

)
’

<

青 ( 3 )

取 p ; = 1
,

则 ( p l y ; )
’

< 1
,

( p ; y Z )
’

< 1
,

…
,

( p ; y
,

)
’

< 1
.

设 P ; ,

P Z ,

…
,

P m 已经取到满足不等式 (3 )
.

因为集合 } ( ( ly ; )
,

( ly Z )
,

…
,

( ly
。

) ) } l e N }

是 R
月

的有界子集
,

它有一个收敛的子序列
,

比如说 { ( ( l汀 l )
,

(l 汀 2 )
,

…
,

( l汀
,

) ) }岁
一 l收敛

.

存

在一个 自然数 k o ,

使得对于所有的 k > k 。

l (
*̀ y l ) 一 ( `* o y l ) l<

戒
注意到对于 a ,

b 任 R
,

( , , ,
。

卜 ( z* 。 ,
。

) }<

认 ( 4 )

l (
。 ) 一 (占 ) l =

( a 一 b ) 如果 ( a ) ) ( b )
,

( b 一 a ) 如果 ( a ) ( ( b )
.

( 5 )

不等式 ( 4) 等价于下列不等式
:

对于 i = l
,

2
,

…
, n ,

( ,。 ,
,
一 z* 。 , , ) < 丽认或 ( ,* 。 ,

:
一 z* ,

;

) <

法 ( 6 )

令 k 一 m i n {k
`

Ik
’

> k。 且 l*
,

一 l *
。

> 户、 }
,

户, 、 , 一 l* 一 l*
。

·

则不等式 ( 6 )简化为

( p 。 , L , l )
,

气六1
,

…
,

( p 刑
、 ! y

。

,
’

<

洁 ( 7 )

M
oo的结构

设 X 是 M , 在单形 S

S ( 。 ( 1 )
,

…
, 。 ( i ) ) =

S ( 。 ( 1 )
,

…
, 。 ( i ) ) =

X ( 口 ( 1 )
,

…
, 口 ( i ) ) =

中的像
.

对于 1镇 a( 1) < … < 以 i) 毛 n ,

命

} x 任 s }毛 = 0
,

如果 z 去 }。 ( 1 )
,

…
, 。 ( i )日

,

}二 任 s ( 。 ( 1 )
,

…
, 。 ( i川

二 ,
> 0

,

对于 , = a ( 1 )
,

…
, 。 (川

,

X 门 S ( a ( 1 )
,

…
, a ( i ) )

,
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X (。 (1)
,

…
, 。 ( i ) ) = X 门 S ( 。 ( 1 )

,

…
, 。 ( i ) )

.

我们称 X ( 。 ( 1 )
,

…
, 。 ( i ) )是 X 的一个闭面

,

而 X ( 。 ( 1 )
,

…
, 。 ( i ) )是 X 的一个开面

.

所有的

开面和闭面是在二
”

的作用下不变的子集
.

引理 2 开面 X包含子集

D 一

卜
“ :

, 1 ,

“
:
’ 2 ,

…
,

。三
” ·

)
/艺对州p ` 户

作为一个稠密子集
.

卜O一”
n一占0l

一n:~ 、 ~
。 。 、

笠、 、 。 1 1 1 1 、 _ 上
一 ~ 一 一 ~ ~ ln 占

。

nI 氏
砚比 儿址明 入也召 只 l一

,

一
, ’ ` ’ ,

一 1
.

刘 了 回正俐 头袱 石一二丁
,

万 犷
, `

”

\ 1之 n n
/ In o 1 In O Z

存在一列严格上升的自然数 } k刹使得

。: (
走

n .

黯)一
。

,

。: (
* 阴

跌 二 0
,

…
,

hm
In 占

,

k
, 、 .

;一一万一一一

’

In d
n
一

由引理 1

( 8 )

取 P
。

( m ) = 走
n 。 .

对于 n 一 1
,

取

、.产、.产、、.了

90
月.1

护r、、Jl.J1.

占了、、了̀、

少鱼 }
In 占

.

/

In 占

In 戈,n
掩

才刃J,
.
.
恤、

jP ( m ) =

In 占
, ,

一 k ~ ;一一不厂
`

I n 呜

则对于 一 1

【
* 。

黯」
如果

(
` ,

黯)
’

一

{
一 * ,

黯}
,口果

(
* 。

黯)

。 (。 卜 ,
,

( m )

黯…
一

(
` 二 i旦么 }

In氏夕

因此对于 n 一 l

等价地对于 n 一 l

:二卜
( m , 一 。

·

( m )

黯
法叹 8 {气

`” / ;己
” ·
`胡 ’ -

( 12 )

因而对于 一 1

ilm
se

鲜少上丝业生
_ 工

( 1 3 )

习。子`
p ` ,,I ’

一 ` ’ + ’

. ,

~ 、 了1 1 1 、一一一 刃一
, _

分
二 , _

一一
, , ,

一
.

, _

一 人 ~ 一 。 , _

一 ,
, . 、 王 ,

。

从 ” lJ

叭矛矛
”

’ ,

刊仕井四 A 甲
·

田 入 阴小父任
,

匕也色言盯月 阴列 卜水式明点

月

了 一

斌
, 1 ,

穿
2 ,

…
,

丈
” ·

)/ 艺可
气

,

少 = 1

( 14 )

此处 p 任艺
”

.

由 x 的定义
,

X 由下列所有可能的极限点

( , ; . , 2 ,

…
, , 。

卜 ! i: ( “ :
, 1`” ` ’ ,

;
;

, 2`” ` 2 ,

…
,

。
岌

, ·
`”

` ’
) /全

。
:
汽`从 ’ ` 2 ( 1 5 )

组成
,

此处 t t , : 2 ,

…
, ` 。

> 0
.

因此子集 D 在开面 X中稠密
.

同样的方法给出下列推论
.

推论 1 开面 X (武 1 )
,

… 武 i ) )包含子集
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D (。 ( l)
,

…
, 。 ( * ) ) 一

}(
o

,

…
,

。:
” 1 , _ Z P

…
。

占 0)/ 客嵘
)

…
, 。 公

作为它的一个稠密子集
.

一 _
_

~ * 。 , . _ _ _ _ 。
、

一 `
, , ,

一 _ *
, .I 。 } 1 1 1 {一 _ , , 。

~ 。

尼理 2 蚕致化 月
,

M 一 ~ 5 是俩盯的 允妥余忏足 }丽
,

丽
, ”

’ ,

成 }仕喊 上明 袄足
”

证 定义扩 在 R
” 一

生的作用
x + 户 = ( x l + 户1 In 占卜 户

。

In 占已
,

…
,
x

。 一 ; + 户
。 一 :一n 占蕊

一 : 一 户
。

In 占浪) ( 16 )

定义同胚 h : S ~ R
”

h ( l ) = ( In r 、 一 In t
。 ,

In t : 一 In t
。 ,

…
,

In t
。 一 、 一 In t

。

)
,

( 1 7 )

此处 t 任 S

h ( D )

它是 R
” 一 ’

则 h 保持沙 在 S 和 R
” 一

生的作用
.

D 在映射 h 下的像是

= { ( 户 1 In 占圣一 户
。

l

的一个子群
,

记为

n 占毛
,

p Z l n 占呈一 p
。

In 占已
, ,

二 ,

p
, 一 l l n 占长

一 1 一 p
,

In 占浪) } p 任 z
”

它在 u 任 R
” 一 `
方向上的投影是

jP
u ,

In 占{
- 艺 户

。 u ,
In “已 气“ {

P 任 艺
”

.G曰习川

12一占
V一印

一一2U

11一占V一山
考虑系数集 C 二 丸u ,

In 占子
- , 。 z

月

{
·

置
U , -

…
, “ n

aG曰乙川

巧jP
曰习曰刃凡 一 1

In 占乙
一 1

,

则 C =
,
·

(蓉
vj

黯)卜
。 z

·

设秩是
n 我们首先需要证明开面 X与开面 S相等

.

只要证明 D 在 S中稠密即可
.

如果对于某对 ( i
,

, )
,

i
,
z 任 } 1

,

2
,

因此 G
。

在直线R u 上稠密
.

兰是无理数
,

则作 为 R 的子群
,

c 在 R 中稠

vj

ō.几

一n

如果又寸于所有的 ( `
,
, ,

,

`
,

, 任 ’ `
,

2
· ·

一
` }

,

汁是有理数
,

则不失一般性可设所有的 vi

是有理数
,

这可以通过适当乘上一个常数做到
.

从而
v l In 占

。

In 占
,

二一二- + V , 了一下一 十 二
`

I n d - 一 In d Z

In 占
十 v , 一 l

若若
卫we

川
o n 一 l

一定

是无理数
,

因为卉
,

卉
,

…
,

卉在有理数域 Q 上是线性无关的
.

所以系数集 c 在 ; 中稠

~
` “
一一

’

~
/ 砂

ln 仇
’

in 几”
in 占

,

一
’ ` -

一一~ ~ 一一 ~
’

一 -
一

一 `

”
`

” 一
’ 一 ` ’

一
一

『
- 一 一一 ”

`

密
,

因此 G
。

在直线 R “ 上稠密
.

由以上讨论
,

我们看到子群 h ( D )在每个方向
“ 上的投影都在直线 R “ 上稠密

,

因此由定

理 1
,

它在 R
” 一 `
中稠密

,

也即丽面
二 R

” 一 `
.

这证明 D 在 s 中稠密
,

同样在 s 中稠密
.

所以 x 二 5
.

反之
,

如果 ar n

、 {哉
,

成
,

一众{
小于 一 则存在有理数

· 1
, ·

一
使

… 十 V ” 一 1

In 占
,

In 占
。 一 l

是有” ”
·

取 ” 向一 (俞
一

敲 )
,

则 G
。

的系数集是

。 一

{觉
。 “ ,

In ;子
一

全
,
。 “ ,

In 。 : l
, 。 :

·

{
一

1氢
。 vj 一 ,

。

暮
·

豁
e z

”

它是离散的
.

因此 G
。

不在直线 R “
中稠密

.

由定理 1
,

万几汀笋 R
” 一

气矛盾
.
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推论 :女口果 ra n k
:

{

}去
,

…
,

舟
! 一

: ,

不失一般性
,

假设 r
an k川舟

,

…
,

卉 {
一 : ,

则
一

( 1 I I U 1 11 1 0 刀 I
一

} 1 11 0 1 i l l U r 】

X ( 。 ( 1 )
,

…
, 。 (

r

) ) = S ( 。 ( 1 )
,

…
, a ( r ) )

3 n = 3 时的 M co 的详细分类

n 二 3 时
,

我们可以给出 X = M co 的详细分类

,

我们已在文献 〔l] 中详细讨论了 X
.

=a)卜=i)
1 1 1 1

f a fl k
.

o

l 不下丁
, ;一不丁

. 玉一二二
’

\ In 口 1 In d Z I n 百

r a n k (哉
,

咸
,

蔚

(咸
,

咸
,

篇

3
,

我们已在第 2 节中详细讨论了 x ( 见定理 2 和推论 2 )
.

2
,

不失一般性设卉
一 : ,

卉
+ : 2

卉
,

此处
: 1 , : 2 任场

1 11 0 3 1 1 1 0 1 I n o Z

情形 I
一

,

二
、

_ _
、

_
.

_ _ . , 、

_
, 、 、 _ , ,

_ _
,

In 占
飞

_
.

_ _
, .

_
二

系致 rl 或 勺 是岑
.

小天一股性 仗 r2 = 0
.

在这押情 堆门
一 石-

是有理 的
,

囚此
立n o l

In 占
牛华及岁偿牛是 无理 的
1 1 1 0 2 I n o Z

In 占
所 以 开面 X ( 1

,

3 )是离散的
,

而 X ( 1
,

2 )和 X ( 2
,

3 )分 别与 S ( 1
,

2 )和

S ( 2
,

3 )相等
.

为得到 X 的图象
,

我们应用同胚 h : 5 ~ 豆2
.

D 在映射 h 下的像 ( 见 ( 17) 式 )是
, ,

~
、 ` 、 、 ,

, 、 , . 、 。
. 、 , 、 , 二 ~ ; ,

。
、 :

_

ln 占3 。 一
, 二 二` 、

, 。 b
.

, , 。 ,

~ ~
力 L口 ) = l p 一I n 。了一 p 3 l n d三

,

户Z l n 百乏一 p 3 ln d 玉) l p 七 。 一

卜 困 刀 蔽二玉二足 月 多里阴
,

工已刀万
,

几灶整戮
1 I I U I “

_ _ 二
。 。

.

_

二
, . * _ _ _

、

_
、 _ ,

~
, .

In 占子 _
.

“ ,

“ 互素
,

由 }。 , ln 封 一 。 `n昭 }。 ; ,

九 ` R }生成 的闭子群是离散 的艺景
,

而 由 } 、 ’ “ 砚
-

, 、 , .
_
、

_ _ _
、

_ _

二
_

_ 二

_
, ,

_ 一

—
,

_ ln 韶
, 3’ “ “盆叭

,

” 3任叫 生成的闭子群是整个直线
·

因此群 “ ( D )包含于厄
号

` R 中
·

给定 t 任获
,

存在一个序列 { ( P Z ( m )
,

P 3 ( m 川器
,
使得

1im ( , 2 ( ,,l ) In 。圣
一 户3 ( m ) In : ; ) 一 工 ( 18 )

对于 。 , 二 1
,

2
,

…
,

取 P l ( m ) 二 bP
3
( m )

,

则有

li m ( 户 1
( m ) I

n 占子

一im ( “ 户2 ( ,,l ) In 占l

a P 3 ( m ) I
n占

一 a p 3 ( m ) In占

_ ,

l
, 、 , 、

b \
= 1l m In d 丁1 p l L m ) 一 a p 3 L m ) 万 j = `j

,

\ “ , ( 1 9 )

= t
.

从而 )改D )的线性部分是 {0 } x R
.

因为自由部分与线性部分垂直刀i (动的自由部分一定形

In占
,

0

!
,

此处 · 是个自然数
·

* *
。 、 ,

二
、
厂 _ , ,*

、 。 1 、 , , 、 ,
ln 时 , 「九 in 占3

1
。

, . _ 二 , 廿 、 , _

t犷位一 ^’J L P L,

P 3) 七 白
一

1丈 1寻 P l m O I 一 P 3l n o 互=

—
·

联 P Z = } 瓦 了一 l
,

州刘丁禾 l
一 t 七 优

“ L i l l t, Z J

有 P Z nI 战一 P 3 in 战 = ,
.

从而点

以
(呵

,

0
)在群丽厕 中

.

I n 占 ,

,

)
在群石而万中

·

因为 In占 \ 1 In 占子 \

0
)
一

(1 一
, `

)
一 ( 0

, ` )
,

肺

总之
,

h ( D ) = 二
In 占圣

刘良
.

从几何上来看
,

h( D )由可数无限条平行于坐标轴的直线组成
.
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: L

一

型域上To el i n
t:

算子代数的广群结构 1 089

~ , 一
, , 、

} In 占
、

{ _
、

一
、 , _

_
, ,

么
、 。 , 、

_ , ~

弟 ” 余且找 {
”

了 }
x 长 记为 氛

, `

匕的参数万程是

…
In 占子

yl = n es

丁
’

, 任 R
,

y Z = t
,

( 2 0 )

它在 S 的逆图象的参数方程是

e x p ( ( n In 占圣) /
a )

一 e x p ( ( , In 占圣) /
a ) + e x p t + 1

’

_ e x P t

一 e x p ( ( , In 占子) /
“ ) + e x p , + 1

’

1

一 e x p ( ( n In 占圣) /
a ) + e x p t + 一

’

t 任 R
.

( 2 1 )

因此
,

在开的单形 g中
,

父由可数无限条开曲线组成
,

( 0
,

1
,

0 )是它们的一个共公端点而 戈(1
,

e x p ( ( n In 占圣) /
a )

e x p ( ( n In 占圣) /
。 ) + 一

’

1 、 口 _
, 、 _ , ,

~
, 、

… 。 一 _
_

、

U ,

一一万丁一丁只石万丁一干万刃 l足匕 IIJ 的乃一
z l’ 瑞点又见田 l )

.

e x P气L n I n o l ) / a ) 宁 1 /

点故上
内、à

一 _
,

_ _
_

二 _ , .

_
二 _ .

In 占
1

情形 l
r ,

和
: 2

都非零
.

此时
,

井二子
,

’

“
’

- 一 ” ”
’

`

一
” 、 `

一
, ’

ln 占2 ’

羚
和
羚

是无理的
,

因此 众 1
,

: )
.

众 1
.

3 )
.

戈
In 占3 ” ’

In 占3 ~
` “
一

“ ` ’

~ 护 · “
` 人 , · ` ,

一
、 人 , 。 / , 艺 !

( 2
,

3 )分别与 S ( 1
,

2 )
,

S ( 1
,

3 )
,

S ( 2
,

3 )相等
.

然

而
,

X不与 5相等

因此
,

对于某个
“ 任 R Z

沥丽叮注 L ① Z “ 且

u 上 L 以及 “ 、 , “ 2井 0
.

相差一个因子 1 或者
一 1

,

“
由h ( D )唯一确定

.

易证明
u
是 L 中的唯一的

方 向使得群订万歹在这个方 向上的投影是离散的
.

下面我们就来确定这个方向
.

( 1
.

0
,

0 )

图 1

秩 = 2
. r Z = 0

设 : , 一 鱼
, : 2 一 鱼

以 1 “ 2

,

此处 ( a l ,

占1 )互素
,

( a Z ,

占2 )互素
, a , , a : > 0

.

取
v ,

b 1 1
二 一万二万

, v Z =
“ 1 In d l

b Z I 。
. ,

一
一一一

, 、 , 。 , _

~ , ,

。 } l

了丁一又压
,
纵Uh L口 )仕 力 l叫 ;v 二 Lvl

,

如 少工的仪那足 } l
u Z l n 口乏 ( \

b 一 b ,

p `

不
十 p ,

不
一 p , )副

, 任

朴
它是澎 的

离散子群
.

因此 Z“ =
1l b : b ,

! ( p
`

不
十 p ,

丈
一 p , )副

, e

科
易证明 _ v ,

.LI ` L

“ 一 万下 丫不万下而
, 笋` , 工

L u l , u Z J I 刀 l

【a , , a : 〕记它们的最小公倍数
.

命
“ 上 :二 ( 一 、 2 , 。 l

)
,

则轰飞工汀二 R 。 土 0 2
。 ,

它由可数无限条平行于
“ 1 的直线组成

.

记

第
n
条直线为 L

” ,

它的方程是

一一 yl 十

“ 2

u

子+
“

= 一 寸 yl 十 n

U 2

} + “
l

“ 2

a Z吞1In 占2

a 一b Z ln 占1 y
l + n

u

圣+
u

圣
砚 2

,

yl 任R
,

(力 )
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它的斜率
a 2b l ln占 2

a 1b Zlna l非零
.

它在 S中的逆图象的方程是

e xPt

+

、、

1
.

产
勺ó -e xp, + 二 p

(
- a 2 b l l n 占2

a 一b Z l n占l
l 十 2之

+ u

盖
“ 2

2塑
n+竺u2e X P

+ U

“ 2

( 2 3 ),
;
`

U+
今̀.

e x P t + e x P

a 2 b 1 In 占2

a 1b Z l n 占l

任 恨;

t + 户子

“ 2

e x P t + e x P

a 2 b 1 In 占2

a . b Z l n 占i
+ 超

u

子+ u

呈
十 l

、、飞万卫月了一、、几rt.r产

一
。

了产.lr、、一
`

万了尹...、、

l,4飞了l’了

产

|…
! .|

J

、

…
.

|

(0
,

0
,

l )

é( 1
.

0
,

0 )

图 2

因此在开单形 S 中
,

X 由可数 无限 条开 曲线

组成
.

_
二

.
、

“ ,

b
:

In 占
, _

.

如果斜率 h : = = 兰井井子 < 0
.

则 ( 0
,

1
,

0) 和a 一b Z l n 占l - - , , 、 · ·

一
,
一

,
二

,

( 1
,

0
,

0 )是这些曲线的公共端点 ( 见图 2 )
.

如果 0 ( k ( l
,

则 ( 0
,

0
,

l )和 ( 1
,

0
,

0 )是这些

曲线的公共端点 ( 见图 3)
.

如果 k ) l
,

则 ( 0
,

()
,

l )和 ( ()
,

1
,

0 )是这些 曲线

的公共端点 ( 见图 4)
.

秩
一

2
.

k < 0

(O
,

( )
.

1 ) (0
.

0
.

1)

( 0 ())
( l

,

f)
.

0 )

图 3

秩 = 2
.

0 ( k ( l

图 4

秩 二 2
, k > 1
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