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摘要 线性算子动力系统主要研究线性算子的超循环性、混沌性、混合性等动力学性质,它与复分析、

算子理论、拓扑理论、微分几何等学科有着重要的联系,有广泛的应用范围.作用在无穷维空间上的某

些线性算子有着有趣的动力学性质. 特别地, 超循环性是无穷维空间情形下的性质, 即算子迭代形成

的轨道能形成稠密的子空间. 一个局部凸的完备度量空间存在超循环算子的充分必要条件是空间可分

且是无穷维的. 近几十年来, 线性算子动力系统的研究成为非常活跃的领域, 并有了许多精彩的研究

成果. 本文将对线性算子动力系统的研究内容进行系统的梳理, 并对近年来关于线性算子动力性质方

面的精彩研究成果作简要的回顾和总结, 其中也包括本课题组近年来关于此方向的研究结论.
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1 引言

线性动力系统是泛函分析中年轻且发展迅速的重要分支, 主要涉及线性算子迭代, 即在无穷维可

分的某些拓扑向量空间上的线性算子在向量迭代下的集合 (称为该算子的轨道) 在该空间中是否稠密

的问题. 具体而言, 对于作用在拓扑向量空间 X 上的有界线性算子 T , 如果存在向量 x ∈ X 使得轨道

orb(T, x) = {Tnx : n = 0, 1, . . .} (或者 {λTnx : λ ∈ C, n = 0, 1, 2, . . .}) 在 X 中稠密, 则算子 T 是超循

环的 (hypercyclic) (或者, 亚超循环的 (supercyclic)).

最早关于线性动力系统的研究是, 1929 年 Birkhoff [1] 证明了复平面上整函数空间上的平移算

子是 hypercyclic; 其后, 1952 年 Maclane [2] 证明了同一空间上的微分算子也具有超循环性; 1969 年

Rolewicz [3] 首次给出了 Banach 空间上某类移位算子的超循环性. 不过线性动力系统学科真正的发展

却是在 1982 年 Kitai 的博士学位论文 [4] 发表之后, 该文讨论了线性算子的不变子集问题, 并给出判

断超循环的一个准则.值得一提的是, Kitai的博士学位论文也显示了线性动力系统与算子理论中著名

的不变子空间 (或不变子集)问题的密切关系.事实上,很容易证明: 拓扑向量空间 X 上的线性算子 T

没有非平凡的闭的不变子空间 (或不变子集)当且仅当该空间里任一非零元都是循环的 (或超循环的).
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此后, 在众多数学家的辛勤努力下, 该学科发展迅猛, 尤其是文献 [5–7] 的研究工作, 对此学科的

发展起了极其重要的作用. 其中,文献 [5]不但完整描述了超循环算子类的性质,而且将 Devaney混沌

(chaos) 的概念作为了线性混沌 (linear chaos) 的定义: 如果一个线性算子有一个稠密的轨道且周期点

是稠密的, 则此线性算子是混沌的 (chaotic); 同时证明了包括三个经典算子 Birkhoff 算子、MacLane

算子和 Rolewicz 算子在内的许多算子都是混沌的.

线性动力系统蕴含的内容极其丰富, 它属于数学几个不同领域的交叉学科, 与其他学科关系密切.

1.1 与拓扑动力系统的关系

由于超循环的定义不需要线性结构,故对于作用在拓扑向量空间 X 上的任意连续映射 T ,此定义

也是有意义的. 事实上, 拥有稠密轨道的连续映射也是拓扑动力系统中重要的研究内容.

在拓扑动力系统中, 通常设定的底空间是紧拓扑空间, 且紧致性是讨论的基本方面. 而在线性动

力系统中, 由于线性算子的超循环性是无穷维数可分情形下的性质, 故底空间不可能是紧致的和局部

紧致的. 因此, 拓扑动力系统中的研究方法和研究工具无法应用到线性动力系统中来. 从而在线性动

力系统的研究过程中, 我们会发现许多有趣的现象和结论.

1.2 与算子理论的关系

超循环的概念是从更早的循环的概念引申而来. 如果对于作用在拓扑向量空间 X 上的线性算

子 T , 存在向量 x ∈ X 使得轨道 orb(T, x) 的线性扩张在 X 上稠密, 则算子 T 是循环的 (cyclic). 此定

义与著名的子空间问题关系很密切.对于作用在拓扑向量空间 X 上的线性算子 T ,是否能够找到非平

凡的闭子空间 F ⊆ X, 使得 T (F ) ⊆ F? 显然, 算子 T 在任意向量下轨道线性扩张的闭包是 T 的不变

子空间. 因此, 算子 T 没有非平凡的不变闭子空间的充要条件是, 任意非零向量 x ∈ X 是算子 T 的

循环向量.

类似地, 不变子集的问题就是, 是否任意的算子有非平凡的不变的闭子集合. 由于算子 T 的任意

轨道的闭包对于 T 是不变闭子集, 从而, 算子 T 没有非平凡的不变的闭子集当且仅当任意的非零向

量 x ∈ X 是算子 T 的超循环向量. 对于不变子空间的问题, 尽管众多数学家作出了积极努力, 但还有

许多未解决的问题, 尤其是对于 Hilbert 空间的算子情形. 对于 Banach 空间, Read [8] 构造了作用在

l1(N) 上的算子 T , 使得任意的非零向量 x ∈ l1(N) 都是超循环向量. 这就意味着对于空间 l1, 不变子

集的问题有一个否定的结论.

1.3 与普适性的关系

对于拓扑空间 X 和 Y , 设 (Ti)i∈I 是连续映射 Ti : X → Y 组成的算子族. 如果存在 x ∈ X, 使

得集合 {Ti(x); i ∈ I} 在空间 Y 中稠密, 则称算子族 (Ti)i∈I 是普适的 (universal). Fekete 在 1914 年

第一次给出了普适性的例子,他发现了普适 Taylor级数
∑
n>1 ant

n,即对于作用在 [−1, 1]上的任意连

续函数 g 且 g(0) = 0, 存在递增的正整数序列 (nk), 使得随着 k → ∞, 级数
∑nk

k=1 ank
tnk 一致趋向于

g(t), 这里 X = CN, Y 是作用在 [−1, 1] 上且固定零点的所有连续函数的全体且 Ti((an)) =
∑i
n=1 ant

n,

i > 1. 之后, Grosse-Erdmann [6] 系统研究了算子族的普适性质.

如果 X = Y 且算子族 (Ti)i∈N 是由单个算子 T 迭代形成的算子列, 则容易看出超循环实际是普

适性的一个特殊情形. 尽管如此, 关于超循环的许多结论都可以被推广到更一般的普适算子族的情形

中. 而对于单个算子迭代形成轨道的研究, 可以利用许多工具, 如算子的谱理论等.
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由于线性动力系统与数学其他众多分支的联系也极其密切,故此方向的魅力之一便是使用观点和

技巧的多样性. 复分析、函数空间理论、拓扑理论、算子理论、逼近原理、概率论以及数论等方面的知

识、结论和方法在线性动力系统的研究中都起到了重要的作用.

近 40 年来, 在以 Shapiro, Montes-Rodriguez, Grosse-Erdmann, Peris 和 Bayart 等为代表的众多

学者的努力下, 线性算子动力系统的研究取得了丰硕的成果. 这些成果以及线性动力系统的相关介绍

都体现在 2009 和 2011 年先后出版的两部专著中, 参见文献 [9, 10].

本文将对近年来关于线性动力系统方面的精彩成果和结论从五个方面作系统的梳理和回顾,其中

也包括本课题组近年来关于此方向的研究结论.

2 超循环性质与亚超循环性质

2.1 超循环性质

众所周知,对于作用在拓扑向量空间 X 上的线性算子 T ,如果存在向量 x ∈ X,使得集合 {Tnx, n
> 0} 在 X 中稠密, 则算子 T 是超循环的; 如果存在向量 x ∈ X, 使得投影轨道 {λTnx, λ ∈ C, n > 0}
在 X 中稠密, 则算子 T 是亚超循环的; 在弱拓扑下, 若对应的性质成立, 则称算子 T 是弱超循环的或

者是弱亚超循环的. 文献 [9, 10] 对超循环算子都有详尽的描述.

如果算子 T 是可逆的, 则它是超循环的当且仅当 T−1 是超循环的. 设 1 6 p <∞. 空间

lp :=

{
x = (xn)n ∈ KN;

∞∑
n=1

|xn|p <∞
}

赋予范数 ∥x∥ := (
∑∞
n=1 |xn|p)1/p, 此空间是 Banach 空间. 特别地, l2 在内积 ⟨x, y⟩ :=

∑∞
n=1 xnyn 下

是 Hilbert 空间. 另外, 类似可定义空间 lp(Z).
作用在复值平方求和序列空间 l2 上的左移位算子 B, 定义为 B(a0, a1, a2, . . .) = (a1, a2, a3, . . .).因

为左移位算子 B 是压缩映射, 故 B 本身不是超循环的. 但 Rolewicz [3] 证明了, 如果 B 是左移位变换,

则 λB 是超循环的当且仅当 |λ| > 1.

Rosa [11] 讨论了哪些算子是弱超循环的并且结合超循环算子的性质, 对于弱超循环算子 T , 给出

了以下结论:

(i) 作用在直和空间 lp(N)⊕ lp(N) (1 6 p <∞) 上的算子直和 T ⊕ T 不一定是弱超循环的;

(ii) 对于任意的 n > 1, Tn 是弱超循环的;

(iii) 对于所有的 λ ∈ C, |λ| = 1, λT 是弱超循环的.

因此, 弱超循环算子同超循环算子有许多相似的性质, 例如, 弱超循环算子的伴随同样没有特征

值且其谱的每一个连通分支都与单位圆周有交集等.

Godefroy 和 Shapiro [5] 证明了在每一可分的 Banach 空间 X 上, 超循环等价于拓扑传递 (transi-

tivity), 即对于任意的非空开集 U, V ⊆ X, 存在 n ∈ N, Tn(U) ∩ V ̸= ∅. Chan [12] 说明了作用在可分

的无限维复 Hilbert 空间 H 上的超循环算子集在强算子拓扑下是稠密集. 而且超循环算子集的线性

扩张在算子范数拓扑下是稠密的. 非超循环算子集在有界线性算子 B(H) 中稠密, 但是超循环算子在

B(H) 中的闭单位球的补集中不稠密. Rezai [13] 刻画了在弱拓扑下, 作用在自反 Banach 空间 X 上线

性算子的拓扑传递性质;并指出在弱拓扑下,作用在 X 上的有界开集上的线性传递算子一定是弱超循

环的. 也就是说, 若线性算子是超循环的, 则一定存在稠密的子空间, 使得其任意非零向量都是超循环

向量.
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Ansari [14] 证明了在所有的无限维的可分的 Banach 空间上都存在作用在上面的超循环算子. 另

一方面, 超循环算子不可能作用在有限维的 Banach 空间上. 如果算子 T 是超循环的, 则任意的非零

幂 Tn 也是超循环的, 参见文献 [15]. Bakkali 和 Tajmouati [16] 对作用在 Banach 空间和 Hilbert 空间

上的超循环和亚超循环算子的谱作了细致的刻画.

Kitai 在 1982 年博士学位论文 [4] 中给出了判断算子是超循环的充分条件, 即超循环标准: 设 T

是作用在可分的无限维的 Fréchet 空间 X 上的有界线性算子. 假设存在严格递增的正整数序列

{nk}k∈N ⊂ N, 稠密子集 X0, Y0 和映射 Snk
: Y0 → X 使得

(i) Tnk 在 X0 上逐点地趋向于零;

(ii) Snk
在 Y0 上逐点趋向于零;

(iii) TnkSnk
在 Y0 上逐点趋向于恒等映射,

则算子 T 是超循环的.

之后, Gether和 Shapiro [17]用 Baire纲定理重新证明了超循环标准,并对其形式作了改进. 超循环

标准是用来判断一个算子是否是超循环的充分条件,在许多空间上证明算子的超循环性发挥着巨大作

用. 但是, 相当长时期内, 学者们都证明不了这个准则是否也是一个必要条件. 后来, Rosa 和 Read [18]

回答了这个难题, 他们构造了一个 Hilbert 空间上的超循环算子不满足超循环标准, 之后, Bayart 和

Matheron [19] 对上述例子作了改进. 由于这些例子中的空间都非常特殊, 于是, 常见拓扑向量空间上

超循环标准是否是一个必要条件仍有待解决. 判断一个算子是否是超循环很大程度上都依赖于超循环

标准, 到目前为止还没有一个充分必要条件.

Bès 和 Peris [20] 证明了作用在可分的 Fréchet 空间 X 上的有界线性算子 T 满足超循环标准当且

仅当作用在直和空间 X ⊕X 上的算子直和 T ⊕ T 是超循环的. 而且如果算子 T 满足超循环标准, 则

任意 n ∈ N, Tn 也满足超循环标准.

自然数集 N 中的子集 A 的下密度定义为

dens(A) = lim inf
N→∞

card{0 6 n 6 N ;n ∈ A}
N + 1

.

如果存在向量 x ∈ X, 对于任意非空开集 U ⊆ X, 满足 dens{n ∈ N, Tnx ∈ U} > 0,则称算子 T 是频繁

超循环的 (frequently hypercyclic) 且向量 x 是算子 T 的频繁超循环向量.

Bayart 和 Grivaux [21] 给出了判断算子是频繁超循环的充分条件, 即频繁超循环标准: 对于作用

在可分的 Banach 空间 X 上的有界线性算子, 如果存在稠密的子集 X0 ⊆ X 和映射 S : X0 → X0, 对

任意的 x ∈ X0, 满足

(i)
∑∞
n=0 ∥Tnx∥ 收敛;

(ii)
∑∞
n=0 ∥Snx∥ 收敛;

(iii) TSx = x,

则算子 T 是频繁超循环的.

文献 [22,23] 推广了频繁超循环标准. 更多关于频繁超循环性质的细节可参见文献 [9, 第 9 章].

设 Bn 是 Cn 中的 n 维单位开球, 特别地, 当 n = 1 时, D = B1 是平面中的单位圆盘. 作用在全纯

函数空间 H(Bn) 上的复合算子 Cφ 定义为 (Cφf)(z) = (f ◦ φ)(z), 这里 H(Bn) 表示作用在 Bn 上全纯
函数全体且 φ是作用在 Bn 上的全纯自映射. 由 ψ ∈ H(Bn)诱导的乘算子 Mψ 定义为 Mψ(f) = ψ · f ,
则由 φ 和 ψ 诱导的加权复合算子 Wψ,φ, 定义为 Wψ,φ =MψCφ.
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Chen 和 Zhou [24] 证明了, 如果 φ 有内部不动点 w 且 ψ ∈ H(Bn) 满足

|ψ(w)| < 1 < lim
|z|→1

inf |ψ(z)|,

则伴随算子 W ∗
ψ,φ 是超循环的, 此结论推广了 Yousefi 和 Rezaei [25] 的工作.

对于拟凸域 Ω ⊆ Cn 和作用在 Ω 上的全纯自映射 φ, Zajac [26] 刻画了作用在 H(Ω) 上的复合算

子 Cφ 的超循环性质. 而且,在单连通域或者无穷连通域的情形下, 复合算子 Cφ 的超循环性质可以推

出其是遗传超循环的 (hereditarily hypercyclic), 即 Cφ ⊕ Cφ 是超循环的, 可参见文献 [20].

对于作用在 [0, 1] 上的可测自映射 φ 和 f ∈ Lp[0, 1], 1 6 p 6 ∞, Volterra 型复合算子定义为

(Vφf)(x) =

∫ φ(x)

0

f(t)dt

作用在空间 Lp[0, 1] 上的算子 Vφ 是可测的且是紧致的. 特别地, 若 φ 是恒等映射, 则这些算子就是经

典的 Volterra 算子. Montes-Rodŕıguez 等学者在文献 [27] 中讨论了 Volterra 型复合算子谱的性质, 之

后又在文献 [28] 中继续讨论了 Volterra型复合算子循环和超循环的性质. 假设空间 X = C0[0, 1) 是赋

予紧开拓扑的由固定零点的连续函数组成的 Fréchet 空间. Herzog 和 Weber [29] 证明了, 对于作用在

空间 C0[0, 1) 上的 Volterra 型复合算子 Vφ, 如果 φ(x) = xb, b ∈ (0, 1), 则算子 Vφ 是超循环的. 此结果

被 Montes-Rodŕıguez [28] 作了进一步的推广,并给出以下完备的刻画: 对于 φ ∈ C0[0, 1),下列条件是等

价的:

(i) 若对于 x ∈ (0, 1), φ(x) > x, φ 是严格递增的;

(ii) 算子 Vφ 是弱超循环的;

(iii) 算子 Vφ 是超循环的.

同时, Montes-Rodŕıguez 等人也证明了, 如果 φ 是作用在 [0, 1] 上的连续的严格递增的自映射且 φ(x)

< x, x ∈ (0, 1], 则算子 Vφ 是亚超循环的且 I + Vφ 是超循环的, 从而推广了 Salas 在文献 [30, 31]

中的结果. Shu 等人 [32] 指出, 作用在无限维可分的 Banach 空间上的任意亚超循环算子 T 的共轭集

{L−1TL : L是可逆的}一定存在一个亚超循环算子路径,使得该路径在强算子拓扑下在算子代数中稠

密, 并且如果 σp(T
∗) 是空集, 则此算子路径的公共亚超循环向量是稠密的 Gδ 集.

设 0 < p <∞, B 表示 Cn (n > 1) 中的单位球, Hardy 空间 Hp = Hp(B) 包含所有 f ∈ H(B) 满足

∥f∥pHp = sup
0<r<1

∫
S

|f(rζ)|pdσ(ζ) <∞.

当 1 6 p <∞时, Hp 在范数 ∥·∥Hp 的下是一个 Banach空间. 文献 [33,34]详细讨论了 Hardy空间 H2

上复合算子的超循环性.

假设 ν : D → (0,∞) 是一个有界连续函数, 加权型空间和小加权型空间分别定义为

H∞
ν =

{
f ∈ H(D), ∥f∥ν = sup

z∈D
ν(z)|f(z)| <∞

}
,

H∞
ν,0 =

{
f ∈ H∞

ν , lim
|z|→1

ν(z)|f(z)| = 0
}
.

H∞
ν 和 H∞

ν,0 在范数 ∥ · ∥ν 的定义下都是 Banach 空间. 特别地, 当权函数为 ν(z) = (1− |z|2)α (α > 0)

时, 可得到空间 H∞
α 和 H∞

α,0.
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最近, Bonet [35] 得到了微分算子 D : Hν → Hν 是连续的当且仅当 D : Hν,0 → Hν,0 是连续的, 并

给出了算子 D : Hν,0 → Hν,0 是超循环的一个充要条件, 参见文献 [35, 定理 2.3], 这里空间 Hν 和 Hν,0

是 C 上的加权型解析函数空间, 参见文献 [35, 第 650 页].

由作用在单位圆盘 D 上的解析函数组成的加权 Dirichlet 空间, Sv, v ∈ R, 定义为

Sv =
{
f = z →

∞∑
n=0

anz
n ∈ H(D) : ∥f∥2 =

∞∑
n=0

|an|2(n+ 1)2v <∞
}
.

对于任意的 w ∈ ∂D 和正实数 0 < α < 1, 空间 Lipα(w) 定义为满足下列条件全纯函数的全体,

|u(z)− u(w)| = O(|z − w|α),

这里 z ∈ D(w, δ) 且 D(w, δ) = {z ∈ D, |z − w| < δ} 表示以 w 为心的 Carleson 圆盘.

众所周知, 单位圆盘上的分式线性变换形式为 φ(z) = az+b
cz+d , 这里 ad− bc ̸= 0. 让 LFT(D) 表示单

位圆盘 D到 D的线性分式映射组成的集合,其中把单位圆盘 D满映到 D的映射全体记成 Aut(D),显
然, Aut(D) ⊂ LFT(D) ⊂ S(D). 根据映射不动点的情形把映射分为三类, 参见文献 [36, 第 5 页]: (i) 抛

物型: 在边界 ∂D 上存在不动点. (ii) 双曲型: 吸引不动点在闭单位圆盘 D 内, 另一个不动点在 D 外.

如果另一个不动点在 ∂D 上当且仅当此映射是 D 上的自同构. (iii) 斜驶型和椭圆型: φ ∈ LFT(D) 的
不动点一个在 D 内, 另一个在 D 内.

Gallardo-Gutiérrez 和 Montes-Rodŕıguez [37] 研究了加权型 Dirichlet 空间 Sν 上算子 λCφ 的超循

环性. 此后, Bernal-González 和 Bonilla [38] 进一步刻画了空间 Sν 上算子 λCφ 的频繁超循环性. 在此

基础上, Zhang和 Zhou [39] 讨论了作用在加权 Dirichlet空间上加权复合算子的超循环性质, 并给出了

以下结果:

定理 2.1 设 v 6 0, φ 是抛物自同构或者双曲自同构. 如果算子 uCφ(u) 是幺模常值函数, 则作

用在加权 Dirichlet 空间 Sv 上的加权复合算子 uCφ 是超循环的.

定理 2.2 设 v 6 0, φ 是作用在单位圆盘上双曲非自同构的线性分式自映射, 其 Denjoy-Wolff

点为 w. 假设权函数 u 在闭单位圆盘上没有零根, u ∈ Lipα(w) ∩ A(D) 且 ∥u∥∞ = |u(w)|, 若 |u(w)|
> φ′(w)(1−2v)/2, 则算子 uCφ 是超循环的.

Miralles 和 Wolf [40] 根据 φ 的分类刻画了算子 Cφ : H∞
ν,0 → H∞

ν,0 的超循环性: 假设 ν 是 D 上的
权函数, φ ∈ S(D). 如果算子 Cφ : H∞

ν,0 → H∞
ν,0 是连续的, 则下面的结论成立:

(i) 如果 φ ∈ Aut(D) 在 D 内没有不动点, 则 Cφ 是超循环的.

(ii) 如果 φ ∈ LFT(D) 是一个双曲非自同构, 则 Cφ 是超循环的.

(iii) 假设权函数 ν(z) = (1 − |z|2)α, 这里 α 6 1, z ∈ D. 如果 φ ∈ LFT(D) 是一个抛物非自同构,

则 Cφ 不是超循环的.

之后, Liang 和 Zhou [41] 讨论了算子 λCφ : H∞
α,0 → H∞

α,0 的超循环性, 并给出了下列几个结果:

定理 2.3 假设 φ ∈ S(D)是一个双曲非自同构映射且 η 是 φ的边界不动点,则 λCφ 在空间 H∞
α,0

是超循环的当且仅当 |λ| > φ′(η)α.

定理 2.4 假设 φ是单位圆盘上的抛物自同构,则 λCφ 在空间 H∞
α,0 是超循环的当且仅当 |λ| = 1.

定理 2.5 假设 φ 是单位圆盘上双曲自同构且 η 是 φ 的吸引不动点, 则 λCφ 是超循环的当且仅

当 φ′(η)α < |λ| < φ′(η)−α.

符号 K 表示一个复的可分 Hilbert 空间且 {fk}∞k=0 是空间 K 的一组标准正交基, 定义下面两个
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可分空间:

L2(Z,K) :=

{
x = (. . . , x−1, [x0], x1, . . .) : xi ∈ K且

∑
i∈Z

∥xi∥2 <∞
}
,

L2(N,K) :=

{
x = ([x1], x2, . . .) : xi ∈ K且

∑
i∈N

∥xi∥2 <∞
}
.

假设 {An} (n ∈ Z 或 n ∈ N) 是空间 K 上一致有界、可逆对角正算子序列. 显然, 空间 L2(N,K) 上

向前的单侧加权移位算子不是超循环的, 因此只需要考虑空间 L2(N,K) 上向后的单侧加权移位算子,

T ([x1], x2, . . .) = ([A1x2], A2x3, . . .), 这里 x = (xj)j∈N ∈ L2(N,K). 类似地, 设 T 是空间 L2(Z,K) 上向

前的双侧加权移位算子, 即

T (. . . , x−1, [x0], x1, . . .) = (. . . , A−2x−2, [A−1x−1], A0x0, . . .), x = (xj)j∈Z.

假设 T ∈ L(X), (mk) 是一列非负整数序列. 如果对于正整数序列 (mk) 的所有子列 (mkj ), 算子

序列 {Tmkj }j>1 都是超循环的, 则算子 T 关于序列 (mk) 是遗传超循环的 (hereditarily hypercyclic).

如果一个算子 T 关于某个序列 (mk) 是遗传超循环的, 则称该算子 T 为遗传超循环的.

Liang 和 Zhou [42] 在文献 [43] 研究的基础上刻画了加权移位算子的遗传超循环和亚超循环性质,

并给出了以下结论:

定理 2.6 假设 T 是空间 X = L2(N,K)上单侧算子权移位,权序列是 {An}∞n=1,这里 {An}是空
间 K 上一致有界、可逆对角正算子序列, 则 {Tnk}k>1 是超循环的当且仅当对于任意 ϵ > 0 和 q ∈ N
存在充分大 m = m(ϵ, q) ∈ (nk) 满足∥∥∥∥m−1∏

s=0

A−1
j+s

∥∥∥∥ < ϵ, 1 6 j 6 q. (2.1)

定理 2.7 假设 T 是空间 L2(Z,K)上一个向前的双侧算子权移位,它的权序列是 {An}∞n=−∞,这

里 {An} 是空间 K 上一致有界、可逆对角正算子序列. 假设 (mk) ⊂ N, 则下面结论等价:

(i) {Tmk}k>1 是超循环的;

(ii) 对于任意 ϵ > 0 和 q ∈ N, 存在充分大 m = m(ϵ, q) ∈ (mk) 使得对于所有 |j| 6 q, 成立

∥∥∥∥m−1∏
s=0

Aj+s

∥∥∥∥ < ϵ,∥∥∥∥ m∏
s=1

A−1
j−s

∥∥∥∥ < ϵ;

(2.2)

(iii) T 关于 (mk) 的子序列 (nk) 满足超循环标准.

定理 2.8 假设 T 是空间 L2(N,K)上向后的单侧算子权移位,其中权序列为 {An}∞n=1,这里 {An}
是空间 K 上一致有界、可逆对角正算子序列. 假设 (nk) ⊂ N, 则下面结论等价:

(i) T 关于序列 (nk) 是遗传超循环的;

(ii) 对于任意 ϵ > 0 和 q ∈ N, 存在 k0 ∈ N 满足对于所有 k > k0 和 1 6 j 6 q, 成立∥∥∥∥ nk−1∏
s=0

A−1
j+s

∥∥∥∥ < ϵ. (2.3)
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定理 2.9 假设 T 是空间 L2(Z,K) 上向前的双侧算子权移位, 权序列为 {An}∞n=−∞, 这里 {An}
是 K 上一致有界、可逆对角正算子序列并且 {A−1

n } 也是一致有界的序列. 记

M := max
{
sup
n∈Z

∥An∥, sup
n∈Z

∥A−1
n ∥

}
.

假设 (nk) ⊂ N, 则下面结论等价:

(i) T 关于序列 (nk) 是遗传超循环的;

(ii) 对于任意 ϵ > 0 和 q ∈ N, 存在 k0 ∈ N 满足对于所有 k > k0 和 |j| 6 q, 成立

∥∥∥∥ nk−1∏
s=0

Aj+s

∥∥∥∥ < ϵ,∥∥∥∥ nk∏
s=1

A−1
j−s

∥∥∥∥ < ϵ;

(2.4)

(iii) 对于所有 j ∈ Z, 成立

lim
k→∞

∥∥∥∥ j+nk−1∏
s=0

As

∥∥∥∥ = 0, (2.5)

lim
k→∞

∥∥∥∥ j+nk∏
s=1

A−1
−s

∥∥∥∥ = 0. (2.6)

2.2 亚超循环性质

亚超循环算子的定义和性质由 Hilden和Wallen在文献 [44]中首次引入和介绍. 他们证明了作用

在 Hilbert 空间上的所有单边加权左移位算子都是亚超循环的. 近年来, 亚超循环算子的研究取得了

较大的进展. 其中, Salas 在文献 [31] 里刻画了亚超循环的双边加权左移位算子, 并给出了其算子是亚

超循环的充要条件. Montes 和 Salas [45] 进一步研究了亚超循环标准并且给出了与 Salas 的标准等价

的条件. 其他关于亚超循环标准的研究可参见文献 [46,47].

Chan 和 Sanders [48] 引入了算子路径的概念且在文献 [49] 中研究了酉轨道 U(T ) = {U∗TU : U

∈ B(H) 是酉矩阵}. 他们证明了, 如果算子 T 是超循环的, 则酉轨道 U(T ) 包含一个算子路径使其闭
包在强算子拓扑下包含整个酉轨道, 且此路径的公共的超循环向量集合是稠密的 Gδ 集. 关于公共超

循环向量的其他工作包含在文献 [50–55] 中.

Chan 和 Sanders [56] 给出了对于一个算子路径, 公共的亚超循环向量是稠密 Gδ 集的充分条件且

显示了路径中的每一个算子都满足文献 [31] 的亚超循环标准. 对于算子 T , 一个超循环 (或亚超循环)

子空间是指, 存在 X 中一个无限维的闭子空间 M , 使得对于 M 中任意非零向量都是超循环 (或亚超

循环)向量. Bayart [52] 证明了在一个强的超循环的条件下,不可数个超循环算子存在公共的超循环子

空间. 类似的结果可参见文献 [54,57,58].

在公共的超循环向量结构研究的基础上, Zhang和 Zhou [59] 继续讨论了公共的亚超循环向量的结

构, 并给出了以下结论:

定理 2.10 设 H 表示无限维可分的复 Hilbert 空间, 有界线性算子 T ∈ B(H) 是亚超循环的且

σp(T
∗) = ∅, 那么, 存在完全包含于酉轨道 U(T ) 中的算子路径 {Ft ∈ B(H) : t ∈ [0,∞)} 使得它的强算

子闭包包含 U(T ) 且公共的亚超循环向量集合
∩
t∈[0,∞) SC(Ft) 是稠密的 Gδ 集.
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定理 2.11 设算子 Tl,j (l, j ∈ N)是作用在可分的无限维 Banach空间 X 上的有界线性算子. 对

于每一个 l ∈ N, 存在一列递增的正整数序列 {nl,k}k, 满足
(i) 关于数列 {nl,k}k, 算子列 {Tl,j}j∈N 是遗传稠密普适的;

(ii) 在 X 中, 存在一列不增的无限维闭子空间 {Mk}k 满足

sup
k>1,l6k

∥Tl,nl,k
| Mk

∥ <∞,

那么, 存在无限维闭子空间 X1 ⊆ X 使得对于任意非零向量 x ∈ X1 和任意的 l ∈ N, {Tl,kx}k∈N 在空

间 X 中稠密, 即 X1 是公共的普适子空间.

定理 2.12 设 I ⊆ R是一个区间且 {Tt,n}t∈I,n∈N 是作用在可分的有连续范数的 Fréchet空间 X

上的可交换的有界线性算子族. 假定对于任意的紧子区间 K ⊆ I, 存在稠密集 X0 和映射 St,n : X0 →
X, n > 0, t ∈ K, 使得对于任意的 x ∈ X0, 有

(i) 对于 j > 0 和 K 中的 t > µ0 > µ1 > · · · > µj ,
∑j
i=0 Tt,jSj−i(µi)x 一致无条件收敛;

(ii) 对于 j > 0 和 K 中的 t > µ0 > µ1 > · · · ,
∑∞
i=0 Tt,jSj+i(µi)x 一致无条件收敛;

(iii) 对于任意的 ε > 0, 存在某个 δ > 0 使得对于任意的 i > 1 和任意的 t, µ ∈ K, 满足如果

0 6 µ− t < δ
i , 则 ∥Tt,iSµ,ix− x∥ < ε;

(iv) 对于任意的 t ∈ K, 随着 i→ ∞, Tt,ix 一致趋向于 0;

(v) 存在无限维的闭子空间 M0 ⊆ X 使得对于所有的 x ∈M0, t ∈ I, 满足随着 i→ ∞, Tt,ix→ 0,

那么, 算子族 {Tt,n}t∈I,n∈N 有公共的普适子空间.

3 (半) 群、局部紧群和算子 n 元组

3.1 (半) 群和局部紧群

设 K 为实数域 R 或者复数域 C, G 为 K 上 n 阶方阵全体 Mn(K) 中的子半群. 如果存在向量

v ∈ Kn, 使得半群 G 在向量 v 下的轨道 G(v) := {Av : A ∈ G} ⊆ Kn 在 Kn 中稠密, 则称半群 G 是超

循环的; 如果存在向量 v ∈ Kn, 使得 {λAv : A ∈ G,λ ∈ K} 在 Kn 中稠密, 则称半群 G 是亚超循环的.

Javaheri [60] 讨论了有限元生成的算子半群的超循环性质, 并给出了具体的例子, 即存在 n× n 矩阵 A

和 B, 使得对于半群映射 ⟨A,B⟩ 在任意列向量下的轨道在 Kn 中是稠密的. 而且, Ayadi [61] 证明了,

在 Cn 上形成超循环 Abel 半群的矩阵生成元的最小个数是 n+ 1, 由任意有限矩阵元生成的 Abel 半

群映射不是 k- 传递的, 这里 k > 2, 此问题由 Feldman 和 Javaheri [62] 提出.

一个算子 n 元组 T = (T1, T2, . . . , Tn) 表示的是, 作用在局部凸空间 E 上的长度为 n 的可交换连

续线性算子的有限算子序列. 在 Cn 上, Feldman [63] 证明了存在超循环的对角矩阵 n + 1 元组, 但是

不存在超循环的对角矩阵 n 元组. 另外, Shkarin [64] 指出在 Cn 上, 满足算子元组是超循环的最小基

数是 n+ 1, 而在 Rn 上时, 满足算子元组是超循环的最小基数是 n
2 + 5+(−1)n

4 .

对于有界线性算子 T : X → X, 如果对于 X 中的任意非空开集 U 和 V , 存在某个 N > 0, 对

于所有的 n > N , 有 Tn(U) ∩ V ̸= ∅, 则算子 T 是混合的 (mixing). Bermúdez 等人 [65] 刻画了作用在

Banach 空间上的算子的超循环性、拓扑混合性和混沌性质. 作用在任意拓扑向量空间 X 上的超循环

算子一定是拓扑传递的, 如果底空间 X 是完备的可度量化的拓扑向量空间, 则逆命题也是成立的, 即

任意的拓扑传递算子也是超循环算子.
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Bernal 和 Grosse-Erdmann [66] 研究了作用在 Banach 空间上的强算子半群超循环的存在性. Al-

banese 等人 [67] 讨论了强算子半群的动力性质从 Banach 空间推广到 Fréchet 空间的条件. 在 Banach

空间 X 上的每一个范数连续的算子半群都有一个无限生成元, 该生成元是作用在 X 上的连续线性算

子,而此结论在 Fréchet空间上是不成立的. Bayart [68] 证明了存在超循环的强连续算子群使得该群中

包含非超循环的算子. 在线性算子动力系统中, 存在超循环的算子族, 使得该算子族不存在公共的超

循环向量, 可参见文献 [69]. Ayadi 等学者在文献 [70] 中对 GL(n,R) 中具有 (局部) 稠密轨道的 Abel

子半群进行了完备的刻画; 在文献 [71]中讨论了超循环的 Abel仿射群. 而对于有限元生成的群, 此刻

画是具体的. 特别地, 在 Cn 上由任意 n 个仿射映射生成的 Abel 群都没有稠密的轨道.

假设 ρ 是一个容许权函数, ∆ = ∆(α) := {reiθ : r > 0, |θ| 6 α}, 0 < α 6 π/2 是复平面 C 上的一
个扇形区域, 以及蜕化情形 ∆ = R+

0 ,R 或 C. 对于 1 6 p <∞, 定义空间

Lpρ(∆) = {u : ∆ → C : u 可测且有 ∥u∥p <∞}

和空间

C0,ρ(∆) :=
{
u : ∆ → C : u 连续且 lim

τ→∞
u(τ)ρ(τ) = 0

}
,

其中 ∥u∥p := (
∫
∆
|u(τ)|pρ(τ)dτ)1/p, ∥u∥∞ = supτ∈∆ |u(τ)|ρ(τ).

在 Conejero和 Peris [72, 73] 的工作以及 Desch等学者在文献 [74]研究的基础上, Liang和 Zhou [75]

讨论了复扇形区域上平移算子半群的亚超循环性质, 并给出了下面结论:

定理 3.1 假设 {Tt}t∈∆ 是一个平移算子半群.

(i) 如果 ∆ ̸= R+
0 ,R 或 C, 则 {Tt}t∈∆ 是亚超循环的;

(ii) 如果 ∆ = C, 则 {Tt}t∈∆ 是亚超循环的当且仅当对于每一个 θ ∈ C, 都存在趋于 ∞ 的序列
{tk}k ⊂ C, 使得

lim
k→∞

ρ(θ + tk)ρ(θ − tk) = 0.

3.2 算子 n 元组

Yousefi 和 Moghimi [76] 讨论了算子元组是遗传超循环的充分必要条件.

一个 n 元算子元组是指作用于无限维可分 Banach 空间 X 上的由 n 个可交换连续线性算子

T1, T2, . . . , Tn 组成的有限序列. 如果 T = (T1, T2, . . . , Tn) 是一个 n 元算子元组, 则记

F = FT = {T k11 T k22 · · ·T knn : ki > 0, i = 1, 2, . . . , n}

是由算子元组 T 生成的半群. 对于任意 x ∈ X, x在算子元组 T 下的轨道为 orb(T, x) = {Sx : S ∈ F}.
如果轨道 orb(T, x) 在空间 X 中是稠密的, 则向量 x ∈ X 称为算子元组 T 的超循环向量, 此时算子元

组 T 称作是超循环的. 类似地, 如果轨道 Corb(T, x) 在空间 X 中是稠密的, 则向量 x ∈ X 称为算子

元组 T 的亚超循环向量, 此时算子元组 T 称作是亚超循环的. 显然, 当 n = 1 时, 算子元组 T 变成单

个算子.

考虑算子元组 T = (T1, T2) 为一对可交换的连续线性算子, 仍记 F = {T k11 T k22 : ki > 0, i = 1, 2}.
假设 x ∈ X, 则 x 在算子元组 T 下的轨道为

orb(T, x) = {Sx : S ∈ F} = {T k11 T k22 x : ki > 0, i = 1, 2}.
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记号 T 2
d 表示为

T 2
d = {S1 ⊕ S2 : Si ∈ F , i = 1, 2} = {T k11 T k22 ⊕ T k31 T k42 : ki > 0, i = 1, 2, 3, 4}.

如果存在 x1, x2 ∈ X 使得 {W (x1 ⊕ x2) : W ∈ T 2
d } 在 X ⊕X 中是稠密的, 则 T 2

d 称为是超循环的. 类

似地, 如果存在 x1, x2 ∈ X 使得 C{W (x1 ⊕ x2) : W ∈ T 2
d } 在 X ⊕X 中是稠密的, 则 T 2

d 是亚超循环

的. 符号 H 表示由 D 上解析函数组成的无限维可分的 Hilbert 空间.

假设 ω ∈ M(H), φ 是 D 到 D 的解析自映射且满足对于任意 f ∈ H 均有 f ◦ φ ∈ H, 则由闭图像
定理得到加权复合算子 Cω,φ: Cω,φ(f)(z) =MωCφ(f)(z) = ω(z)f(φ(z))是有界的. 映射 φ称为诱导映

射, ω 称为权. Soltani [77] 给出了共轭算子对 (C∗
ω1,φ1

, C∗
ω2,φ2

) 在 Hilbert 空间 H 是超循环的充分条件.

此外, 在 Mω1CφMω2Cφ =Mω2CφMω1Cφ 的前提下, Yousefi [78] 给出了 ((Mω1Cφ)
∗, (Mω2Cφ)

∗) 满足亚

超循环标准的充分条件.

假设对于所有 z ∈ D, ω1(z) 和 ω2(z) 都是非零的且 φ1 和 φ2 满足

φ1 ◦ φ2 = φ2 ◦ φ1, ω1 = ω1 ◦ φ2, ω2 = ω2 ◦ φ1. (3.1)

定义四个集合 A,B,C 和 D 如下:

A =

{
z ∈ D :序列

{ n−1∏
j=0

(ω1 ◦ (φ1)j(z) · ω2 ◦ (φ2)j(z))

}
n

是有界的

}
,

B =

{
z ∈ D : lim

n→∞

n∏
j=1

(ω1 ◦ (φ1)−j(z) · ω2 ◦ (φ2)−j(z))
−1 = 0

}
,

C =

{
z ∈ D : lim

n→∞

n−1∏
j=0

(ω1 ◦ (φ1)j(z) · ω2 ◦ (φ2)j(z)) = 0

}
,

D =

{
z ∈ D :序列

{ n∏
j=1

(ω1 ◦ (φ1)−j(z) · ω2 ◦ (φ2)−j(z))
−1

}
n

是有界的

}
.

Liang 和 Zhou [79] 讨论了作用在 Hilbert 空间上共轭复合算子元组的亚超循环性质, 并给出了以

下的结论:

定理 3.2 假设非零复值函数 ω1(z), ω2(z)和单位圆盘 D上两个自同构 φ1(z), φ2(z)都满足 (3.1)

并成立

M := sup
z∈D

sup
n∈Z

∥k(φ1)n◦(φ2)n(z)∥ <∞. (3.2)

如果下面任何一个条件成立:

(i) 集合 A 和 B 在 D 中有极限点;

(ii) 集合 C 和 D 在 D 中有极限点,

则 (C∗
ω1,φ1

, C∗
ω2,φ2

) 在 H 上是亚超循环的. 此外, T 2
d 在 H⊕H 上是亚超循环的.

定理 3.3 设 H 是自同构不变空间, 非零复值函数 ω1(z), ω2(z) 和在单位圆盘 D 内有不动点 a

的两个椭圆自同构 φ1(z), φ2(z) 都满足 (3.1). 此外, ω1, ω2 : D → C 满足不等式 |ω1(a)ω2(a)| < 1 且存

在 0 < δ < 1 满足对于任意 |z| > 1− δ 成立 |ω1(z)ω2(z)| > 1, 于是, 算子元组 (C∗
ω1,φ1

, C∗
ω2,φ2

) 在 H 上
是亚超循环的. 此外, T 2

d 在 H⊕H 上也是亚超循环的.
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4 拓扑传递和混沌性质

Grosse-Erdmann [6] 将超循环性质与拓扑传递的概念紧密联系起来. Costakis 和 Sambarino [80] 证

明了, 如果 Tn 满足超循环标准, 则算子 T 是混合的, 即对于空间 X 中的任意非空开集 U 和 V , 存在

某个 N > 0,对于所有的 n > N ,有 Tn(U)∩V ̸= ∅. Shkarin [81] 证明了,作用在赋予弱拓扑的拓扑向量

空间上的连续线性算子是混合的充分必要条件是相应的对偶算子没有有限维的不变的子空间. 之后,

Shkarin [82] 刻画了存在混合的强连续算子群的拓扑向量空间类, 证明了存在一类拓扑向量空间, 使得

该空间不存在亚超循环的强连续算子半群.

对于无限维可分的复 Hilbert 空间 H, 算子代数 B(H) 是指从 H 到 H 的所有有界线性算子的全

体. 对于 Hilbert 空间 H 中的基 {ei} 和 A ∈ B(H), ∥A∥2 = [
∑∞
i=1 ∥Aei∥2]

1
2 , 这与基的选取无关. 如果

∥A∥2 < ∞, 则算子 A 称为 Hilbert-Schmidt 算子. 作用在 Hilbert 空间 H 上的 Hilbert-Schmidt 算子

的全体表示为 B2(H). Mart́ınez-Giménez 和 Peris [83] 证明了, 算子 T ∈ B(H) 满足超循环标准 (或者,

是混沌的) 等价于对应的左乘算子在强算子拓扑下是超循环的 (或者, 是混沌的). 在此基础上, Zhang

和 Dong [84] 进一步讨论了相关性质, 并给出了下列结论:

定理 4.1 如果算子 T 关于可连接序列 (nk)k 满足超循环标准,则左乘算子 LT 在 B(H)的强算

子拓扑下是混合的.

定理 4.2 对于作用在 ℓ2 上的加权左移位算子 T 和对应的左乘算子 LT , 则下面条件等价:

(i) 算子 T 关于某个可连接序列满足超循环标准;

(ii) 左乘算子 LT 在 B(H) 的强算子拓扑下是混合的;

(iii) 左乘算子 LT 在 B2(H) 的 ∥ · ∥2 范数拓扑下是混合的;

(iv)对于任意的非空强算子拓扑下开集 U,W ⊂ H且W 包含 0,则回归集NLT (U,W )和NLT (W,U)

是上有限的.

定理 4.3 对于作用在 ℓ2 上的加权左移位算子 T , 则下列条件等价:

(i) 算子 T 关于某个可连接序列满足超循环标准;

(ii) 对于 H 中的任意非空开集 U, V 和包含零的领域 W , 回归集 NT (U,W ) 和 NT (W,V ) 是上有

限的.

对于作用在拓扑向量空间 X 上的连续线性算子 T , 如果存在 n ∈ N, 使得 Tnx = x, 则称 x 是 T

的周期点. 众所周知, 如果对于作用在拓扑向量空间 X 上的线性算子 T , 存在向量 x ∈ X 使得轨道

orb(T, x) 的线性扩张在 X 上稠密, 则算子 T 是循环的 (cyclic); 作用在有限维空间上的许多算子是循

环的但是不存在超循环算子. 如果算子是超循环的且有稠密的周期点, 则该算子是混沌的. Godefroy

和 Shapiro [5] 证明了, 作用在 CN 上的解析函数组成的 Fréchet空间上的任意一个算子 T , 只要其与所

有的平移算子可交换但又不与数乘恒等算子可交换, 则 T 一定是混沌的. Rezaei [85] 讨论了作用在单

位圆盘上的全纯函数空间 H(D) 上的加权复合算子的动力学性质, 即如果对于任意 λ ∈ C, λ ̸= 0 且 φ

在单位圆盘内没有不动点, 则加权复合算子 λCφ 是混沌的.

对于超循环算子 T , 其共轭集合 C(T ) = {L−1TL : 是可逆的} 中的所有算子都是超循环的, 且

此超循环集合在强算子拓扑下在有界线性算子代数中稠密. Chan 和 Saunders [48] 证明了, 作用在可

分的无限维 Banach 空间上的任意超循环算子的共轭集合都包含一个算子路径, 使得此路径在强算子

拓扑下在算子代数中稠密且整个路径的公共的超循环向量集合是一个稠密的 Gδ 集. 之后, Chan 和

Sanders [86] 进一步证明了, 在无限维 Hilbert 空间上, 存在一个混沌算子路径使得该路径在强算子拓

扑下在算子代数中稠密, 且此路径上的所有算子的公共的超循环向量集合也是一个稠密的 Gδ 集.
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对于度量空间 (X, d)和映射 f : X → X,如果存在不可数集 Γ ⊆ X 使得对于任意不同的 x, y ∈ Γ,

满足

lim inf
n

d(fnx, fny) = 0, lim sup
n

d(fnx, fny) > 0, (4.1)

则称映射 f 是 Li-Yorke 混沌的, 这里的不可数集 Γ 称为 scrambled 集.

如果存在 ε > 0 和不可数集 Γε ⊆ X 使得对于任意不同的 x, y ∈ Γε, 满足

lim inf
n→∞

1

n
|{k : d(fkx, fky) < ε, 0 6 k < n}| = 0, (4.2)

lim sup
n→∞

1

n
|{k : d(fkx, fky) < ε, 0 6 k < n}| = 1, (4.3)

则称映射 f 是 distributionally 混沌的, 这里的不可数集 Γε 称为 distributionally ε-scrambled 集, 参

见文献 [87]. 作用在 Fréchet 空间 X 上任意超循环算子在任意平移不变的度量下是 Li-Yorke 混沌

的. 在每一个无限维可分的 Banach 空间上都存在作用在上面的 distributionally 混沌算子并且是超

循环的. Mart́ınez-Giménez 等人在文献 [87] 中说明了在无限维矩阵组成的 Köthe 空间上存在一致

distributionally 混沌的但不是超循环的左移位算子; 之后, 他们又在文献 [88] 中证明了超循环和混合

性质都不是 distributional 混沌的充分条件.

众所周知,对于作用在复 Banach空间上超循环算子 T , |λ| = 1,算子 λT 也是超循环的,但 Bayart

和 Bermúdez [89] 证明了在可分的 Hilbert空间上存在混沌算子 T ,而 λT , |λ| = 1却不是混沌的. Desch

等学者在文献 [74] 中给出了作用在 Banach 空间上的强连续算子半群是混沌的充分条件, 并且用此结

论讨论了常系数微分方程的解半群的动力学性质.

5 子空间超循环性质

Madore 和 Mart́ınez-Avendaño 在文献 [90] 中引入了子空间超循环的概念. 算子 T ∈ B(X) 且 M

是 X 中的非零子空间. 对于子空间 M ,如果存在 x ∈ X 使得 orb(T, x)∩M 在 M 中稠密,则称算子 T

是子空间超循环的, 称 x 是子空间超循环向量; 类似地, 如果存在 x ∈ X 使得 Corb(T, x) ∩M 在 M

中稠密, 则称算子 T 是子空间亚超循环的, 称 x 是子空间亚超循环向量. 同时, 他们也给出了许多类

似超循环的结论. 例如, 存在类似的 Kitai 标准: 如果算子 T 是子空间超循环的, 则算子的谱与单位圆

周有交集; 子空间超循环算子只可能作用在严格的无穷维的可分的空间里; 紧算子和次正规算子一定

不是子空间超循环的. 并且他们给出了判断算子是子空间超循环的子空间超循环标准, 同时构造了一

个算子是子空间超循环但不是超循环的.

另外, Le [91] 优化了 Kitai-like 标准, 证明了如果算子 T 满足比超循环标准更强一点的条件, 则对

于任意有限余维数的子空间, 此算子都是子空间超循环的. Rezai [92] 证明了对于子空间超循环算子 T

和任意实 (复) 多项式 P , 算子 P (T ) 也有相对稠密的值域, 也提出了许多轨道空间稠密性的问题. 之

后, Jiménez-Mungúıa 等学者在文献 [93] 中举例说明了存在子空间超循环算子 T , 其轨道是某处稠密

但不是处处稠密的. 关于子空间超循环和子空间亚超循环的其他例子和性质, 可参见文献 [94,95].

类似地, 对于子空间亚超循环算子, Zhao 等人 [96] 给出了一个子空间亚超循环标准, 且对于一个

有界线性算子的路径,给出了有稠密的公共子空间超循环向量和公共的子空间亚超循环向量的充要条

件. 同时, 他们也构造了一个算子使得此子空间亚超循环的现象不一定只存在于无限维空间里, 证明

了存在子空间亚超循环的但不是亚超循环的算子. Bayart 和 Matheron 在专著 [10] 的定理 1.12 中证
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明了, 如果算子 T 是可逆的, 则 T 是亚超循环的当且仅当逆算子 T−1 是亚超循环的. 而且, 如果算子

T ∈ B(X) 是亚超循环的, 则存在 R > 0 使得圆周 {|z| = R} 与算子 T 的谱的每一个连通分支都有交

集. 圆周 {|z| = R} 称作算子 T 的亚超循环环, 可参见文献 [10, 定理 1.24].

在关于子空间超循环算子研究的基础上, Zhang和 Zhou [97] 讨论子空间亚超循环算子的性质并给

出了以下结果:

定理 5.1 设 T ∈ B(H)且M 是空间X 中的约化子空间. 如果算子 T 关于子空间M 是子空间亚

超循环的,则要么对于所有的 λ ∈ C, ker(T ∗ − λ) ⊆M⊥,要么对于某一个 λ ∈ C\{0}, ker(T ∗ − λ) ⊆M.

特别地, 对于所有的 λ ∈ C 和 p ∈ N, ker(T ∗ − λ) = ker(T ∗ − λ)p.

定理 5.2 设 T ∈ B(X) 且 M 是空间 X 中的非零子空间, 则下面的条件等价:

(1) 算子 T 满足子空间亚超循环标准.

(2) (外子空间亚超循环标准) 存在递增的正整数序列 (nk)k∈N, 稠密的线性子空间 Y0 ⊆ M , 对于

任意的 y ∈ Y0, 稠密的线性子空间 Xy ⊆M , 满足

(i) 存在一列映射 Snk
: Y0 →M 使得对于任意的 y ∈ Y0, (T

nk ◦ Snk
)y → y;

(ii) 对于任意的 y ∈ Y0 和 x ∈ Xy, ∥Tnkx∥∥Snk
y∥ → 0;

(iii) 对于所有的 k ∈ N, M 是 Tnk 的不变子空间.

(3) (内子空间亚超循环标准) 存在递增的正整数序列 (nk)k∈N, 稠密的线性子空间 Y0 ⊆ M , 对于

任意的 y ∈ Y0, 稠密的线性子空间 Xy ⊆M , 满足

(i) 存在一列映射 Sy,nk
: Xy →M 使得对于任意的 x ∈ Xy, T

nk ◦ Sy,nk
x→ x;

(ii) 对于任意的 y ∈ Y0 和 x ∈ Xy, ∥Tnky∥∥Sy,nk
x∥ → 0;

(iii) 对于所有的 k ∈ N, M 是 Tnk 的不变子空间.

定理 5.3 设 T ∈ B(X) 且 M 是空间 X 中的非零闭子空间. 假设存在 M 的子集 X0 和 Y0, 递

增的正整数序列 (nk)k, (λnk
)k ⊆ C\{0}, 其中 Y0 在 M 稠密, 使得下列条件成立:

(i) 对所有的 x ∈ X0, λnk
Tnkx→ 0;

(ii) 对于任意的 y ∈ Y0, 存在 X0 中的序列 (xk)
∞
k=1 且

1

λnk

xk → 0, Tnkxk → y;

(iii) X0 ⊆
∩∞
k=1 T

−nk( 1
λnk

M),

则算子 T 对于子空间 M 是子空间亚超循环的.

6 不交超循环与不交亚超循环性质

不交的超循环算子 (disjointness of hypercyclic operators) 在 2007 年由 Bernal-González [98] 以

及 Bès 和 Peris [99] 分别同时引入, 表示作用于同一空间上的多个算子的直和在拓扑积空间上的超循

环性, 它起源于动力系统中两个动力系统相交的概念. 具体来讲, 对于作用在相同可分的 Fréchet 空

间 X 上的 N > 2 个超循环 (或者, 亚超循环) 算子 T1, . . . , TN , 如果存在一个向量 x ∈ X 使得向

量 (x, . . . , x) ∈ XN 是直和
⊕N

i=1 Ti 作用在积空间 XN 上的超循环 (或者, 亚超循环) 向量, 则算子

T1, . . . , TN 是不交超循环的 (或者, 不交亚超循环的) 且向量 x 称作不交超循环 (或者, 不交亚超循环)

向量.
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如果对于 X 中的任意非空的开集 V0, . . . , VN , 若存在 m ∈ N 使得 V0 ∩ T−1
1,m(V1) ∩ · · · ∩ T−1

N,m(VN )

̸= ∅ (或者, 对于所有的 j > m, 有 V0 ∩ T−1
1,j (V1) ∩ · · · ∩ T−1

N,j(VN ) ̸= ∅), 则称算子序列 (T1,n)
∞
n=1, . . . ,

(TN,n)
∞
n=1 是不交拓扑传递的 (或者, 不交混合的). 特别地, 如果算子 (Tn1 )

∞
n=1, . . . , (T

n
N )∞n=1 是不交

拓扑传递的序列 (或者, 不交混合序列), 则算子 T1, . . . , TN 是不交拓扑传递的 (或者, 不交混合的).

若 X 是可分的且是无限维的, Baire 纲定理和 Birkhoff 传递定理说明, 算子 T1, . . . , TN 是稠密不交

亚超循环的当且仅当对于 X 中任意的非空开集 V0, . . . , VN , 存在 m ∈ N 和 λm ∈ C\{0} 使得 ∅ ̸=
V0 ∩ λ−1

m T−m
1 (V1) ∩ · · · ∩ λ−1

m T−m
N (VN ).

Bès 和 Peris [99] 给出了判断有限个算子是不交超循环的充分条件, 即不交超循环标准: 设 (nk) 是

严格递增的正整数序列, 算子 T1, T2, . . . , TN ∈ B(X). 如果存在 X 中的稠密集 X0, X1, . . . , XN 和映

射 Sl,k : Xl → X (1 6 l 6 N, k ∈ N) 满足

(i) Tnk

l 在 X0 上逐点趋向于零;

(ii) Sl,k 在 Xl 上逐点趋向于零;

(iii) (Tnk

l Si,k − δi,lIdXl
) 在 Xl (1 6 i 6 N) 上逐点趋向于零,

则算子 T1, T2, . . . , TN 是不交超循环的.

后来, Martin [100] 给出了判断算子是不交亚超循环的充分条件, 即不交亚超循环标准: 设 (nk) 是

严格递增的正整数序列, 算子 T1, T2, . . . , TN ∈ B(X). 如果存在 X 中的稠密集 X0, X1, . . . , XN 和映

射 Sl,k : Xl → X (1 6 l 6 N, k ∈ N) 满足

(i) (Tnk

l Si,k − δi,lIdXl
) 在 Xl (1 6 i 6 N) 上逐点趋向于零;

(ii) 对于任意的 x ∈ X0 和 yi ∈ Xi, 有 limk→∞ ∥Tnk

l x∥∥
∑N
j=1 Sj,kyj∥ = 0,

则算子 T1, T2, . . . , TN 是不交亚超循环的.

Bès等人 [101] 刻画了作用在加权 Dirichlet空间 Sv 上的有限个线性分式复合算子的不交超循环性
质和不交亚超循环性质, 并给出了充分必要条件, 也可参见文献 [102].

Shkarin [103] 证明了,对于任意的无限维可分的 Fréchet空间和任意的 N ∈ N, N > 2,一定存在 N

个算子 T1, T2, . . . , TN , 使得这些算子具有不交超循环性质. Salas [104] 进一步指出, 对于任意的无限

维可分的 Banach 空间 X 和任意的 N ∈ N, N > 2 且其对偶空间 X∗ 也可分, 一定存在 N 个算子

T1, T2, . . . , TN , 使得算子 T1, T2, . . . , TN 和对应的伴随算子都是不交超循环的. 之后, Bès 等学者在文

献 [105] 进一步指出, 任意的无限维可分的 Fréchet 空间存在任意有限长度的可交换的不交混合算子.

特别地, 如果底空间是 Banach 空间, 则存在任意有限长度的不交混合的强连续算子半群.

最近, Bès 等学者在文献 [106] 中构造了 N 个算子 T1, T2, . . . , TN , 使得这些算子是不交超循环的

但不是不交弱混合的, 也不满足不交超循环标准. Sandersa 和 Shkarin [107] 进一步证明了, 每一个无限

维可分的 Banach 空间上存在有限个算子 T1, T2, . . . , TN , 它们是不相交弱混合的但不满足不交超循环

标准. 同时, 他们构造了不交超循环算子, 使得这些算子的不交超循环向量集是无处稠密集.

对于任意算子 T ∈ B(H) 和所有的 F ∈ B(H), 左乘算子 LT : B(H) → B(H) 定义为 LTF = TF .

Yousefi 和 Rezaei [108] 证明了, 算子 T ∈ B(H) 满足亚超循环标准等价于对应的左乘算子在强算子拓

扑下是亚超循环的. Zhang 和 Zhou [109] 把对应结果推广到不交亚超循环算子相关的情形中, 并给出

了以下结果:

定理 6.1 设算子 T1, . . . , TN ∈ B(H), 这里 N > 2, 则下面条件等价:

(i) 算子 T1, . . . , TN ∈ B(H) 满足不交亚超循环标准;

(ii) 算子
⊕∞

n=1 T1, . . . ,
⊕∞

n=1 TN 作用在
⊕∞

n=1H 上是稠密不交亚超循环的;
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(iii) 对任意的 r ∈ N, 算子
r︷ ︸︸ ︷

T1 ⊕ · · · ⊕ T1, . . . ,

r︷ ︸︸ ︷
TN ⊕ · · · ⊕ TN 作用在 Hr 上是稠密不交亚超循环的.

定理 6.2 假定 Ti ∈ B(H) (i = 1, . . . , N) 且对应的左乘算子 LTi : B(H) → B(H) (i = 1, . . . , N),

N > 2, 则下列结论等价:

(i) 算子 T1, . . . , TN 满足不交亚超循环标准;

(ii) 算子 LT1 , . . . , LTN 在 B(H) 的强算子拓扑下是稠密不交亚超循环的;

(iii) 对于 B(H) 中的任意的非空强算子拓扑下开集 V0, . . . , VN , 存在 m ∈ N 和 λm ∈ C\{0} 使得

∅ ̸= V0 ∩ λ−1
m L−m

T1
(V1) ∩ · · · ∩ λ−1

m L−m
TN

(VN );

(iv) 算子 LT1 , . . . , LTN
在 B2(H) 的 ∥ · ∥2 范数拓扑下是稠密不交亚超循环的.

定理 6.3 假定 Ti ∈ B(H) (i = 1, . . . , N) 且对应的左乘算子 LTi : B(H) → B(H) (i = 1, . . . , N),

N > 2, 则下列结论等价:

(i) 算子 T1, . . . , TN 满足不交超循环标准;

(ii) 算子 LT1 , . . . , LTN
在 B(H) 的强算子拓扑下是稠密不交超循环的;

(iii) 对于 B(H) 中的任意的非空强算子拓扑下开集 V0, . . . , VN , 存在 m ∈ N 使得

∅ ≠ V0 ∩ L−m
T1

(V1) ∩ · · · ∩ L−m
TN

(VN );

(iv) 算子 LT1 , . . . , LTN
在 B2(H) 的 ∥ · ∥2 范数拓扑下是稠密不交超循环的.

微分算子作用在由整函数组成的广义加权 Bergman 空间上的动力性质被 Bonet 和 Bonilla 在文

献 [110] 中详细地讨论. 在此基础上, Zhang 和 Zhou [111] 讨论了作用在此空间上的有限个微分算子幂

的不交超循环性质并且给出了以下结论:

定理 6.4 设 T1, T2, . . . , TN 是作用在可分的无限维 Fréchet 空间 X 上的有界线性算子, 则

(i)若算子 T1, T2, . . . , TN 关于某可连接序列 (nk)是遗传稠密不交超循环的,则算子 T1, T2, . . . , TN

是不交混合的;

(ii) 若对于任意 1 6 i, l 6 N , TiTl = TlTi 且算子 T1, T2, . . . , TN 关于可连接的正整数序列 (nk) 满

足不交超循环标准, 则算子 T1, T2, . . . , TN 关于全序列 (k) 也满足不交超循环标准.

定理 6.5 设 T1, T2, . . . , TN 是作用在可分的无限维 Fréchet 空间 X 上的有界线性算子, 则算子

T1, T2, . . . , TN 关于全序列 (k) 是遗传稠密不交超循环的当且仅当算子 T1, T2, . . . , TN 是不交混合的.

定理 6.6 设 1 6 r1 < r2 < · · · < rN ,这里 N > 2, ri ∈ N, i = 1, . . . , N.假设对于某个 1 6 p <∞,

微分算子 D : Bp,0 → Bp,0 是连续的. 如果微分算子 D : Bp,0 → Bp,0 是超循环的,则算子 Dr1 , . . . , DrN

满足不交超循环标准.

Chen等人 [112] 证明了,当映射 φ为单位球 B上无内部不动点的自同构时,复合算子 Cφ 在 H2(B)
上是超循环的. 之后, Jiang和 Ouyang [113] 讨论了 CN 中单位球上分式线性映射诱导复合算子的循环
性质和超循环性质. 最近, Liang 和 Zhou [114] 研究了作用在单位球上的加权 Hardy 空间 H2(B) 分式
线性映射诱导复合算子不交超循环性质, 并给出了下面结论:

定理 6.7 设 Cφ1
, . . . , CφN

是空间H2(B)上N > 2个超循环复合算子,这里 φ1, . . . , φN ∈ Aut(B).
假设 1 6 l, j 6 N 且 l ̸= j 时, 对于几乎处处 z ∈ ∂B, 成立

(φ
[−n]
l ◦ φ[n]

j )(z) → γl, n→ ∞,
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这里 γl 是 φl 的不动点, 则 Cφ1 , . . . , CφN 关于序列 (nk) = (k) 满足不交超循环标准, 于是, 它们是不

交混合的. 特别地, 它们是不交超循环的.

定理 6.8 设 Cφ1 , . . . , CφN
是空间H2(B)上N > 2个超循环复合算子,这里 φ1, . . . , φN ∈ Aut(B).

如果映射 φ1, . . . , φN 的吸引不动点都不相同, 则 Cφ1 , . . . , CφN
是不交超循环的.

由所有 (实的或复的) 序列组成的空间定义如下:

KN = {(xn)n : xn ∈ K, n ∈ N} 或 KZ = {(xi)i : xi ∈ K, i ∈ Z},

这里 K = R 或 C, Z (或 N) 表示所有整数. 给定权序列 w = (wi)i 满足对于任意 i ∈ N (或 i ∈ Z) 成
立 wi > 1, 则可分别定义加权序列空间 l2(N, w), l2(Z, w), c0(N, w) 和 c0(Z, w). 加权型空间 l2(N, w) 定
义为

l2(N, w) :=
{
x = (xn)n ∈ KN :

∑
n∈N

w2
n|xn|2 <∞

}
.

加权型空间 l2(Z, w) 可类似定义. 加权型空间 c0(N, w) 定义为

c0(N, w) :=
{
x = (xn)n ∈ KN : lim

n→∞
wn|xn| = 0

}
.

加权型空间 c0(Z, w) 可类似定义.

Liang 和 Zhou [115] 讨论了作用在加权型空间上的加权移位算子幂的不交亚超循环性质, 并给出

了下面的充分必要条件:

定理 6.9 假设空间 X = c0(N, w) 或 l2(N, w), 给定正整数 1 6 r1 < r2 < · · · < rN , 这里 N > 2.

对于任意 1 6 l 6 N, 取非零有界序列 al = (al,n)
∞
n=1, 定义 X 上的单边移位算子 Bal : X → X 为

x = (x0, x1, . . .)
Bal→ (al,1x1, al,2x2, . . .).

于是, 下面结论等价:

(i) Br1a1 , . . . , B
rN
aN 在空间 X 上是稠密不交亚超循环的;

(ii) 对于任意 ε > 0 和 q ∈ N, 存在 m ∈ N 使得对于所有 0 6 j 6 q, 成立

wj+(rl−rs)m

∣∣∣∣
∏j+rlm
i=j+(rl−rs)m+1 as,i∏j+rlm

i=j+1 al,i

∣∣∣∣ < ε, 1 6 s < l 6 N ;

(iii) Br1a1 , . . . , B
rN
aN 满足不交亚超循环标准.

定理 6.10 假设 X = c0(Z, w) 或 l2(Z, w), 给定正整数 1 6 r1 < r2 < · · · < rN , 这里 N > 2. 对

于任意 1 6 l 6 N, 定义空间 X 上的加权后移位算子 Balej = al,jej−1 (j ∈ Z), 这里 al = (al,j)j∈Z 是

有界双边非零向量序列, 则下面结论等价:

(i) Br1a1 , B
r2
a2 , . . . , B

rN
aN 在空间 X 上是稠密不交亚超循环的;

(ii) 对任意 ε > 0 和 q ∈ N, 存在 m ∈ N (m > 2q), 满足对于任意 |j|, |k| 6 q 和 1 6 l, s 6 N , 成立

wj−rlm|
∏j
i=j−rlm+1 al,i|wk+rsm
|
∏k+rsm
i=k+1 as,i|

< ε, 1 6 l, s 6 N,

且对于 1 6 s < l 6 N , 成立

wj+(rl−rs)m

∣∣∣∣
∏j+rlm
i=j+(rl−rs)m+1 as,i∏j+rlm

i=j+1 al,i

∣∣∣∣ < ε, wj+(rs−rl)m

∣∣∣∣
∏j+rsm
i=j+(rs−rl)m+1 al,i∏j+rsm

i=j+1 as,i

∣∣∣∣ < ε;

1827



张亮等: 线性算子动力系统的研究进展

(iii) Br1a1 , B
r2
a2 , . . . , B

rN
aN 不交亚超循环标准.

设 G 是有单位元 e 和右不变的 Haar 测度 λ 的局部紧群. 因为复 Banach 空间允许一个超循

环算子的充要条件是此空间是可分的且是无限维的, 故当 G 是二可数的且 1 6 p < ∞ 时, 研究复

Lebesgue 空间 Lp(G) 上算子的超循环性质是有意义的. 有界函数 w : G → (0,∞) 是作用在 G 上的

权函数. 对于 a ∈ G, δa 表示在 a 处的单位点质量. 作用在 G 上的加权平移是一个加权的卷积算子

Ta,w : Lp(G) → Lp(G), 定义如下:

Ta,w(f) := wTa(f), f ∈ Lp(G),

这里 w 是作用在 G 上的权函数且 Ta(f) = f ∗ δa ∈ Lp(G) 是卷积,

(f ∗ δa)(x) =
∫
G

f(xy−1)dδa(y) = f(xa−1), x ∈ G.

Chen和 Chu [116,117] 刻画了作用在局部紧群和齐次空间上的加权平移算子的超循环性质. 之后, Chen

在文献 [118] 中继续讨论了混沌加权平移算子, 证明了加权平移算子有稠密的周期点可以推出算子是

超循环的; 并在文献 [119] 中又进一步讨论了非扭曲元诱导的加权平移算子的超循环性质, 给出了充

分必要条件.

对于 N > 2 个算子 T1, T2, . . . , TN , 如果对于 X 中的任意非空开集 W,V0, V1, . . . , VN 且 0 ∈W, 存

在正整数 n, 使得

W ∩ T−1
1,n(V1) ∩ · · · ∩ T−1

N,n(VN ) ̸= ∅,

V0 ∩ T−1
1,n(W ) ∩ · · · ∩ T−1

N,n(W ) ̸= ∅,

则称算子 T1, T2, . . . , TN 满足不交 blow-up/collapse 性质. Bés 和 Peris [99] 指出不交 blow-up/collapse

性质是判断算子不交超循环的充分条件.

在以上研究的基础上, Han 和 Liang [120] 讨论了有限个加权平移算子不交的超循环性质, 并给出

了下面主要的结果:

定理 6.11 假设 G 是有右不变的 Haar 测度 λ 的局部紧群, a 是 G 中的非周期元. 设 Ta,w1
,

. . . , Ta,wN 是作用在 Lp(G) 上连续的加权平移算子, 这里 1 6 p < ∞, 对于任意的 1 6 i 6 N , wi : G

→ (0,∞) 是作用在 G 上的权函数. 对于正整数 n > 1 和 2 6 m 6 N, 定义

α(m)
n =

n−1∏
s=0

wm ∗ δsa
w1 ∗ δsa

,

则下面的条件等价:

(i) 加权平移算子 Ta,w1 , . . . , Ta,wN 是不交超循环的;

(ii) 加权平移算子 Ta,w1 , . . . , Ta,wN 满足不交 blow up/collapse 性质;

(iii) 对于任意的紧集 K ⊆ G 且 λ(K) > 0, 存在 K 中的一列 Borel 集 (Ek), 使得

λ(K) = lim
k→∞

λ(Ek),

且存在严格递增的正整数序列 (nk)
∞
k=1, 使得对于任意的 1 6 m 6 N, 随着 k → ∞, 有∥∥∥∥( nk−1∏

s=0

w1 ∗ δsa
)−1 ∣∣∣∣

Ek

∥∥∥∥
∞

→ 0,

∥∥∥∥ nk∏
s=1

wm ∗ δsa−1

∣∣∣∣
Ek

∥∥∥∥
∞

→ 0,
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并且集合

{(α(2)
nk
χEk

, α(3)
nk
χEk

, . . . , α(N)
nk

χEk
) : k > 0}

在拓扑积空间 Lp(K)× Lp(K)× · · · × Lp(K)︸ ︷︷ ︸
N−1

中稠密.
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Progress in research on dynamics of linear operators

ZHANG Liang & ZHOU ZeHua

Abstract The research of dynamics of linear operators mainly involves hypercyclic, chaotic, mixing properties

and so on. It has close links with complex analysis, theory of operator and differential geometry, with a wide

range of applications. Some linear operators on infinite dimensional spaces can display interesting dynamical

properties. In particular, hypercyclicity is an essentially infinite dimensional property, when iterations of the

operator generate a dense subspace. A local convex complete metric space admits a hypercyclic operator if and

only if it is separable and infinite dimensional. Over more than two decades, the study of dynamics of linear

operators has turned into a very active research area and many fascinating research results have been given. In

this paper, we will systematically summarize the contents of dynamics of linear operators and will give a brief

review of the recent research results about wonderful dynamical properties of linear operators, among which

related conclusions of our research group are involved.
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