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摘要 本文介绍作者们近期在多复变领域中若干问题上的研究进展, 包括 Cn 的全纯自同构群理论
和最优开性 L2延拓问题.
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赵爽除了为《周髀算经》作序和作注, 还写了一篇纯数学论文, 文中提出 “形诡而量均, 体殊而

数齐”这一商高 -赵爽 “形体不变量思想”. 这里, “诡”, 变也.《周髀算经》记载, 商高在回答周公的

天地之问 “夫天不可阶而升, 地不可得尺寸而度. 请问数安从出?”时, 阐释了其对勾股定理的证明.

证明思想包括 “既方之” (即: “皆方之”, 这里 “既”是全、都之意), “折矩”、“积矩”, “环而共盘”, 其

中 “环而共盘”的思想, 蕴涵着勾股形在平移、旋转的运动中保持性质不变的思想, 体现了 “形诡而

量均”的思想. 商高 -赵爽 “形体不变量思想”贯穿于数学的演化和发展之中. 多复变函数论是 “数学

中研究多个复变量的全纯函数的性质和结构的分支学科”. 进而言之, 多复变研究复解析范畴, 在该

范畴中, 对象 (objects)是复流形、复空间, 而态射 (morphisms)是复流形、复空间之间的全纯映射.

多复变的一个基本思想和内容是研究全纯不变量. 按照商高 -赵爽的语言, 这里 “形体”演化为复流

形、复空间, “ 诡殊”演化为全纯映射, “量均数齐”演化为全纯不变量.

本文旨在介绍作者们近期在多复变领域中若干问题上的研究进展, 主要包括 Cn 的全纯自同构
群理论与开性 L2 延拓理论两个方面. 第 1节简要介绍 Cn 的全纯自同构群及其各种子群的结构问题
和插值问题在过去三十余年的研究进展, 以及作者们近期的一些研究结果. 第 2节简要回顾开性 L2

延拓问题的历史, 介绍作者们近期在最优开性 L2 延拓问题上取得的研究成果, 以及这些结果在相关

问题中的应用, 此外也将介绍作者们在广义 Suita猜想方面的研究进展.
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1 Cn 的全纯自同构群的结构与插值问题

自同构群是几何学中的一种基本不变量, 也是函数论中的一种基本研究对象, 相应地多复变与复

几何中研究的便是复流形的全纯自同构群. 在本节中, 我们将讨论复欧式空间 Cn 的全纯自同构群、
(C∗)n 的全纯自同构群以及它们的一些子群的结构问题, 同时还将讨论 Cn 的全纯自同构的高阶插值
问题. 本节回顾 Rosay, Rudin, Andersén, Lempert, Forstnerič和 Buzzard等在 1980年代至 2010年

代的一些工作, 并介绍作者们近期在这方面做出的一些新结果.

1.1 Cn 的全纯自同构群及其子群

设M 为一个复流形, 我们用 Aut(M)表示M 的所有全纯自同构构成的群. 熟知在M 的全纯

自映射空间 O(M,M)的紧开拓扑下 Aut(M)是一个拓扑群, 并且这个拓扑可由一个完备的度量诱

导, 因此 Aut(M)是一个 Baire空间. 进一步地, 当M 是一个双曲复流形 (例如 Cn 的有界区域)或

紧复流形时, Aut(M)是一个有限维实李群或复李群 (参见文献 [41, 第 3.1节]). 这是 1970年代之前

就已熟知的结果, 但是这对一般的复流形是不成立的, 即使是对于 Cn 本身也是如此. 众所周知, 当

n > 2时 Aut(Cn)并不是一个李群 (Aut(C)等于 C的仿射自同构群). Rosay和 Rudin在 1988年的

文章 [51]中利用 Cn 的一些简单的全纯自同构对 Aut(Cn)做了一些深入的研究, 他们的结果表明,

Aut(Cn) 是一个很大且复杂的群. 后来 Andersén和 Lempert [3] 在 1992年做出了一个突破. 我们接

下来从现在的视角来审视他们的这个结果.

研究自同构群首先当然是找出一些简单的自同构来. 从现在起到本节结束, 若无其他声明, 我们

将假定 n > 2是一个整数. 关于 Aut(Cn)一些被找出的简单全纯自同构有

z 7→ (z1, . . . , zj−1, zj + f, zj+1, . . . , zn), (1.1)

z 7→ (z1, . . . , zj−1, zje
f , zj+1, . . . , zn), (1.2)

z 7→ (z1ec1g(zα), . . . , znecng(zα)), (1.3)

其中 1 6 j 6 n, z := (z1, . . . , zn) ∈ Cn, c := (c1, . . . , cn) ∈ Cn, α := (α1, . . . , αn) ∈ Nn (0 ∈ N!)满足

c · α :=
∑
cjαj = 0, zα := zα1

1 · · · zαn
n , f ∈ O(Cn)只依赖于除 zj 外的不超过 k (k 6 n − 1)个变量,

g ∈ O(C). (1.1)被称作加法 shear, (1.2)被称作乘法 shear. 若将 f 和 g换为 −f 和 −g, 我们便得到

(1.1)–(1.3)的逆. 比 (1.2)和 (1.3)更一般的是以下全纯自同构:

z 7→ (z1ec1
∑

α∈Nn aαz
α

, . . . , znecn
∑

α∈Nn aαz
α

), (1.4)

其中 c := (c1, . . . , cn) ∈ Cn,
∑
aαz

α ∈ O(Cn)满足若 c · α :=
∑
cjαj ̸= 0则 aα = 0, 这等价于说这

个级数只包含满足 c · α = 0的项 aαz
α. 同样地, 若将 c换为 −c, 我们便得到 (1.4)的逆.

目前被找到的可以写出表达式的 Cn 的全纯自同构要么是 (1.1)类和 (1.4)类自同构的有限复

合, 要么是个别具体的多项式自同构, 如 Nagata自同构 (参见文献 [52]). 此处应该特别指出, 线性

的 (1.1)类自同构 (k = 1)恰好生成 SL(n,C) (参见文献 [1, 定理 A]), 再加上线性的 (1.2)类自同构

(k = 1)则可生成 GL(n,C). 关于 Aut(Cn)的结构最理想的情况是所有这些已知的简单自同构恰好

生成整个群 Aut(Cn), 但是这并不成立. Andersén和 Lempert所建立的结果是:
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定理 1.1 (参见文献 [3, 定理 1.2和 1.3]) 在紧开拓扑下, (1.1)类和 (1.2)类自同构 (k = 1)生

成 Aut(Cn)的一个稠密子群, 但 (1.1)类 (k = n − 1)和 (1.4)类自同构再加上任意可数多个全纯自

同构只能生成 Aut(Cn)的一个第一纲真子群.

注 1.1 定理的第二部分比最初的要稍强, 但证明方法是完全一致的.

Andersén 和 Lempert [3] 证明定理 1.1 第一部分的方法是较为晦涩的. 1993 年, Forstnerič 和

Rosay [23] 指出, Andersén和 Lempert的证明其实是利用了动力系统中的一些基本引理和一个关键

的关于多项式的引理. 他们的这套方法后来被推广到一般的复流形上, 并成功应用到多复变与复

几何的众多问题中, 被称作 Andersén-Lempert理论, 至今仍蓬勃发展 (参见文献 [22]). Andersén和

Lempert所观察到的关于多项式的非平凡引理为:

引理 1.1 (参见文献 [21, 引理 4.9.9]) 全体m次齐次多项式向量场 P : Cn → Cn 构成的复线
性空间有一组如下形式的基:

(Λ1z)mv1, . . . , (Λlz)
mvl, (Λl+1z)

m−1⟨z, vl+1⟩vl+1, . . . , (ΛN1
z)m−1⟨z, vN1

⟩vN1
,

其中 Λj : Cn → C是线性泛函, vj ∈ Cn满足 |vj | = 1且 Λjvj = 0, ⟨·, ·⟩是 Cn的标准内积.

注意到 (Λjz)
mvj 是一个完备的全纯向量场, 它生成 Aut(Cn)的单参数子群

z 7→ z + t(Λjz)
mvj ,

这是 (1.1)类自同构 (k = 1)的 SU(n)共轭 (参见文献 [21, 引理 4.1.1]). (Λjz)m−1⟨z, vj⟩vj 也是一个
完备的全纯向量场, 它生成 Aut(Cn)的单参数子群

z 7→ z + (et(Λjz)
m−1

− 1)⟨z, vj⟩vj ,

这是 (1.2)类自同构 (k = 1)的 SU(n)共轭 (参见文献 [21, 引理 4.1.1]). 现在给出定理 1.1第一部分

的证明概要, 详细的证明可参见文献 [21, 第 4.9节].

定理 1.1第一部分证明概要 设 F ∈ Aut(Cn). 要证明的是 F 可被 (1.1)类和 (1.2)类全纯自同

构 (k = 1)的有限复合紧致逼近. 第 1步, 注意到平移变换和GL(n,C)都可被 (1.1)类和 (1.2)类全纯

自同构 (k = 1)生成, 故不妨设 F (0) = 0且 DF (0) = In. 第 2步, 观察到 F 是时间依赖全纯向量场

Xt0(z) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

Ft ◦ F−1
t0

(z)

的时一映射, 作此向量场的 m段分段逼近 Ym,t(z) := X k
m

(z), k
m

6 t < k+1
m

, k = 0, 1, . . . ,m − 1. 可

证明当m → ∞时, Ym,t 的流紧致收敛于 F , 而 Ym,t 的流是m个 Cn 上的时间独立全纯向量场 X k
m

,

k = 0, 1, . . . ,m− 1的流的复合, 因此我们只需证明 Cn 上的任一个时间独立全纯向量场的流都可被
(1.1)类和 (1.2)类全纯自同构 (k = 1)的复合紧致逼近. 第 3步, 设 Z 是 Cn 上的任一个时间独立全
纯向量场, 则 Z 的幂级数展开的前 m项部分和 Zm 紧致收敛到 Z, 可证明 Zm 的流也紧致收敛到

Z 的流. 而 Zm 是一个多项式向量场, 因此我们只需证明, Cn 上的任一个多项式向量场的流都可被
(1.1)类和 (1.2)类全纯自同构 (k = 1)的复合紧致逼近. 第 4步 (此步需要用到引理 1.1), 设W 是 Cn

上的任一个多项式向量场, 则W 是有限个形如引理 1.1中的向量场的和, 可以证明W 的流可被这些

向量场的流的有限复合紧致逼近, 而这些向量场的流都是 (1.1)类和 (1.2)类全纯自同构 (k = 1)的
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有限复合, 因此W 的流可被 (1.1)类和 (1.2)类自同构 (k = 1)的有限复合紧致逼近, 这就完成了证

明.

现在我们对 (1.1)类和 (1.2)类自同构作更细致的考察. 当我们分别限制 k = 1, . . . , n−1时 (1.1)

类和 (1.2)类自同构分别生成 n − 1个子群 G1, G2, . . . , Gn−1, 显然有子群链关系 G1 6 G2 6 · · · 6
Gn−1. Andersén和 Lempert的原始论文证明的是 G1 在 Aut(Cn)中稠密, 而 Gn−1 仅为 Aut(Cn)的

第一纲真子群. 于是就产生了一个自然的问题: 是否有 G1 < G2 < · · · < Gn−1? Forstnerič在一篇关

于 Aut(Cn)的综述文章中提及了这个问题 (参见文献 [19, 问题 6]). 近期作者给出了这个问题的肯定

回答, 其证明的核心思想与定理 1.1第二部分的证明是一致的.

定理 1.2 (参见文献 [43, 定理 1.1]) 当 n > 3时, G1 < G2 < · · · < Gn−1成立.

注 1.2 若我们进一步限制 (1.1)类和 (1.2)类自同构都是多项式则有 G1 = G2 = · · · = Gn−1

(参见文献 [54, 定理 5.2.1]).

现在我们只关注 (1.1)类自同构, 这类自同构都是保体积的, 即 F ∗Ω = Ω, 或者说 det DF = 1,

此处 Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dzn. 记 Aut(Cn)中那些保体积自同构构成的子群为

Aut1(Cn) := {F ∈ Aut(Cn) : det DF = 1},

这是 Aut(Cn)的一个闭子群, 因此它是一个 Baire空间. 一个自然的问题是 (1.1)类自同构生成的子

群与 Aut1(Cn)有何关系? Rosay和 Rudin在 1988年的文章 [51]中问到: 是否任意 F ∈ Aut1(Cn)都

可被 (1.1)类自同构的有限复合紧致逼近? Andersén在 1990年的文章 [1]中给了这个问题的肯定回

答, 这篇文章是 Andersén-Lempert理论的第一篇论文.

定理 1.3 (参见文献 [1, 定理 C]和 [3, 定理 1.1]) 在紧开拓扑下, (1.1)类自同构 (限制 k = 1)

生成 Aut1(Cn)的一个稠密子群, 但 (1.1)类自同构 (k = n− 1)加任意可数多个保体积全纯自同构只

能生成 Aut1(Cn)的一个第一纲真子群.

注 1.3 定理 1.3的第二部分包含在 Andersén和 Lempert 1992年的论文中 (具体可参见文献

[3, 定理 1.1]).

与定理 1.1类似, 证明定理 1.3的关键是一个关于多项式的引理:

引理 1.2 (参见文献 [21, 引理 4.9.9]) 全体 m 次齐次多项式零散 (即
∑
∂zjPj = 0) 向量场

P = (P1, . . . , Pn) : Cn → Cn构成的复线性空间有一组如下形式的基:

(Λ1z)
mv1, . . . , (ΛN2

z)mvN2
,

其中 Λj : Cn → C是线性泛函, vj ∈ Cn满足 Λjvj = 0.

在偶数维的情形, Forstnerič还考虑了一个更小的子群, 称作辛全纯自同构群:

Autsp(C2n) := {F ∈ Aut(C2n) : DFTJDF = J}, J :=

 0 In

−In 0

 ,

这也是 Aut(C2n)的一个闭子群, 因此它也是一个 Baire空间. 易知

Autsp(C2n)

= Aut1(C2), n = 1,

< Aut1(C2n), n > 1.
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这个群中有一类称作辛 shear的简单的自同构, 如下:

z 7→ z + f(zTJv)v, (1.5)

其中 z, v ∈ C2n 是列向量, f ∈ O(C2n). 可以证明 (1.5)是 (1.1)在 2n维情形下的 Sp(n,C)共轭, 而

且线性的 (1.5)类自同构能生成 Sp(n,C) (参见文献 [39, 第 6.9节]). 如下定理成立:

定理 1.4 (参见文献 [18, 定理 5.1] 和 [43, 定理 1.3]) 在紧开拓扑下, (1.5) 类自同构生成

Autsp(C2n)的一个稠密但为第一纲的真子群.

证明定理 1.4的关键是以下关于多项式的引理.

引理 1.3 (参见文献 [18, 命题 5.2]) 全体m次齐次多项式哈密顿 (即 DPTJ + JDP = 0)向量

场 P : C2n → C2n构成的复线性空间有一组如下形式的基

(zTJv1)mv1, . . . , (zTJvN3
)mvN3

,

其中 vj ∈ C2n.

注意到 (zTJvj)
mvj 是一个完备的全纯向量场, 它生成 Autsp(C2n)的单参数子群

z 7→ z + t(zTJvj)
mvj ,

这恰好是 (1.5)类自同构.

1.2 (C∗)n 的全纯自同构群及其子群

本小节考虑 (C∗)n 的全纯自同构群以及它的一些子群, 此处 C∗ := C − {0}, 目标是建立类似定

理 1.1的结果. 我们要考虑的都是 Aut((C∗)n)的闭子群, 因此它们都是 Baire空间.

与研究 Aut(Cn)的方法类似, 首先是寻找一些简单的自同构, 注意到 (1.4)其实也是 (C∗)n 的全

纯自同构并且它保 (C∗)n的不变体积形式 ω, 即 F ∗ω = ω, 此处

ω :=
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

z1 · · · zn
.

所以我们先考虑 Aut((C∗)n)中那些可延拓成 Cn的自同构且保 ω的自同构构成的子群:

Autω(Cn) := {F ∈ Aut(Cn) : F ∗ω = ω},

显然 (1.4)属于这个群. Autω(Cn)中的另一种简单自同构为偶置换映射

Tσ : z 7→ (zσ(1), . . . , zσ(n)), (1.6)

其中 σ是 {1, . . . , n}的一个偶置换. 对于 Autω(Cn), 我们有如下结构定理.

定理 1.5 (参见文献 [45]) 在紧开拓扑下, (1.4)类和 (1.6)类自同构生成 Autω(Cn)的一个稠

密但为第一纲的真子群. 更进一步地, 对任意 F ∈ Autω(Cn), 都有唯一的偶置换映射 Tσ 使得 Tσ ◦ F
可被以下两类自同构的有限复合紧致逼近:

z 7→ (z1, . . . , zk−1, zke
bzα , zk+1, . . . , zn),

z 7→ (z1, . . . , zj−1, zje
cβlz

β

, zj+1, . . . , zl−1, zle
−cβjz

β

, zl+1, . . . , zn),

其中 b ∈ C, 1 6 k 6 n, α ∈ Nn满足 αk = 0, c ∈ C, β ∈ Nn.

2183



林章立等: 全纯自同构群与开性 L2 延拓

证明以上定理也是需要一个关于多项式的关键引理, 如下.

引理 1.4 (参见文献 [45]) 满足 zj | pj , j = 1, . . . , n且

n∑
j=1

∂pj
∂zj

=

n∑
j=1

pj
zj

的m次齐次多项式 P = (p1, . . . , pn) : Cn → Cn构成的复线性空间有一组如下形式的基:

zαzkek, βlz
βzjej − βjz

βzlel,

其中 e1, . . . , en 是 Cn 的标准基, 1 6 k 6 n, α ∈ Nn 满足 ∥α∥1 = m − 1且 αk = 0, β ∈ Nn 满足
∥β∥1 = m− 1且minβi ̸=0{i} =: j < l 6 n, βl ̸= 0.

注意到完备向量场 zαzkek 生成 Autω(Cn)的单参数子群

z 7→ (z1, . . . , zk−1, zke
tzα , zk+1, . . . , zn),

而完备向量场 βlz
βzjej − βjz

βzlel 生成 Autω(Cn)的单参数子群

z 7→ (z1, . . . , zj−1, zje
tβlz

β

, zj+1, . . . , zl−1, zle
−tβjz

β

, zl+1, . . . , zn),

它们有着定理 1.5中的两类自同构的形式.

接下来我们考虑一个更小的子群, 这是为了回应 Rosay和 Rudin在 1988年提出的一个公开问

题. 记

E = {z ∈ Cn : z1 · · · zn = 0},

考虑子群

Autω(Cn)E := {F ∈ Aut(Cn) : F ∗ω = ω, F |E = Id}.

Rosay和 Rudin提的问题为: 是否每一个满足 F |E = Id的 F ∈ Aut(Cn)都是有限个固定 E 每个点

的 (1.3)类自同构的复合? 本文作者近期给出了这个问题的否定回答. 不难验证, 要求自同构 (1.4)固

定 E 的每个点, 其实就是加上条件

z1 · · · zn | cjzj
∑

aαz
α, j = 1, . . . , n. (1.7)

我们建立的定理如下.

定理 1.6 (参见文献 [45]) 在紧开拓扑下, 带条件 (1.7)的 (1.4)类自同构生成 Autω(Cn)E 的一

个稠密但为第一纲的真子群. 更进一步地, 任意 F ∈ Autω(Cn)E 都可被以下两类自同构的有限复合

紧致逼近:

z 7→ (z1, . . . , zk−1, zke
bzα , zk+1, . . . , zn),

z 7→ (z1, . . . , zj−1, zje
cβnz

β

, zj+1, . . . , zn−1, zne−cβjz
β

),

其中 b ∈ C, 1 6 k 6 n, α ∈ Nn 满足 α1, . . . , α̂k, . . . , αn > 0 但 αk = 0, c ∈ C, 1 6 j 6 n − 1,

β ∈ (N+)n.
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证明以上定理也是需要一个关于多项式的如下关键引理.

引理 1.5 (参见文献 [45]) 满足 z1 · · · zn | pj , j = 1, . . . , n且

n∑
j=1

∂pj
∂zj

=

n∑
j=1

pj
zj

的m次齐次多项式 P = (p1, . . . , pn) : Cn → Cn构成的复线性空间有一组如下形式的基:

zαzkek, βnz
βzjej − βjz

βznen,

其中 e1, . . . , en 是 Cn 的标准基, 1 6 k 6 n, α ∈ Nn 满足 ∥α∥1 = m− 1且 α1, . . . , α̂k, . . . , αn > 0但

αk = 0, 1 6 j 6 n− 1, β ∈ (N+)n满足 ∥β∥1 = m− 1.

同样地, 以上引理中的两类多项式向量场都是完备的, 它们生成的单参数子群有着定理 1.6中的

两类自同构的形式.

最后我们再考虑以下群:

Autω((C∗)n) := {F ∈ Aut((C∗)n) : F ∗ω = ω}.

注意到若将自同构 (1.4)中的级数全纯条件要求放宽为亚纯, 那么 (1.4)还是 (C∗)n 的一个全纯自同

构. 即

z 7→ (z1ec1
∑

α∈Zn aαz
α

, . . . , znecn
∑

α∈Zn aαz
α

), (1.8)

其中 c := (c1, . . . , cn) ∈ Cn,
∑
aαz

α ∈ O((C∗)n)满足若 c ·α :=
∑
cjαj ̸= 0则 aα = 0. 同样地, 若将

c换为 −c, 我们便得到 (1.8)的逆.

目前被找出的 (C∗)n的另一种简单自同构为以下有理映射:

RA : z 7→ (za111 · · · za1nn , . . . , zan1
1 · · · zann

n ), (1.9)

其中 A := (aij)n×n ∈ SL(n,Z). 可验证有 R−1
A = RA−1 . 我们有以下定理.

定理 1.7 (参见文献 [45]) 在紧开拓扑下, (1.8)类和 (1.9)类自同构生成 Autw((C∗)n)的一个

第一纲真子群.

如果将 (1.9)中的条件 A ∈ SL(n,Z)放宽为 A ∈ ±SL(n,Z), 则我们同样可以得出类似的结论:

在紧开拓扑下, (1.8)类和 (1.9)类 (A ∈ ±SL(n,Z))自同构生成 Aut±ω(Cn)的一个第一纲真子群.

此处 Aut±ω(Cn) := {F ∈ Aut((C∗)n) : F ∗ω = ±ω}. 这否定了 Andersén的一个猜测 (参见文献 [2,

p.1079]): n = 2时, 每一个 F ∈ Aut((C∗)2)都是有限个 (1.8)类和 (1.9)类 (A ∈ ±SL(n,Z))自同构

的复合.

注 1.4 与本小节和第一小节的其他定理相比, 我们未能证得定理 1.7中生成的子群是稠密的.

注 1.5 并不是每一个 Aut(Cn)的子群都满足类似本小节和第一小节几个定理中 “第一纲”的

性质, 例如 {F ∈ Aut(C2) : det DF = 1, F |E = Id}恰好由其中的全部简单自同构

z 7→ (z1ef(z1z2), z2e−f(z1z2))

组成 (参见文献 [50]), 此处 f ∈ O(C), f(0) = 0.

本小节考虑的自同构都满足 F ∗ω = ±ω, 这是因为我们目前找到的 (C∗)n 的自同构都满足这个

条件. 事实上, 这里有一个长期悬而未决的猜想 [22]: 任意 F ∈ Aut((C∗)n)都有 F ∗ω = ±ω.
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1.3 Cn 的全纯自同构的插值

本小节考虑 Cn 的全纯自同构的插值问题, 目标是建立全纯自同构、保体积全纯自同构以及辛

全纯自同构在一类可数点集上的高阶插值定理.

我们将用记号 Fm,a 表示全纯映射 F : Cn → Cn 在点 a ∈ Cn 处的不含常数项的m阶 Taylor多

项式, 即

Fm,a(z) :=
∑

0<|α|6m

1

α!

∂αF

∂zα
(a)zα.

于是我们有

F (z + a) = F (a) + Fm,a(z) +O(|z|m+1), z → 0. (1.10)

若 P 是一个多项式且 P (0) = 0, degP 6 m, 此处m > 1是一个整数, F : Cn → Cn是一个全纯映射,

则在我们的记号下 Fm,a = P 表达的是 F 在 a ∈ Cn 处的 1阶到m阶导数由 P 的系数相应给出. 现

在设 F ∈ Aut(Cn), a ∈ Cn, 我们来考察 Fm,a 满足什么必要条件. 显然 det DP (0) ̸= 0是必要的, 这

是因为全纯自同构在每一点处都是非退化的, 再进一步假设 F ∈ Aut1(Cn), 则利用 (1.10)可得

det DP (z) = 1 +O(|z|m), z → 0.

若另有 F ∈ Autsp(C2n), a ∈ C2n, 则类似地可由 (1.10)推导出

DP (z)TJDP (z) = J +O(|z|m), z → 0.

这启发我们引入以下定义.

定义 1.1 (参见文献 [20, 44, 47]) 若 P : Cn → Cn 是一个多项式且 P (0) = 0, degP 6 m,

det DP (0) ̸= 0,则称 P 是Cn的一个m阶A-jet. 如果进一步地还有 det DP (z) = 1+O(|z|m), z → 0,

则称 P 是 Cn 的一个 m 阶 A1-jet. 如果 P : C2n → C2n 是一个多项式且 P (0) = 0, degP 6 m,

DP (z)TJDP (z) = J +O(|z|m), z → 0, 则称 P 是 C2n的一个m阶辛 -jet.

三类 jet的定义都是可判定的, 也就是说对每一个具体的多项式我们都可以经过计算确定它是

否属于这三类 jet. 在我们的定义下, 前文的推导结论可以简单表达为: 如果 F ∈ Aut(Cn), a ∈ Cn,

则 Fm,a是一个m阶 A-jet; 若进一步地有 F ∈ Aut1(Cn), 则 Fm,a是一个 A1-jet; 若 F ∈ Autsp(C2n),

a ∈ C2n, 则 Fm,a 是一个 m阶辛 -jet. 这个命题反过来也是对的: 若 P 是一个 m阶 A-jet, a ∈ Cn,

则存在 F ∈ Aut(Cn)使得 Fm,a = P (参见文献 [20, 命题 2.1]); 若进一步地 P 是一个 A1-jet, 则可有

F ∈ Aut1(Cn) (参见文献 [3, 命题 6.3]); 若 P 是一个 m阶辛 -jet, a ∈ C2n, 则存在 F ∈ Autsp(C2n)

使得 Fm,a = P (参见文献 [47, 定理 1]). 以上命题即可视作 Aut(Cn), Aut1(Cn)和 Autsp(C2n)的单

点高阶插值问题的解. 但我们并不满足于此, 我们希望得到可数点集上的高阶插值问题的解, 但这并

不总是有解的, 这是因为有如下 1988年由 Rosay和 Rudin发现的定理:

定理 1.8 (参见文献 [51, 推论 5.3]) 存在 Cn中的可数点集族 {Eα : α ∈ R}满足其中任意两个
点集都不是 Aut(Cn)等价的, 即对任意 α ̸= β ∈ R, 都不存在 F ∈ Aut(Cn)使得 F (Eα) = Eβ.

以上定理告诉我们, 对于 Aut(Cn), 在一般的可数点集上, 即使是零阶插值问题也有可能是无解

的, 因此我们只能考虑在一些特殊的可数点集上建立插值定理. 在上述定理的同一篇文章中, Rosay
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和 Rudin就已引入了为一种性质良好的点集, 后来 Forstnerič和 Buzzard就是在这个点集上解决了

Aut(Cn)和 Aut1(Cn)的高阶插值问题, Autsp(C2n)的高阶插值问题的解则由本文作者林章立 -周向

宇近期给出. 现在我们给出这些点集的定义, 判定定理和一些基本的性质.

定义 1.2 (参见文献 [4, 44, 51]) 设 E = {ak}k>1 ⊂ Cn, 若存在 F ∈ Aut(Cn)使得 F (ak) =

(k, 0, . . . , 0)对任意 k 成立, 则称 E 是一个 Cn 中的 tame集; 若进一步地有 F ∈ Aut1(Cn), 则称 E

是一个 very tame集. 若 E = {ak}k>1 ∈ C2n, F ⊂ Autsp(C2n)使得 F (ak) = (k, 0, . . . , 0)对任意 k

成立, 则称 E 是一个 C2n中的辛 tame集.

定义中称作 tame集而不称作 tame点列是合理的, 这是因为 tame集的定义与点列的排列无关,

有以下命题成立.

命题 1.1 (参见文献 [51, 命题 3.1]和 [4, 引理 3.3]) 若 E = {ak}k>1 ⊂ Cn是 tame集, {bk}k>1

是 E的另一个重排, 则存在 F ∈ Aut(Cn)使得 F (ak) = bk对任意 k成立. very tame集与辛 tame集

也同样有这种可置换性.

接下来我们给出 tame集的一个几何判别法.

定理 1.9 (参见文献 [51, 定理 3.5 + 3.9]、 [4, 命题 3.6]和 [44]) 设 E 是 Cn 中的一个可数离
散闭子集. 若存在 1 6 k < n, 使得 π(E)是 Ck 中的离散闭子集, 此处 π(z)是 z ∈ Cn 的前 k 个分

量, 则 E 是 tame集, 若进一步地还有 ∀ p ∈ π(E), E 中只有有限个点 z 满足 π(z) = p, 则 E 是 very

tame 集. 若 E ⊂ C2n, π′(E) 是 Cn 中的离散闭子集, 此处 π′(z) 是 z ∈ C2n 的前 n 个分量, 且有

∀ p ∈ π(E), E 中只有有限个点 z满足 π′(z) = p, 则 E 是辛 tame集.

三类 tame集有以下基本性质.

命题 1.2 (参见文献 [51, 推论 3.6]和 [44]) tame集的无限子集也是 tame集, tame集与有限

集的并也是 tame集, 可数离散闭子集都是两个 tame集的并. very tame集和辛 tame集同样有这三

条性质.

以上定理和命题显示三类 tame集都是非常常见的. 最终我们建立的插值定理为:

定理 1.10 (参见文献 [13, 定理 1.2]) 设 {aj}j>1 和 {bj}j>1 是 Cn 中的 tame (或 very tame)

集, Pj 是 Cn中的mj 阶 A-jet (或 A1-jet), 则存在 F ∈ Aut(Cn) (或 Aut1(Cn))使得

F (aj) = bj , Fmj ,aj = Pj , ∀ j > 1.

若另外还有多项式紧凸集 K ⊂ Cn − {aj}, G ∈ Aut(Cn) (或 Aut1(Cn))满足 G(K)不含任何 bj , 则

可使 F 在K 上任意逼近 G.

定理 1.11 (参见文献 [44]) 设 {aj}j>1 和 {bj}j>1 是 C2n 中的辛 tame集, Pj 是 C2n 中的 mj

阶辛 -jet, 则 ∃F ∈ Autsp(C2n)使得

F (aj) = bj , Fmj ,aj = Pj , ∀ j > 1.

若另外有多项式紧凸集K ⊂ C2n −{aj}, G ∈ Autsp(C2n)满足 G(K)不含任何 bj , 则可使 F 在K 上

任意逼近 G.

以上定理显示, 我们不仅在三类 tame集上建立了相应全纯自同构的高阶插值定理, 还实现了对

预先给定自同构的逼近.
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2 最优开性 L2 延拓及相关问题

在多复变函数论中, 将子流形上的全纯函数 (截面)全纯地延拓至母流形, 是一个基本且重要

的问题. 根据 Oka 和 Cartan 的定理, 若母流形是 Stein 的, 则全纯延拓总是存在. 但人们往往还

希望延拓后的函数 (截面) 满足一定的控制条件, 譬如有 L2 延拓问题: 给定复流形 M , 复子流形

S ⊂ M 以及全纯 Hermite向量丛 E → M , 假设它们满足自然的条件 ; 任给 S 上平方可积的全纯截

面 f ∈ Γ(S,E), 是否可找到M 上的全纯截面 F ∈ Γ(M,E)使得 F |S = f 且 ∥F∥L2(M) 由 ∥f∥L2(S)

一致地控制. 关于这一问题的奠基性结果是 1987年的 Ohsawa-Takegoshi L2延拓定理:

定理 2.1 (参见文献 [49]) 设 Ω是 Cn中的有界拟凸域, φ是 Ω上的多次调和函数, H := {zn =

0}是 Cn中的超平面. 任给 Ω ∩H 上的全纯函数 f , 如果
∫

Ω∩H |f |2e−φdλ < +∞, 那么存在 Ω上的全

纯函数 F 使得 F |Ω∩H = f 且 ∫
Ω

|F |2e−φdλ 6 C

∫
Ω∩H

|f |2e−φdλ.

这里的 C 是一个仅依赖于 R := supz∈Ω |zn|的常数.

此后, 包括 Berndtsson, Demailly, Manivel, McNeal, Ohsawa, 萧荫堂, Varolin等在内的许多知

名学者都曾致力于推广 Ohsawa-Takegoshi的定理. 现如今, 各种形式的 L2 延拓定理在多复变和复

几何的许多核心问题中有着重要的应用, 例如: 多次调和函数的正则化技术 (Demailly), 多亏格的形

变不变性 (萧荫堂), 乘子理想层的强开性质 (关启安 -周向宇) 等. L2 延拓问题近十几年来的一大突

破是 B locki [8] 和关启安 -周向宇 [29, 30,33] 基于朱朗峰 -关启安 -周向宇 [59] 的工作证明了具有最优估

计的 L2 延拓定理. 举例来说, 定理 2.1中最优的一致常数是 C = πR2. 在文献 [59]中, 不同于以往

的显式函数法, 作者们对扭因子和权函数引入待定函数, 并找到待定函数的非线性常微分方程加以数

值求解, 从而得到了接近最优的 L2 延拓定理, 这是解决最优 L2 延拓问题的一个转折点. 利用最优

L2 延拓定理, 关启安 -周向宇 [29, 30] 彻底解决了 Suita [53] 提出的有关黎曼面的 Bergman核与对数

容度的猜想 (包括不等式部分及更困难的等式部分, 平面域的不等式部分的解答参见文献 [8]). 关启

安 -周向宇 [30] 利用最优 L2 延拓定理证明了 Bergman核的多次调和变分性质, 这个结果起初是由

Maitani-Yamaguchi和 Berndtsson得到的. 关启安 -周向宇 [30] 还发现了最优 L2 延拓定理的一种几

何性质, 这在 Hacon-Popa-Schnell [34] 有关 Iitaka猜想的进展工作中被作为其工作的一个 “主要创新

点”加以应用.

2.1 最优开性 L2 延拓

我们考虑一个类似的问题: 给定复流形M、解析集 S ⊂ M、开邻域 U ⊃ S 以及全纯 Hermite

向量丛 E → M , 假设它们满足适当的条件 ; 任给 U 上平方可积的全纯截面 f ∈ Γ(U,E), 是否可找

到M 上的全纯截面 F ∈ Γ(M,E)使得 F |S = f |S 且 ∥F∥L2(M) 由 ∥f∥L2(U) 一致地控制. 为了区别前

述的 L2延拓问题, 我们把这一问题称为 “开性 L2 延拓问题”.

著名的 Hörmander-Bombieri-Skoda定理 (1970年代)可看作是特殊情形的开性 L2 延拓, 只不

过子流形是单点, L2估计也未显式地给出. 后来, Jennane [40] 和 Demailly [16, 17] 研究了一般情形的开

性 L2延拓. (开性) L2延拓与 Bergman核理论密切相关, 譬如 Ohsawa-Takegoshi写作 [49]的动机是
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研究 Bergman核的边界增长速率. 在研究 Bergman核理论时, 陈伯勇 [14] 和 Herbort [35] 证明了如下

的开性 L2延拓定理, 其中的子流形也是单点:

定理 2.2 设 Ω 是 Cn 中的有界拟凸域. 给定一点 z0 ∈ Ω 和常数 a > 0, 令 U := {z ∈ Ω :

GΩ(z, z0) < −a}, 那么存在一个与 z0无关的常数 C > 0使得如下等价的命题恒成立:

• (参见文献 [14])任给全纯函数 f ∈ A2(U), 都存在 F ∈ A2(Ω)使得 F (z0) = f(z0)且∫
Ω

|F |2dλ 6 C

∫
U

|f |2dλ.

• (参见文献 [35])任给全纯函数 g ∈ A2(Ω), 都有

BΩ(z0) > |g(z0)|2

C
∫

Ω
|g|2dλ

.

此处, A2(·)表示 Bergman空间, BΩ 表示 Ω的 Bergman核, GΩ 表示 Ω的多复格林函数. 利用

定理 2.2, B locki-Pflug和 Herbort证明了 Cn 中的有界超凸域上的 Bergman度量是完备的. 同样的

论证也可证明 Cn 中的有界超凸域上的 Bergman核是穷竭的. 利用某种乘积技巧, B locki [9] 证明定

理 2.2中最优的一致常数是 C = e2na: 若 Ω = Bn 且 z0 = 0, 则 e2na 不能被替换成任何更小的数. 利

用这一最优估计, B locki给出了 Suita猜想的不等式部分的另证和推广 (参见文献 [9, 10]).

B locki [9] 的结果是单点情形的最优开性 L2 延拓定理. 在文献 [56]中, 我们研究了更一般情形的

最优开性 L2延拓问题:

定理 2.3 设 (Ω, ω)是一个弱拟凸 Kähler流形, (E, h)是 Ω上的全纯 Hermite向量丛. 给定 Ω

上的拟多次调和函数 ψ < 0和 φ. 假设存在 Ω上连续的实值 (1, 1)-形式 γ > 0和 ρ满足

√
−1∂∂̄ψ > γ,

√
−1∂∂̄φ > ρ,

√
−1ΘE,h + γ + ρ >Nak 0.

取定常数 a > 0, 令 Ωa := {z ∈ Ω : ψ(z) < −a}. 给定全纯截面 f ∈ Γ(Ωa,KΩ ⊗ E), 若∫
Ωa

|f |2ω,he−φdVω < +∞,

则存在 Ω上的全纯截面 F ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗ E)使得

F |Ωa
− f ∈ Γ(Ωa,O(KΩ ⊗ E) ⊗ I(φ+ ψ)) (2.1)

且 ∫
Ω

|F |2ω,he−φdVω 6 ea
∫

Ωa

|f |2ω,he−φdVω. (2.2)

我们回忆, 弱拟凸流形是指其上存在光滑的多次调和穷竭函数; 拟多次调和函数是指它在局部上

可写成多次调和函数与光滑函数之和; 而 I(φ+ ψ)表示 φ+ ψ对应的乘子理想层, 即

I(φ+ ψ)x := {f ∈ Ox : |f |2e−φ−ψ 在 x附近可积}, ∀x ∈ Ω.

令 mx 表示 Ox 的极大理想. 如果存在一个解析集 S ⊂ Ωa 使得 I(φ+ ψ)x ⊂ mx (∀x ∈ S), 那么条件

(2.1)意味着 F |S = f |S . 因此, 定理 2.3可以看作是更广泛意义上的开性 L2 延拓定理. 通过引入乘

子理想层, 我们也可以处理高阶的开性 L2延拓. 例如, 在定理 2.3中取 ψ = 2(n+ k)GΩ(·, z0)即可得

到如下推论, 这推广了 B locki [9] 的结果:
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推论 2.1 设 Ω是 Cn 中的有界拟凸域, φ是 Ω上的多次调和函数. 给定 z0 ∈ Ω, k ∈ N和
a ∈ R+, 令 U := {GΩ(·, z0) < −a}. 任给全纯函数 f ∈ A2(U ; e−φ), 均存在 F ∈ A2(Ω; e−φ)使得 F

和 f 在 z0处是 k阶相等的, 即对任意满足 |α| 6 k的多重指标 α ∈ Nn都有 ∂αF (z0) = ∂αf(z0), 且∫
Ω

|F |2e−φdλ 6 e2(n+k)a

∫
U

|f |2e−φdλ.

若 Ω = Bn, z0 = 0且 φ ≡ 0, 容易证明推论中的常数 e2(n+k)a 不能替换成任何更小的数. 因此,

定理 2.3和推论 2.1中的 L2估计是最优的. 通过考虑乘积流形还可构造更一般的例子.

下面介绍定理 2.3的证明思路. 通过改造关启安 -周向宇 [30] 证明最优 L2延拓定理的方法, 可以

比较容易地证明开性 L2 延拓的存在性. 但是在考虑弱拟凸 Kähler流形时, 我们需使用 Demailly的

正则化技术来逼近拟多次调和函数, 进而需要在 ∂̄ 方程中引入误差项以应对正性的损失. 通过选取

一组合适的辅助函数 (对应于 Bochner-Kodaira-Nakano不等式中的权函数与扭因子), 此法得到的一

致常数是 ea + 1 (详见文献 [56, 定理 3.1]), 它与最优常数 ea之间的误差随 a→ +∞是可忽略的.

有两种方式可以得到最优估计. 我们回忆, B locki [9] 借助 Bergman核的乘积性质, 从定理 2.2的

一个粗糙版本得到最优版本. 注意到 Bergman核对应于单点情形的极小 L2 延拓. 作为替代, 我们证

明了一般情形的高阶极小 L2延拓也具有乘积性质 (详见文献 [56, 定理 1.6]). 利用乘积技巧以及微积

分的初等事实: limN→+∞
N
√

eNa + 1 = ea, 我们可在适当的设定下得到最优开性 L2延拓定理.

另一种方式则是借助极小 L2 积分的凹性理论. 我们沿用定理 2.3中的记号. 任取一个全纯截面

f̃ ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗E)使得 f̃ |Ωa
− f ∈ Γ(Ωa,O(KΩ ⊗E)⊗I(φ+ψ))且

∫
Ω
|f̃ |2ω,he−φdVω < +∞. 对任意

的 t > 0,记Ωt := {ψ < −t},令 Ft ∈ Γ(Ωt,KΩ⊗E)是满足 Ft− f̃ |Ωt
∈ Γ(Ωt,O(KΩ⊗E)⊗I(φ+ψ))

且使 I(t) :=
∫

Ωt
|Ft|2ω,he−φdVω 取得最小值的唯一的全纯截面. 对于 Ω是 Cn中的拟凸域而 E是平凡

线丛的情形, 关启安 [24] 发现 r 7→ I(− log r)是区间 (0, 1]上的凹函数, 其证明的一个关键引理源自文

献 [30]. 利用本质上相同的方法, 我们证明上述凹性在弱拟凸 Kähler流形和全纯向量丛的情形依然

成立. 但通过调整原有的证明路线, 我们还可以顺带地证明极小 L2 积分的凹性退化为线性的一个必

要条件: 若 I(− log r)是关于 r ∈ (0, 1]的线性函数, 则对任意的 t > 0均有 Ft = F0|Ωt
. 根据凹函数

的性质以及 I(t)的定义, 可知∫
Ω

|F0|2ω,he−φdVω = I(0) 6 eaI(a) 6 ea
∫

Ωa

|f |2ω,he−φdVω.

由此可见 F0 ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗ E)即是满足定理要求的一个开性 L2延拓.

在定理 2.3中, 我们要求
√
−1∂∂̄ψ > γ > 0, 从而 ψ是多次调和的. 因连通的紧复流形上的多次

调和函数都是常数, 定理 2.3对紧复流形而言是平凡的. 我们自然希望能证明曲率条件更宽泛的开性

L2延拓定理, 以涵盖紧 Kähler流形这一重要情形. 需要注意, ψ的多次调和性对于极小 L2积分的凹

性的证明是至关重要的. 在文献 [57]中, 我们通过改进和简化原有的方法, 证明了如下的最优开性

L2延拓定理:

定理 2.4 设 (Ω, ω) 是一个弱拟凸 Kähler 流形, (E, h) 是 Ω 上的全纯 Hermite 向量丛. 设

ψ < 0和 φ是 Ω上的拟多次调和函数, 且存在 Ω上连续的实值 (1, 1)-形式 γ 和 ρ满足
√
−1∂∂̄ψ > γ

和
√
−1∂∂̄φ > ρ. 假设存在一个常数 δ > 0使得

√
−1ΘE,h + ρ+ tγ >Nak 0, ∀ t ∈ [1, 1 + δ−1).
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又设 c(t) > 0是区间 (−∞, 0)上的递增函数, 满足

lim
t→−∞

c(t)e−t > 0, c(0) := lim
t→0−

c(t) < +∞ 和

∫ 0

−∞
c(t)dt < +∞.

取定常数 a > 0, 令 Ωa := {ψ < −a}. 给定全纯截面 f ∈ Γ(Ωa,KΩ ⊗ E), 若∫
Ωa

|f |2ω,he−φ−ψc(ψ)dVω < +∞,

则存在 Ω上的全纯截面 F ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗ E)使得

F |Ωa
− f ∈ Γ(Ωa,O(KΩ ⊗ E) ⊗ I(φ+ ψ))

且 ∫
Ω

|F |2ω,he−φ−ψc(ψ)dVω 6
δc(0) +

∫ 0

−∞ c(t)dt∫ −a
−∞ c(t)dt

∫
Ωa

|f |2ω,he−φ−ψc(ψ)dVω.

注意, 如果
√
−1∂∂̄ψ > γ > 0,

√
−1∂∂̄φ > ρ且

√
−1ΘE,h + ρ+ γ >Nak 0, 那么定理 2.4中的常

数 δ 可取成 0. 在这种曲率条件下, 我们取 c(t) ≡ et, 则定理 2.4退化为定理 2.3. 可以构造例子说明

定理 2.4中的 L2估计也是最优的.

2.2 最优开性 L2 延拓的若干应用

(1) 最优开性 L2 延拓的极限情形蕴涵通常意义的最优 L2 延拓. 我们以定理 2.1为例: 设 Ω是

Cn 中的有界拟凸域, φ是 Ω上的多次调和函数, 令 R := supz∈Ω |zn|和 S := Ω ∩ {zn = 0}. 现给定

全纯函数 f ∈ O(S)满足
∫
S
|f |2e−φdλ < +∞. 根据 Oka-Cartan延拓定理, 存在 Ω上的全纯函数

f̃ 使得 f̃ |S = f . 利用一些标准的论证, 我们不妨假设 φ ∈ C∞(Ω)且
∫

Ω
|f̃ |2e−φdλ < +∞. 我们取

ψ = 2 log(|zn|/R), 根据定理 2.3, 任给 a > 0, 均存在 Fa ∈ O(Ω)使得 Fa|S = f̃ |S = f 且∫
Ω

|Fa|2e−φdλ 6 ea
∫
{ψ<−a}

|f̃ |2e−φdλ.

仔细计算可知

lim
a→+∞

ea
∫
{ψ<−a}

|f̃ |2e−φdλ = lim
ε→0

1

ε2

∫
{|zn|<Rε}

|f̃ |2e−φdλ = πR2

∫
S

|f |2e−φdλ.

根据Montel定理, 可选取 {aj}∞j=1使得 aj → +∞而 Faj 内闭一致收敛于某个 F ∈ O(Ω). 易知,

F |S = f 且

∫
Ω

|F |2e−φdλ 6 πR2

∫
S

|f |2e−φdλ.

由此我们得到了定理 2.1的最优形式. 类似的论证适用于更广泛的情形, 譬如我们也可以重新证明

Hosono [37] 关于高阶导数的最优 L2延拓定理.

(2) 严格正曲率蕴涵更优的 L2 估计. 我们考虑一个比较简单的情形: 设 Ω 是 n 维的弱拟凸

Kälher 流形, (E, h) 是 Ω 上 Nakano 半正定的全纯 Hermite 向量丛, ψ < 0 是 Ω 上的多次调和函

数; 假设存在 w ∈ Ω附近的一个坐标卡 (U, z)使得 z(w) = 0且 ψ − log |z|在 w 附近有界. 我们记
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dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn和 c := limz→0(ψ(z) − log |z|) ∈ R. 根据最优 L2延拓定理 (参见文献 [58]):任给

向量 ξ ∈ Ew, 均存在全纯截面 F ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗ E)使得 F (w) = dz ⊗ ξ且∫
Ω

(
√
−1)n

2

F ∧h F 6 (2π)n

n!
e−2nc|ξ|2h.

容易举例说明, 在所考虑的范围内, 上式中的常数 (2π)n

n!
e−2nc 是最优的. 但如果设定的范围变窄了,

则有可能得到更优的 L2 估计, 例如: 假设 (E, h)在某点处还是 Nakano正定的, 通过对度量进行微

扰, 可找到全纯截面 F ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗ E)使得 F (w) = dz ⊗ ξ 且
∫

Ω
(
√
−1)n

2

F ∧h F < (2π)n

n!
e−2nc|ξ|2h.

利用定理 2.3, 我们在文献 [56]中证明了一个类似的结果:

定理 2.5 令 Ω ∋ w, (E, h)和 ψ < 0如上所述. 另外假设 (E, h)在 w处还是 Griffiths正定的,

且 ψ(z) = c+ log |z| + o(|z|2). 则可找到一个依赖于 h和 ψ的常数 0 < τ < 1: 对任意的 ξ ∈ Ew, 均

存在全纯截面 F ∈ Γ(Ω,KΩ ⊗ E)使得 F (w) = dz ⊗ ξ且∫
Ω

(
√
−1)n

2

F ∧h F 6 (1 − τ)
(2π)n

n!
e−2nc|ξ|2h.

定理 2.5推广了 Hosono [36] 的结果. 定理的证明思路如下:
√
−1Θ(E, h)|w >Grif 0意味着存在满

足 “更优 L2 估计”的局部全纯延拓, 利用定理 2.3可以将其延拓为满足 “更优 L2 估计”的整体全纯

截面. 需注意, Griffiths正性一般要弱于 Nakano正性, 而且我们可以给出 τ 的一个显式估计.

基于定理 2.5的思想, 刘卓 -徐旺 [46] 利用某种 L2延拓条件给出了 Griffiths正性的定量刻画, 这

推广了邓富声 -宁家福 -汪志威 -周向宇 [15] 的一项结果. 进一步地, 刘卓 -徐旺 [46] 还证明权函数

(或向量丛的度量)是多调和的 (或平坦的), 当且仅当它满足最优 Lp 延拓条件的等式情形, 这解决了

Inayama [38] 的一个猜想.

(3) 紧流形上的强开性质的整体有效性. 我们回忆, Demailly的 “强开性猜想”是说: 给定多次

调和函数 φ, 成立

I(φ) = I+(φ) :=
∪
ε>0

I((1 + ε)φ).

等价地, 给定全纯函数芽 fx ∈ Ox, 若 |f |2e−φ 在 x附近可积, 则存在 ε > 0使得 |f |2e−(1+ε)φ 在 x附

近也可积. 当 I(φ)x = Ox 时, 这一猜想也被称为 “开性猜想”. 二维情形的开性猜想和强开性猜想分

别被 Favre和 Jonsson以及 Jonsson和Mustaţă解决. 利用复 Brunn-Minkowski理论, Berndtsson [5]

证明了一般维数的开性猜想, 并且给出了 ε的一个有效估计. 通过动态地使用 L2 延拓定理 (以往未

曾这样使用过), 关启安 -周向宇 [31] 证明了一般维数的强开性猜想. 进一步地, 关启安 -周向宇 [32] 证

明了强开性质的有效性结果. 利用极小 L2 积分的凹性, 关启安 [24] 还得到了强开性质的最优有效性

结果. 利用定理 2.4以及文献 [24]中的方法, 我们可以证明如下的有效性结果:

定理 2.6 设 X 是一个弱拟凸 Kähler流形, (L, h)是 X 上的全纯 Hermite线丛, ϕ < 0是 X

上的拟多次调和函数. 假设 θ :=
√
−1ΘL,h > 0且存在常数 κ > 1使得 θ + κ

√
−1∂∂̄ϕ > 0. 假设全纯

截面 f ∈ Γ(X,KX ⊗ L)满足 ∫
X

|f |2he−ϕ < +∞.

给定紧子集 S ⊂ X, 我们定义

α0 := sup{p ∈ (0, κ] : fx ∈ I(pϕ)x,∀x ∈ S}.
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若 α0 < κ, 则有

α0 − 1 > (κ− 1)I0

κ(
∫
X
|f |2he−ϕ −

∫
X
|f |2h) + I0

> 0,

其中

I0 := inf

{∫
X

|g|2h : g ∈ Γ(X,KX ⊗ L), gx − fx ∈ I+(α0ϕ)x,∀x ∈ S

}
> 0.

由乘子理想层的强开性和强诺特性易知 α0 > 1, 定理 2.6则给出了 α0 − 1的一个下界估计. 若

X 是 Cn中的拟凸域, (L, h)是平凡线丛, ϕ是多次调和函数, S是单点, 令 κ→ +∞, 则定理 2.6退化

为关启安 [24] 的最优有效性结果. 若X 是紧 Kähler流形, 取 S = X, 则定理 2.6给出了 Berndtsson [6]

的结果的有效性估计: Berndtsson通过发展文献 [5]中的方法也证明了 α0 > 1.

2.3 广义 Suita猜想

最优 L2延拓问题与 Suita猜想密切相关. 本小节回顾 Suita猜想的提出、解决与推广, 并介绍作

者在此方面取得的一些进展.

设 Ω是一个黎曼面, 它的 Bergman核被定义为

κΩ(z) := sup

{√
−1F (z) ∧ F (z) : F ∈ Γ(Ω,KΩ),

∫
Ω

√
−1
2
F ∧ F 6 1

}
.

选定 Ω的一个局部坐标卡 (V,w), 我们记 κΩ|V = BΩ|dw|2. 下面假设 Ω是双曲的, 即 Ω上存在非平

凡的格林函数 GΩ, 那么 Ω的对数容度被局部地定义为

cβ(z0) := lim
z→z0

exp(GΩ(z, z0) − log |w(z) − w(z0)|).

容易验证, cβ|dw|不依赖于局部坐标的选取. 在 1972年的文章 [53]中, Suita猜测共形度量 cβ|dw|的
高斯曲率不超过 −4, 即

−△ log cβ
c2
β

= − 4

c2
β

∂2 log cβ
∂w∂w̄

6 −4,

而且高斯曲率在某点处等于 −4当且仅当 Ω共形等价于单位圆盘 (除去一个可能为空的闭极集).

Suita [53] 已经证明 ∂2

∂w∂w̄
(log cβ) = πBΩ, 因此上述不等式也等价于

πBΩ(z) > cβ(z)2.

对于边界分支均非退化的双连通区域 Ω ⊂ C, Suita [53] 已经证明 πBΩ(z) > cβ(z)2. 但对于一般的情

形, 该猜想长期悬而未决.

Ohsawa [48] 首先注意到了 Suita猜想中的不等式与 L2 延拓定理之间的关联, 同时他可以证明

750πBΩ(z) > cβ(z)2. 一个重要的突破是朱朗峰 -关启安 -周向宇 [59] 开启了待定函数法, 通过建立

常微分方程求解待定函数, 作者们得到了接近最优的估计. 受此影响, B locki [8] 在平面域情形证明了

Suita猜想的不等式部分, 而关启安 -周向宇 [29] 则在黎曼面情形证明了 Suita猜想的不等式部分. 随

后, 关启安 -周向宇 [30] 利用更为精细的最优 L2延拓定理解决了猜想的等式部分.

定理 2.7 (参见文献 [8]和 [29,30]) πBΩ > c2
β. 存在某点 z0 ∈ Ω使得 πBΩ(z0) = cβ(z0)2, 当且

仅当 Ω共形等价于单位圆盘 (除去一个可能为空的闭极集).
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在这之后, B locki [9] 给出了不等式部分基于乘积技巧的另证, Berndtsson-Lempert [7] 则给出了

不等式部分基于 Bergman核的多次调和变分性质的另证. 另一方面, 关启安 -周向宇 [30, 33] 证明了加

权 Suita猜想、等变 Suita猜想以及 Ohsawa猜想 (Suita猜想的一种高维类似), B locki-Zwonek则得

到了 Suita猜想的高阶推广 (参见文献 [11])和高维推广 (参见文献 [10, 12]).

在文献 [56]中, 我们发现了极小 L2积分的凹性退化为线性的一个必要条件. 利用这个必要条件,

我们可给出关启安 -周向宇 [30] 对 Suita猜想等式部分的证明中某一关键引理的新证明 (参见文献

[56, 第 5.2节]). 利用同样的方法, 我们在文献 [55]中统一证明并推广了文献 [11, 30,33]的结果.

为此需要引入一些记号. 设 p : D → Ω是 Ω的万有覆盖. 因覆盖群 Deck(D/Ω)同构于 Ω的基本

群 π1(Ω), 不妨将它们等同. 因此, σ ∈ π1(Ω)可看作是 Aut(D)中的元素, 且 σ ◦ p = p. 任给 z0 ∈ Ω,

可找到全纯函数 g ∈ O(D)满足 log |g| = p∗GΩ(·, z0). 对任意的 σ ∈ π1(Ω), 因 |σ∗g| = |g|, 存在模长
为 1的常数 χz0(σ)使得 σ∗g ≡ χz0(σ)g. 容易验证, χz0 : π1(Ω) → S1是一个群同态, 且它与 g的选取

无关. 类似地, 任给 Ω上的调和函数 η, 总可找到全纯函数 ξ ∈ O(D)满足 |ξ| = exp(p∗η). 对任意的

σ ∈ π1(Ω),因 |σ∗ξ| = |ξ|,存在模长为 1的常数 χη(σ)使得 σ∗ξ = χη(σ)ξ. 容易验证, χη : π1(Ω) → S1

也是一个群同态, 且它与 ξ的选取无关.

定理 2.8 设 Ω是双曲黎曼面, η是 Ω上的调和函数, (V,w)是 z0 ∈ Ω附近的坐标卡. 取定非

负整数m, 定义m-阶的加权 Bergman核为

B
(m)
Ω,η (z0) := sup


∣∣∣∣ ∂mf∂wm

(z0)

∣∣∣∣2 :
F ∈ Γ(Ω,KΩ),

∫
Ω

√
−1
2
F ∧ F e−2η 6 1,

F |V = fdw, [f ]z0 ∈ mm
z0

 .

那么

πB
(m)
Ω,η (z0) > m!(m+ 1)!cβ(z0)2m+2e2η(z0). (2.3)

进一步地, 等式成立当且仅当 χηχ
m+1
z0

= 1, 当且仅当存在全纯函数 g ∈ O(Ω)使得

log |g| = (m+ 1)GΩ(·, z0) + η.

在等式情形, 全纯 1-形式 F := ∂g − 2g∂η ∈ Γ(Ω,KΩ)相对于 B
(m)
Ω,η (z0)是极大的.

根据Minda的一个定理, 存在 g ∈ O(Ω)使得 log |g| = GΩ(·, z0)当且仅当 Ω共形等价于单位圆

盘 (除去一个可能为空的闭极集). 因此, Suita猜想是定理 2.8取 η ≡ 0且m = 0的情形. 此外, 关启

安 -周向宇 [30, 33] 证明的扩充 Suita猜想是定理 2.8取m = 0的情形, B locki-Zwonek [11] 的结果则是

不等式 (2.3)取 η ≡ 0的情形. 关启安 -秘志桐 -袁铮 [27] 基于扩充 Suita猜想的解答, 得到了更为一

般的结果, 可涵盖定理 2.8. 但我们的目的在于以一种新方法统一证明文献 [11, 30,33]中的结果.

下面考察平面域上的高阶 Suita猜想. 我们取 η ≡ 0, 并简记 B
(m)
Ω,η 为 B

(m)
Ω . 根据黎曼映照定理,

任何的单连通区域 Ω ( C都共形等价于圆盘, 直接计算可知, 对任意的 z0 ∈ Ω和m ∈ N, 都有

πB
(m)
Ω (z0) = m!(m+ 1)!cβ(z0)2m+2.

接着考虑 n-连通 (n > 2)的平面域 Ω ⊂ C. 因孤立点是 L2 全纯函数和上有界的次调和函数的

可去奇点, 我们不妨假设 Ĉ \ Ω的每个连通分支都是非退化的. 当 n = 2时, 这样的双连通区域总是

共形等价于某个圆环 AR = {z ∈ C : 1 < |z| < R}. 由圆环的格林函数的显式表达式可知, 若存在正
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整数 1 6 k 6 m使得 |z0| = R
k

m+1 , 则可找到全纯函数 g ∈ O(AR)满足 log |g| = (m + 1)GAR
(·, z0).

因此, 根据定理 2.8, 对任意的正整数 1 6 k 6 m和满足 |z0| = R
k

m+1 的点 z0 ∈ AR, 均有

πB
(m)
AR

(z0) = m!(m+ 1)!cβ(z0;AR)2m+2.

令 q = R−1和 τ =
√
−1
π

logR, 直接计算可知 (参见文献 [42, 命题 5.7]), m = 1时上式等价于

℘′′( τ
2
; 1, τ)

32π4
=

∞∑
k=1

k3qk

1 − q2k
= q

∏∞
k=1(1 − q2k)8∏∞
k=1(1 − q2k−1)8

=
1

16π4

ϑ′
1(0; q)4

ϑ4(0; q)4
,

其中, ℘是魏尔斯特拉斯椭圆函数, ϑ•是雅可比 Theta函数.

利用格林函数与调和测度的关系, 关启安 -孙逊 -袁铮 [28] 证明: 若存在 m ∈ N和 z0 ∈ Ω使得

πB
(m)
Ω (z0) = m!(m + 1)!cβ(z0)2m+2, 则必有 m > n − 1; 若 n = 3, 则存在充分大的 m ∈ N和某个

z0 ∈ Ω使得 πB
(m)
Ω (z0) = m!(m + 1)!cβ(z0)2m+2. 基于以上结果, 一个自然的问题是, 若 Ω是边界分

支均非退化的 3-连通区域, 可否找到 z0 ∈ Ω满足 2-阶 Suita猜想的等式情形? 答案是否定的. 任给

正整数 n > 3和M > 1, 我们在文献 [55]中构造了一族具有实解析边界的 n-连通区域 Ω b C使得

πB
(m)
Ω (z0) > m!(m+ 1)!cβ(z0)2m+2, ∀ z0 ∈ Ω, ∀ 0 6 m 6M.

最后, 我们来讨论 Suita猜想的高维推广. 设 D是 Cn中的有界区域. 我们用 GD(·, z)表示 D上

以 z ∈ D为极点的多复格林函数, 那么 D的 Azukawa度量被定义为

AD(z;X) := lim
λ→0

(GD(z + λX, z) − log |λ|), z ∈ D, X ∈ Cn,

而 D在 z处的 Azukawa指标集被定义为

ID(z) := {X ∈ Cn : AD(z;X) < 0}.

易知, AD(z; ·)是 Cn 上的多次调和函数, ID(z)是 Cn 中拟凸的平衡域. (一个区域 U ⊂ Cn 被称作是
平衡域, 是指 z ∈ U, τ ∈ C, |τ | 6 1 ⇒ τz ∈ U .)

下面假设 D是 Cn中的有界拟凸域. 在定理 2.2中取 g ≡ 1和 C = e2na, 可得

BD(z0) > 1

e2naVol({GD(·, z0) < −a})
, ∀ z0 ∈ D, ∀ a > 0.

这是 B locki [9] 利用某种乘积技巧证明的. B locki-Zwonek [10] 进一步证明, 如果 D是有界超凸域, 那

么右端的分母随 a→ +∞将收敛于 ID(z0)的体积, 于是有

BD(z0) > 1

Vol(ID(z0))
. (2.4)

通过逼近可以证明上述不等式对一般的拟凸域都成立. 在一维的时候, 所有的平面域都是拟凸域, 且

ID(z0) = πcβ(z0)−2, 因此上式是 Suita猜想的一种高维推广.

在定理 2.8中, 我们给出了一维的广义 Suita猜想的等式情形的等价刻画. 一个自然的问题是,

对于高维的广义 Suita猜想, 我们能否刻画其等式情形? 如果 D b Cn 是一个拟凸的平衡域, 容易证

明 ID(0) = D 且 BD(0) = 1/Vol(D), 此时 (2.4)式在原点处取等号. 在双全纯等价和相差闭多极集

2195



林章立等: 全纯自同构群与开性 L2 延拓

的意义下, 这是以往的文献中关于高维 Suita猜想的等式情形仅有的例子. 我们自然地发问, 如果

D b Cn 是一个拟凸域且 (2.4)式取等号, 那么是否存在一个双全纯映射把 D映为平衡域 (除去一个

可能为空的闭多极集)且把 z0 映为原点? 事实上, B locki-Zwonek在文献 [10, 猜想 3]中曾针对 D是

凸域的情形作此提问. 然而, 我们在文献 [55]中构造了如下的例子.

定理 2.9 设 Ω b Cz 是有界平面域, η是 Ω上的调和函数. 设 D b Cnw 是拟凸的平衡域, 记它

的Minkowski泛函为 h. 考虑如下的广义 Hartogs域:

Ω̃ = {(z, w) ∈ Ω × Cn : h(w) < e−η(z)}.

若存在 Ω上的全纯函数 g ∈ O(Ω)使得 log |g| = GΩ(·, z0) + nη, 则有

BΩ̃((z0, 0)) =
1

Vol(IΩ̃((z0, 0)))
.

定理 2.9的证明基于定理 2.8、Ligocka公式和一个简单的观察:

GΩ̃((z, w), (z0, 0)) > max{GΩ(z, z0), log h(w) + η(z)}.

我们可以容易地找到满足定理要求的 Ω和 η: 任给平面域 Ω b C, 可选取一个全纯函数 g ∈ O(Ω)使

得 z0 ∈ Ω是它唯一的零点且其重数为 1, 例如 g(z) = z − z0, 那么

η :=
log |g| −GΩ(·, z0)

n

是 Ω上的调和函数且满足 log |g| = GΩ(·, z0) + nη. 我们注意到平衡域都是可缩空间, 但 Hartogs域

Ω̃总是同伦等价于底空间 Ω, 而 Ω的拓扑可以任意地复杂.

B locki和 Zwonek还研究了高维 Suita猜想的进一步推广. 设 H(z) =
∑

|α|=m cαz
α 是 Cn 上的

全纯齐次多项式, 可按如下方式定义一个微分算子 ∂Hz :

∂Hz f :=
∑

|α|=m
cα

∂|α|f

∂zα1
1 · · · ∂zαn

n
.

给定区域 D b Cn, 考虑广义的 Bergman核

BH
D (w) := sup

{
|∂Hz f(w)|2 : f ∈ A2(D),

∫
D

|f |2dλ 6 1, [f ]w ∈ mm
w

}
.

当 D是拟凸域时, B locki-Zwonek [12] 证明了

BH
D (z0) > BH

ID(z0)(0). (2.5)

若 H(z) ≡ 1, 则 (2.5)式退化为 (2.4)式. 若 D是平面域且 H(z) = zm, 则 (2.5)式退化为 (2.3)式取

η ≡ 0的情形. 类似定理 2.9, 我们在文献 [55]中也构造了一类使 (2.5)式取等号的新例子.
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