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任意布置方式下两任意形状孔洞平面弹性问题

的解析法研究*
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摘要    利用 Schwarz 交替法, 找到了解决两任意形状孔洞任意布置方式下平面弹性
问题的简单交替算法, 并可得到任意次迭代后应力场及位移场的计算公式. 通过精度

分析发现: 20 次迭代后的计算结果已具有非常高的精度, 继续迭代求解可得到更高精

度的计算结果. 与有限单元法计算结果的比较更进一步证实了本文简单交替算法的可

靠性.
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在工程设计中经常会遇到两平行孔洞问题, 并且孔洞形状多种多样 . 当两平行孔洞相距

很近时, 其应力场及位移场就要受到强烈的相互影响, 并为工程设计者所关心. 两孔洞的平面

问题在力学上属于双连通域问题. 国内外学者一直设法寻找一个行之有效的求解办法[1~8], 但

其工作只限于圆形孔洞或夹杂物及两椭圆孔问题. 如今的数值方法虽可以解决双连通域问题 ,

但它不会象解析方法那样能较迅速和较准确地计算出任一点的应力和位移 , 难以方便地分析

各个参数对计算结果的影响. 更重要的是, 解析法可从理论上把握双孔洞应力场和位移场的

分布规律.

Schwarz 交替法作为一种解析方法, 是将双连通域问题归结为一系列的单连通域问题来

求解. 数学上已由 Mikhlin 证明了 Schwarz 交替法二维求解双连通域问题的收敛性 [9], 由

Soboleff给出了三维上的收敛证明[10]; 显然, 只要能找出简单的交替算法使迭代求解顺利进行

下去, Schwarz交替法就可以作为解决任意布置方式下两任意形状孔洞问题的有效工具.

1  基本原理

Schwarz 交替法求解两任意形状孔洞问题的关键在于迭代求解的顺利进行. 每个单连通

域问题本文使用柯西积分法进行求解 [11]. 柯西积分法是将边界形状复杂区域映射到单位圆域

后才可进行; 如按常规方法求解, 则因复杂映射函数的引入而使迭代求解寸步难行. 本文另

辟捷径, 提出可得到任意次迭代计算结果的简单交替算法.
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1.1  映射函数与逆映射函数

本文使用 Schwarz-Christoffel 积分公式为基础的混合罚函数法来获得映射函数[12]. 在利

用柯西积分法求解单个孔洞问题时, 是将孔外域映射到单位圆外的无限区域后进行求解, 则

映射函数的一般形式为:
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其中 R反映了孔洞的大小, B0, B1, B2, , Bn反映了孔洞的形状, z,ζ 分别为原平面和映射平面

上的复坐标.

本文把单位圆外域映射回原平面孔外域的函数称为逆映射函数 , 变换形式为 )(1 z−= ωζ .

逆映射函数依然是孔外无限域之间的映射变换, 函数形式可写为:
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由于逆映射函数是针对映射函数而言的, 经过逆映射变换的两对应点与经过映射变换的

两对应点 z和ζ 要一致. 那么, 利用(1)和(2)式可得到求解系数 r, A0, A1, A2, , Am的复数线性

方程. 当方程数远大于未知系数个数时, 则需要求解含有复数的线性矛盾方程组, 如此得到的

逆映射函数的整体效果将会增加.

为书写方便, 两孔洞的映射函数分别改写为:
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而逆映射函数分别改写为:
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1.2  Schwarz交替法的求解步骤

图 1 给出了两平行孔洞计算模型的最一

般情形以适应孔洞形状的多样性, 并认为无

穷远处荷载为均布应力. 在图 1中, z1, z2分别

是 111 yox , 222 yox 坐标系下的复坐标; c 是两

平行孔洞的相对位置矢量( 111 yox 坐标系下);
∞
xσ , ∞

yσ 和 ∞
xyτ 分别为无穷远处竖直 水平

剪切应力; L1和 L2分别为洞 1 洞 2的周边.

两孔洞的平面问题可分为平面应力和平

面应变问题, 根据应力边界条件和位移边界

条件的不同又可将其分为不同的边值问题 .

本文在叙述 Schwarz 交替法原理及基本公式

推导时以地下工程中的两平行洞室 (无支护)

为例. 此时, ∞
xσ , ∞

yσ 和 ∞
xyτ 为无穷远处相应 图 1  两平行孔洞的计算模型
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的地应力.

利用 Schwarz 交替法求解两任意形状洞室问题的基本过程如下: 首先在岩石中挖出洞 1,

其应力解可利用柯西积分法获得; 此时, 洞 2 虽未开挖, 但在拟开挖周边上的应力值可以求

出. 由此可以得到洞 2 周边的多余面力(本文把洞边不为零的面力称为多余面力), 并且用级数

来逼近这个多余面力, 使求解过程中所利用的应力边界条件变得简单 . 然后可在岩石中模拟

开挖洞 2, 即在洞 2 周边作用与多余面力大小相等 方向相反的外力(也称反面力, 同样表示

为级数形式), 使得洞 2 周边满足零面力边界条件. 此时, 如果设想洞 1 不存在, 则上述问题

也是单连通域问题; 可以求出在洞 2 周边反面力作用下只存在洞 2 时的解, 随之可得此时在

洞 1 周边相应的多余面力. 重复上述模拟开挖过程, 可求得在洞 1 周边级数表示的反面力作

用下只有洞 1时的解, 此时洞 1周边满足零面力边界条件, 而洞 2周边仍存在多余面力. 为消

除洞室周边的多余面力必须继续迭代求解, 直至两个洞室周边均满足零面力边界条件(两洞室

无支护时), 把每次迭代的计算结果叠加起来就可得到原问题的解.

本文定义, 两个洞室周边各加一次反面力为完成一次迭代(除第一次迭代外).

实际计算不可能做无数次的迭代求解, 但随迭代次数的增多 , 多余面力越来越接近零面

力. 达到一定的迭代次数后, 计算结果的精度能满足工程所需即可停止迭代.

当两孔边有外荷载(分布力或集中力)时, 在第一次迭代过程中两洞室的开挖需考虑外荷

载的作用, 即: 开挖洞 1 时, 荷载条件为洞 1 周边外荷载及无穷远处的应力; 开挖洞 2 时, 荷

载条件为洞 2 周边外荷载及相应的反面力. 在第二次及以后的迭代过程中, 荷载条件均是相

应的反面力. 上述简单交替算法适用于任意双孔洞的平面弹性问题.

2  应力场分析的基本公式

2.1  在地应力作用下只存在洞 1的解

洞 1 及洞 2 的映射函数和逆映射函数分别为 )( 111 ζω=z , )( 222 ζω=z 和 )( 1
1

11 z−= ωζ ,

)( 2
1

22 z−= ωζ , 其中 1ζ , 2ζ 分别为两映射平面上的复坐标 .  在地应力 ∞
xσ , ∞

yσ 和 ∞
xyτ 作用

下只有洞 1的解 )( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 可表示为:
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, ∞=′ xyC τ ; )( 110 ζϕ , )( 110 ζψ 为 1ζ 平面上单位圆外包括无

穷远点在内的解析函数. 求解 )( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 的应力边界条件为:
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其中 1σ 为 1ζ 平面上单位圆周上的坐标; )( 111 σϕ , )( 111 σψ 为 )( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 在 1ζ 平面上单

位圆周上的值.

利用 Harnack 定理及 Cauchy积分公式的推广形式, 由(6)式可得到只有洞 1的解为:
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式中 a1, a2, , an是已确定出的各幂次项系数; k1, k2, , kn−2分别为 
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2.2  洞 2周边多余面力的确定

)( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 求出后, 就可以求出洞 2 周边相应反面力作用下开挖洞 2 的解 )( 222 ζϕ ,

)( 222 ζψ . 而从 )( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 到 2ζ 表示的洞 2 周边多余面力中间要经历逆映射变换 坐标

平移及映射变换. 由于映射函数和逆映射函数的复杂性 , 通过变换两复应力函数表示由洞 1

的开挖在洞 2 周边引起的多余面力将十分困难 . 本文从另一角度出发 , 直接利用 )( 111 ζϕ ,

)( 111 ζψ 计算洞 2周边各点的多余面力, 所利用的公式为:
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式中 2σ 为洞 2 周边点 t2在 2ζ 平面上的坐标; )( 212 σf 为由 )( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 在 2σ 对应点 t2处

引起的多余面力 ; 1γ 则是 2σ 经过映射变换 )( 222 σω=t , 坐标平移 ctT += 21 及逆映射变换

)( 1
1

11 T−= ωγ 得到的在 1ζ 平面上的坐标.

在多个 2σ 所对应的 )( 212 σf 求出之后, 利用复数级数∑
−=

L

Lk

k
kD 2σ 来逼近 )( 212 σf 在洞 2 周边的

分布 ; Dk 是级数逼近式中
k
2σ 的系数 , 并且 Dk 一般为复数 . 简单的多余面力形式保证了

Schwarz交替法迭代求解的成功.

在每次迭代过程中, 多余面力的求解及分布形式的获得都按上述方法进行.

2.3  在反面力 ∑
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式中 )( 222 σϕ , )( 222 σψ 为 2ζ 平面上单位圆外解析函数 )( 222 ζϕ , )( 222 ζψ 在单位圆周上的值.

利用 Harnack 定理及 Cauchy积分公式的推广形式, 可得到 )( 222 ζϕ , )( 222 ζψ 如下:
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式中 F1, F2, , FL是已确定出的各幂次项系数; L1, L2, , Ln−2分别为 
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)( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 与 )( 222 ζϕ , )( 222 ζψ 叠加即为 Schwarz交替法的第一次迭代结果.

2.4  Schwarz交替法求解围岩应力

由于迭代求解从洞 1 开始, 所以第一次迭代后, 洞 2 满足零面力的应力边界条件, 而洞 1

周边由于 )( 222 ζϕ , )( 222 ζψ 的存在仍有多余面力. 在洞 1 周边施加相应的反面力, 并可求出

此时只有洞 1的解 )( 131 ζϕ , )( 131 ζψ , 所利用的应力边界条件为:
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式中 )( 131 σϕ , )( 131 σψ 为 1ζ 平面上单位圆外解析函数 )( 131 ζϕ , )( 131 ζψ 在单位圆周上的值; Ek

为洞 1周边多余面力的级数逼近式中 k
1σ 的系数.

以后每次迭代利用的应力边界条件都如(9)和(11)式, 只是在不同次的迭代和拟挖不同洞

室时, 变换相应的量即可. 根据精度要求, 可进行任意次的迭代计算; 最终计算结果为所有次

迭代结果的叠加 . 假定叠加后两复应力函数为 )(ζϕ , )(ζψ , 其中ζ 可以是 1ζ 或 2ζ , 则可得到

正交曲线坐标系下的各应力分量组合为:









′+′
′

=+−

=+

)],()()()([
)(

12
2

)],(Re[4

2

2

ζζωζζω
ζωρ

ζ
τσσ

ζσσ

ρθρθ

ρθ

ØÖi

Ö

(12)

其中 ρσ , θσ 和 ρθτ 分别为正交曲线坐标系下的径向应力 环向应力和剪切应力; ρ 为ζ 平面

上的径向坐标; )(ζÖ 为
)(
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ζω
ζϕ
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′

, )(ζØ 为
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.

如要考虑洞边作用有外荷载, 只须在 )( 111 ζϕ , )( 111 ζψ 与 )( 222 ζϕ , )( 222 ζψ 函数表达式中

加上洞边外荷载作用项, 并在边界条件(6)和(9)等式右侧加上洞边外荷载作用项. 对于位移边

值和混合边值问题, 上述迭代求解过程及公式推导步骤是一样的.

3  位移场分析的基本公式

利用 )(ζϕ , )(ζψ 可求解两洞室开挖相互影响下的位移场. 对于地下工程中的先加载后挖

洞问题, 洞室开挖后的应力场是地应力和开挖引起的附加应力共同作用的结果; 但对于位移

来说, 地应力引起的位移在开挖之前就已完成, 而由洞室开挖所引起的位移才是通常所指的

围岩位移. 对于其他类工程中的先挖洞后加载问题则无此之分 . 本文以前者为例分析求解位
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移的基本公式. 如以第一映射坐标系为参照坐标系, 求解位移场的两复应力函数为:
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式中 )( 1ζϕ , )( 1ζψ 为 )(ζϕ , )(ζψ 在 1ζ 坐标系下的复应力函数形式.

求解位移场所利用的公式为:
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其中 u0和 v0为 111 yox 坐标系下两坐标轴方向的位移分量; G为剪切模量; κ 为与泊松比ν 有关

的常数, 对于平面应变 νκ 43 −= , 对于平面应力
ν
ν

κ
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−

=
1
3

.

如果洞 1 用于观测洞, 其开挖先于洞 2, 那么在洞 1 内观测到的位移仅仅是由于开挖洞 2

所引起的位移. 假定开挖洞 1 和开挖洞 2 所引起的位移分别为 u1, v1和 u2, v2, 它们对应的复

应力函数分别为 )( 11 ζϕ , )( 11 ζψ 和 )( 12 ζϕ , )( 12 ζψ . 求 u1, v1的公式为:
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求 u2, v2的公式为:
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(14), (15)和(17)式中用来计算位移的各复应力函数都是消去刚体位移后的复函数.

4  收敛精度的讨论

为便于精度分析, 取大小相等的两平行地

下洞室作为精度分析的算例. 考虑到图 2 所示

问题的对称性及精度分析的需要, 在两洞室周

边分别以逆时针和顺时针方向取关于 I-I 轴对

称的点, 两对称点偏离 x1, x2 轴正向的角度为

iθ (图 2).

由于两洞室相距越近 , 其相互影响越大 ,

分析此时的计算结果最具有代表性和说服力 .

本文就图 2 所示的两洞室尺寸和间距 , 对

0.10=∞
xσ MPa. 0.20=∞

yσ MPa, 0.0=∞
xyτ MPa 图 2  水平布置的两平行洞室
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下迭代 3, 5, 10, 15及 20次后的计算结果进行精度分析.

4.1  利用洞室周边多余面力进行精度分析

对于两个不支护的洞室, 实际的应力结果在洞边应满足零面力条件 . 交替法求解双连通

域问题, 是一个逐步消除多余面力的过程, 计算结果的好坏可直接反映在洞边零面力条件的

满足程度. 由于每次迭代后仅洞 1 周边存在多余面力, 所以图 3 给出了不同次迭代后多余面

力 ρσ , ρθτ 在洞 1周边的分布. 可以看出, 随迭代次数的增多, 多余面力逐渐趋近于零面力.

不同次迭代后多余面力接近零面力的程度用多余面力绝对值的均值 ρσ , ρθτ 来表示 . 同

外荷载相比, 20次迭代后的 ρσ , ρθτ 已经很小, 分别仅为 5.592×10−2 MPa和 5.771×10−2 MPa.

这很好地说明了 20次迭代后的应力结果可能具有很高的精度.

4.2  多余面力对围岩应力的影响程度

虽然经过 20 次迭代后的多余面力已足够小, 但还不能得出此时的围岩应力状态就已十分

精确的结论, 因为还不知道多余面力的变化对围岩应力状态的影响程度. 本文以受多余面力

影响最为剧烈的洞 1 周边 θσ 为分析对象, 记 m 次和 n 次迭代后洞 1 周边 iθ 处的环向应力

径向应力 剪切应力分别为 m
iθσ , m

iρθσ . m
iρθτ 和 n

iθσ , n
iρθσ , n

iρθτ , 则不同次迭代后多余面力的

变化对洞边环向应力的影响可用以下两指标表示:

,
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式中 NN为洞 1周边所取的计算点数(NN = 360), 此处的 m, n不同于以前公式中的 m, n.

图 3  不同次迭代后洞 1周边的多余面力 ρσ , ρθτ
为 3次迭代, −−−为 5 次迭代,−-−-为 10 次迭代. -----为 15 次迭代, −-−为 20 次迭代

(a) 径向应力 ρσ , (b) 剪切应力 ρθτ
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两指标分别表示洞 1周边径向应力 剪切应力单位变化所引起的洞边环向应力变化量. 随

迭代次数的增加, 指标 σF , τF 逐渐减小. 由第 15 次与第 20 次迭代后的计算结果( σF = 0.68,

τF  = 0.32)及(19)式和(20)式推算, 20次迭代后的多余面力与零面力相比较所能引起的洞 1 周

边环向应力的变化分别仅为 0.04 MPa, 0.02 MPa. 这与此时的洞 1周边最大环向应力 150.465

MPa相比已十分微小.

20 次迭代后多余面力足够小, 并且对围岩应力状态影响很小, 这说明: 20 次迭代后的应

力结果具有很高的精度. 当然, 还可继续迭代以得到精度更高的计算结果.

4.3  利用两洞室周边的环向应力及位移进行精度分析

由于图 2 所示问题的几何条件和荷载条件都是关于 I-I 轴对称, 实际的围岩应力状态也应

关于 I-I轴对称. 两洞室周边环向应力的对称性指标可表示为:

∑
=

−
=

NN

i
I

III

l

i

ii

NN
S

1

1

θ

θθ

σ

σσ
, (21)

其中 NN为每个洞室周边考察的点数(NN = 360); I
iθσ , II

iθσ 分别为洞 1, 洞 2周边 iθ 处的环向

应力. Sl越小说明对称性越好. 由图 4可以看出, 20次迭代后两洞室周边环向应力几乎完全对

称(Sl = 0.01).

对于图 2 所示 iθ 处位移的对称, 应有 21 uu = , 21 vv −= . 同样可以制定类似于(21)式的对

称性指标来表示不同次迭代后两洞室周边位移的对称程度. 限于篇幅, 这里仅给出 20 次迭代

后两洞室周边的位移分布. 从图 5可以看出, 20次迭代后两洞室周边位移几乎完全对称.

20次迭代后两洞边应力和位移的高度对称性直接说明此时高精度计算结果的特点.

5  交替法与有限单元法计算结果的比较

为进一步验证本文所提出的简单交替算法的可靠性, 就图 2 所示问题进行了有限单元法

的计算. 考虑到问题的对称性而只对 I-I 轴左侧进行网格剖分 . 计算中采用八节点等参单元,

网格划分时考虑了洞室开挖的影响范围.

5.1  应力结果的比较

为便于两种方法应力结果的对比, 用交替法对洞 1周边第一圈单元(单元最大尺寸不超过

图 4  20次迭代后两洞室周边的环向应力分布
(a) 洞 1 周边环向应力, (b) 洞 2 周边环向应力
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0.1 m)中三排高斯点上的应力进行计算 . 由于这些高斯点上的 ρσ 和 ρθτ 仍只在零应力附近 ,

所以, 图 6只给出了三圈高斯点上由两种方法得到的 θσ . 该图表明, 除洞室两底角附近外, 其

余各高斯点上的 θσ 基本一致, 图 6中的 iθ 为高斯点逆时针偏离 x1轴正向的角度.

图 6  由两种方法所得到的第一圈单元三排高斯点处的 θσ
(a) 第一排高斯点, (b) 第二排高斯点, (c) 第三排高斯点

为交替法, ------为有限单元法

图 5  20次迭代后两洞室周边的位移分布
(a) 洞 1 周边位移 u1, v1, (b) 洞 2 周边位移 u2, −v2
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5.2  位移结果的比较

利用有限单元法可以得到洞 1 周边各节点的绝对位移. 从图 7 可以看出, 用交替法和有

限单元法得到的洞 1周边位移变化趋势一致, 数量相差很小.

通过两种方法计算结果的对比, 进一步验证了本文简单交替算法的可靠性.

6  结论

本文所提出的简单交替算法是针对两任意形状孔洞任意布置方式下的平面弹性问题, 其

求解方法和基本公式推导过程适用于任何双孔洞的平面弹性问题, 并都可得到任意次迭代后

的解析解. 根据不同的问题 不同的精度要求, 都可得到满意的计算结果.

任意布置方式下两任意形状孔洞应力场和位移场解析解的取得无疑会给地下工程 机械

制造 压力容器及航空航天器械设计中的双孔洞问题提供更为精确的应力场和位移场分析. 另

外, 利用文中所得到的位移解析解可进行双洞室的位移反分析, 并可得到高精度的反演结果.

在应用于地下工程中的双洞室问题时, 本文所提出的解析算法只适用于它的平面应变问题.
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