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摘要 本文研究对角占优矩阵奇异 -非奇异的充分必要条件.基于 Taussky定理,本文得出,可约对角

占优矩阵的奇异性由其独立 Frobenius 块的奇异性决定, 从而将这一问题化为不可约对角占优矩阵的

奇异 - 非奇异性问题; 运用 Taussky 定理研究奇异不可约对角占优矩阵的相似性和酉相似性, 获得这

类矩阵元素辐角间的关系; 并与 Taussky 定理给出的这类矩阵元素模之间的关系结合在一起, 研究不

可约对角占优矩阵奇异的充分必要条件; 最后给出不可约对角占优矩阵奇异 - 非奇异性的判定方法.
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1 引言

矩阵的非奇异性判定是对角占优矩阵论中的一个重要问题. Taussky [1] 总结了 19 世纪 70 年

代末到 20 世纪 40 年代这方面的研究; Varga [2] 则总结了 20 世纪 70 年代中期之前这方面的研究.

Ostrowski [3–5] 提出的广义对角占优以及 M 和 H 矩阵的概念对这一学科的发展产生了深远的影响.

Berman和 Plemmons [6] 总结了非奇异 M 矩阵的 50个充分必要条件. H 矩阵的判定是我国计算数学

较为活跃的研究领域之一. 在这方面, 文献 [7–14] 等作了许多开拓性的工作.

对角占优矩阵的非奇异性与矩阵伴随有向图的性质密切相关. Taussky定理 [15, 16] 指出,如果矩阵

的伴随有向图强连通,那么只需要存在一个严格对角占优行,对角占优矩阵就是非奇异的. Shivakumar

和 Chew [17] 则进一步指出, 如果矩阵伴随有向图的每个结点到某一个严格对角占优行所对应的结点

存在路径, 那么, 对角占优矩阵就是非奇异的.

本文研究对角占优矩阵奇异 - 非奇异的充分必要条件. 21 世纪初, Kolotilina [18] 给出了奇异不可

约对角占优矩阵的一个酉相似结果, 实际上给出了不可约对角占优矩阵奇异的一个充分必要条件. 本

研究则从另外一个角度—Taussky定理出发,获得了更为细致的结果.此外,文献 [19–21]根据 Taussky

定理将可约对角占优矩阵的奇异 - 非奇异性问题化为不可约对角占优矩阵的奇异 - 非奇异性问题. 换

言之, 对角占优矩阵奇异 - 非奇异的充分必要条件可以归结到 Taussky 定理这样一条理论线索之下.

本文将从 Taussky 定理出发, 循序渐进地进行讨论, 主要包括:

(1) 化可约对角占优矩阵的奇异 - 非奇异性问题为不可约对角占优矩阵的奇异 - 非奇异性问题;

(2) 奇异不可约对角占优矩阵的相似性和酉相似性分析;

(3) 不可约对角占优矩阵奇异 - 非奇异的充分必要条件及其判定方法 (本文的主要结果).



金继东: 对角占优矩阵奇异 - 非奇异的充分必要判据

2 Taussky 定理及其推论

文中若无特别说明, 一律假定所讨论的矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n, 其中 C 是复数域, | · | 为复数的模.

定义 2.1 (1) 矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n, 如果满足

|aii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |, i = 1, . . . , n, (2.1)

则称 A 是行对角占优矩阵. i 行取严格不等号, 则 i 行为严格对角占优行; i 行取等号, 则 i 行为非严

格对角占优行. 如果 A 的所有行都是严格对角占优行, 则称 A 为行严格对角占优矩阵; 如果 A 的所

有行都是非严格对角占优行, 则称 A 为行弱对角占优矩阵.

(2) 矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n, 如果满足

n∑
j=1

aij = 0, i = 1, . . . , n, (2.2)

则称 A 是行平衡矩阵; 实数域上的行平衡矩阵 A = [aij ] ∈ Rn×n 称为仿射矩阵.

对列可以作类似的定义.

如果矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 不仅关于行是对角占优的而且关于列也是对角占优的, 则称 A 为行

列双对角占优矩阵; 如果矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 不仅关于行是平衡的而且关于列也是平衡的, 则称 A

为行列双平衡矩阵.

定义 2.2 矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 给定, 简单有向图 Γ(A) = ⟨V, E , A⟩ 称为矩阵 A 的伴随有向图,

其中 V = {vi | i = 1, . . . , n} 是 Γ(A) 结点的集合, E = {(vi, vj) ∈ V × V | aij ̸= 0} 是 Γ(A) 边的集合.

定义 2.3 矩阵 A 的伴随有向图 Γ(A) = ⟨V, E ,M⟩ 是强连通的, 则 A 是不可约的; 否则就是可

约的.

关于不可约对角占优矩阵有以下著名的 Taussky 定理 [15, 16].

定理 2.1 (Taussky) A = [aij ] ∈ Cn×n是不可约对角占优矩阵. 如果 A存在严格对角占优行,则 A

是非奇异的.

2.1 可约对角占优矩阵的 Frobenius 标准型

A 是方阵, 则存在置换矩阵 P , 使得

PTAP =



A11

. . . 0

0 Ass

As+1,1 · · · As+1,s As+1,s+1

...
. . .

...
...

. . .

As+k,1 · · · As+k,s As+k,s+1 · · · As+k,s+k


. (2.3)

分块矩阵 (2.3) 称为 A 的 Frobenius 标准型 [22–24], 其中对角块 App (p = 1, . . . , s + k) 为不可约方阵

(Γ(App) 是 Γ(A) 的强分量 - 极大强连通子图), 称为 A 的 Frobenius 块. A 的 Frobenius 标准型 (2.3)

1166



中国科学 : 数学 第 44 卷 第 11 期

有以下特点: Apq = 0, ∀ q ̸= p, p 6 s,

Apq ̸= 0, ∃ q < p, p > s.
(2.4)

因此, 称 A11, . . . , Ass 为 A 的独立 Frobenius 块, As+1,s+1, . . . , As+k,s+k 为 A 的非独立 Frobenius 块.

文献 [19–21] 给出了以下结果.

推论 2.1 对角占优矩阵 A 的非独立 Frobenius 块是非奇异的. A 是奇异的当且仅当 A 的独立

Frobenius 块中至少有一个是奇异的.

证明 假设 (2.3)是矩阵 A的 Frobenius标准型, App 是 A的非独立 Frobenius块. A是对角占优

的, 因此, App 是对角占优的. App 是 A 的非独立 Frobenius 块, 根据 (2.4), 存在 q < p, Apq ̸= 0. 因此,

即便 App 在 A中的对应行均为非严格对角占优行, App 也必定存在严格对角占优行. Frobenius块 App

是不可约的, 根据 Taussky定理, App 是非奇异的. A所有的非独立 Frobenius块是非奇异的, 那么, 它

们所对应的 A 的行线性无关, A 的奇异 - 非奇异性由其独立 Frobenius 块的奇异 - 非奇异性决定. A

是奇异的当且仅当 A 的独立 Frobenius 块中至少有一个是奇异的.

推论 2.1将一般 (可约)对角占优矩阵的奇异 -非奇异性化为其所有独立 Frobenius块的奇异 -非

奇异性. 由于 Frobenius 块不可约, 因此也就将这种问题化为不可约对角占优矩阵的奇异 - 非奇异性.

2.2 不可约对角占优矩阵

由定义立得 Taussky 定理的以下推论.

推论 2.2 不可约对角占优矩阵 A 是奇异的, 则 A 是弱对角占优的.

推论 2.3 不可约对角占优矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 是奇异的, 则 RankA = n− 1.

证明 修改 aii 为 a′ii, 使 |a′ii| > |aii|. 修改后的矩阵 A′ 的 i 行是严格对角占优行. 根据 Taussky

定理, A′ 是非奇异的. 据此可得 A 除 i 行以外的各行是线性无关的. 因此, RankA > n− 1. A 是奇异

的, 则有 RankA = n− 1.

这意味着奇异不可约对角占优矩阵 A ∈ Cn×n 的任意一行均为其他 n− 1行的线性组合且线性组

合系数均不为零. 进而有以下推论.

推论 2.4 不可约对角占优矩阵 A ∈ Cn×n 是奇异的, ρ = (ρ1, . . . , ρn), γ = (γ1, . . . , γn)
T 分别是 A

零特征根的左右特征向量, ρ 和 γ 均不存在零元素.

定义 2.4 ρ = (ρ1, . . . , ρn) 和 γ = (γ1, . . . , γn)
T 分别是矩阵 A ∈ Cn×n 零特征根的左右特征向

量. 对角矩阵 P = diag(ρ1, . . . , ρn) 和 Υ= diag(γ1, . . . , γn) 分别称为 A 零特征根的左右特征矩阵.

根据推论 2.4, 有以下结果.

推论 2.5 奇异不可约对角占优矩阵 A 零特征根的左右特征矩阵 P 和 Υ 是非奇异的.

3 奇异不可约对角占优矩阵的相似性分析

3.1 平衡对角占优矩阵

矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 的元素可以表示为 aij = |aij |eiθij , 其中 |aij | 为 aij 的模, eiθij 是 aij 的单

位复数, θij 为 aij 的辐角.

命题 3.1 矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 是行对角占优的并且是行平衡的, 则
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(1) A 是行弱对角占优的;

(2) 对任给的 aij ̸= 0 (j ̸= i) 有 θij − θii = 2kπ + π.

证明 A 是行平衡的, (2.2) 成立. 因此,

−aii =

n∑
j=1,j ̸=i

aij ; (3.1)

|aii| = |−aii| =
∣∣∣∣ n∑
j=1,j ̸=i

aij

∣∣∣∣ 6 n∑
j=1,j ̸=i

|aij |, (3.2)

等号成立当且仅当所有的 aij (aij ̸= 0, j ̸= i) 在复平面上的矢量方向相同.

A 是行对角占优的, |aii| >
∑n

j=1,j ̸=i |aij |. 因此, |aii| =
∑n

j=1,j ̸=i |aij |. 这就证明了 (1). (3.2) 中等

号成立, (3.2) 中所有 aij 的辐角 θij 相同 (∀ aij ̸= 0, j ̸= i). 进而由 (3.1) 就证明了 (2).

命题 3.2 矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 是行平衡的并且是列对角占优的, 则

(1) A 是行弱对角占优的;

(2) 对任给的 aij ̸= 0 (j ̸= i) 有 θij − θii = 2kπ + π.

证明 A 是行平衡的, (2.2) 成立. 因此, −aii =
∑n

j=1,j ̸=i aij ,

|aii| = |−aii| =
∣∣∣∣ n∑
j=1,j ̸=i

aij

∣∣∣∣ 6 n∑
j=1,j ̸=i

|aij |, (3.3)

n∑
i=1

|aii| 6
n∑

i=1

n∑
j=1,j ̸=i

|aij |. (3.4)

A 是列对角占优的, 则 |ajj | >
∑n

i=1,i ̸=j |aij |. 因此,

n∑
j=1

|ajj | >
n∑

j=1

n∑
i=1,i̸=j

|aij |. (3.5)

由 (3.4) 和 (3.5) 知, (3.4) 等号成立. 而 (3.4) 等号成立仅当 (3.3) 等号成立. 因此, A 是行弱对角占优

的, 这就证明了 (1). 而且它还是行平衡的, 根据命题 3.1, 就证明了 (2).

由命题 3.2, 立得以下命题.

命题 3.3 矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 是行对角占优的或者列对角占优的, 并且是行列双平衡的, 则

(1) A 是行列双弱对角占优的;

(2) 对任给 aij ̸= 0 (j ̸= i) 有 θij − θii = 2kπ + π 且 θij − θjj = 2kπ + π. 进而, θii − θjj = 2kπ.

引理 3.1 如果矩阵 A 满足如下性质:

(1) A 是不可约的;

(2) A 是行对角占优的或者列对角占优的;

(3) A 是行列双平衡的,

则 A 所有对角元素的辐角相同, 非对角元素与对角元素的辐角相差 2kπ + π.

证明 矩阵 A 是不可约的, 其伴随有向图 Γ(A) = ⟨V, E , A⟩ 是强连通的. 存在包含所有结点的相

连的边的集合:

{(vs1 , vs2), (vs2 , vs3), . . . , (vsm−1 , vsm)} ⊂ E , {vs1 , vs2 , vs3 , . . . , vsm−1 , vsm} = V . (3.6)
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矩阵 A 是行对角占优的或列对角占优的并且是行列双平衡的. 根据命题 3.3, 只要 aij ̸= 0, aii 和 ajj

的辐角就相同. 根据矩阵伴随有向图的定义, aij ̸= 0 等价于边 (vi, vj) ∈ E . 结合 (3.6) 就可得 θs1s1

= · · · = θsmsm , 而这包括了 A 所有对角元素的辐角. 再根据命题 3.3 就可得 A 所有非对角元素的辐

角与 A 对角元素的辐角相差 2kπ + π.

3.2 特征矩阵变换

复数域上的矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 可以写为 A 的模矩阵 AM = [|aij |] ∈ Rn×n 与单位复数矩阵

AC = [eiθ(aij)] ∈ Cn×n
0 的 Hadamard 积:

A = [aij ] = [|aij |eiθ(aij)] = [AM ◦AC ],

其中 C0 为单位复数域, |aij | 是 aij 的模, θ(aij) 是 aij 的辐角, eiθ(aij) 是 aij 的单位复数部分.

定义 3.1 符号约定: A 为矩阵, AM 为 A 的模矩阵, AC 为 A 的单位复数矩阵.

引理 3.2 A = [aij ] 是奇异不可约行对角占优矩阵, 则存在 A 零特征根的左右特征矩阵 P

和 Υ, 使

PAΥ = B, (3.7)

其中 B ∈ Rn×n 是行列双平衡的双弱对角占优矩阵. 将 B 写为 B = [BM ◦ BC ], BC = [b′ij ] 具有如下

性质:

b′ij =

ei0 = 1, j = i,

eiπ = −1, j ̸= i, aij ̸= 0,
(3.8)

即 B 对角元素为正 (辐角为 2kπ), 非零非对角元素为负 (辐角为 2kπ + π).

证明 A为奇异不可约行对角占优矩阵. 由推论 2.5,存在 A零特征根的左右特征矩阵 P 和 Υ. P

和 Υ 是非奇异的对角矩阵.

令 A′ = PA. P 是对角矩阵. PA不改变 A原有的行对角占优性,即 A′ = PA是行对角占优的. P

是 A 零特征根的左特征矩阵, 因此, A′ = PA 是列平衡的. 根据命题 3.2, A′ = PA 是列对角占优的.

这样 A′ = PA 是列平衡的和列对角占优的.

令 A′′ = A′Υ = PAΥ. Υ 是 A 零特征根的右特征矩阵, 因此, A′′ = A′Υ = PAΥ 是行平衡的. 并

且 A′Υ 不改变 A′ 的列平衡性和列对角占优性. 这样 A′′ = PAΥ 是行列双平衡的和列对角占优的.

P 和 Υ是对角元素不为零的对角矩阵. A和 A′′=PAΥ的伴随有向图 Γ(A)和 Γ(A′′)相同. A是不

可约的,则 A′′是不可约的. A′′=PAΥ是行列双平衡的和列对角占优的,并且不可约. 根据引理 3.1, A′′

所有对角元素的辐角相同, A′′ 所有非零非对角元素的辐角与 A′′ 对角元素的辐角相差 2kπ+ π. 令 θD

是 A′′ = PAΥ 对角元素的辐角, 则

PAΥ = eiθDB, e−iθDPAΥ = B,

B ∈ Rn×n 是一个实矩阵. B 与 A′′ = PAΥ 具有相同的行列平衡性和行列对角占优性, 是行列双平衡

的和行列双弱对角占优的. P 是 A 零特征根的左特征矩阵, e−iθDP 也是 A 零特征根的左特征矩阵,

因此, 存在 A 零特征根的左特征矩阵 P , 使得 PAΥ = B. 证毕.

引理 3.2是后面将要进行的奇异不可约对角占优矩阵相似性分析的基础. 然而其本身也有自己的

重要意义. 例如, 它沟通了奇异不可约对角占优矩阵与双弱对角占优实数矩阵之间的联系.
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3.3 相似性

实数域上的矩阵 S = [sij ] ∈ Rn×n, 如果满足

sij > 0, i, j = 1, . . . , n,
n∑

j=1

sij = 1, i = 1, . . . , n,

则 S 为 Markov 矩阵. I 为单位矩阵. I − S 是奇异 M - 矩阵, 称为 Markov M - 矩阵.

定义 3.2 符号约定: A = [aij ]n×n 为方阵, 定义 D(A) = diag(a11, . . . , ann), 称为 A 的对角线矩

阵, D−1(A) 为 D(A) 的逆.

定理 3.1 不可约行对角占优矩阵 A ∈ Cn×n 是奇异的, 则 A 零特征根的右特征矩阵 Υ 使得

Υ−1AΥ = D(A)(I − S).

证明 根据引理 3.2, PAΥ = B. 对式子的左端作以下等价变换:

PAΥ = P (D(A)D−1(A))AΥ = (PD(A))(D−1(A)A)Υ.

这样

(PD(A))(D−1(A)A)Υ = B.

上式的两端左乘 D−1(B),

(D−1(B)PD(A))(D−1(A)A)Υ = D−1(B)B. (3.9)

D−1(A)A 和 D−1(B)B 的对角元素均为 “1”, 因此, D−1(B)PD(A) = Υ−1. 将其代回 (3.9),

Υ−1(D−1(A)A)Υ = D−1(B)B.

Υ−1 和 D−1(A) 是对角矩阵, Υ−1D−1(A) = D−1(A)Υ−1. 因此,

D−1(A)(Υ−1AΥ) = D−1(B)B, Υ−1AΥ = D(A)(D−1(B)B). (3.10)

B ∈ Rn×n 是行列双平衡的实数矩阵且对角元素为正非对角元素为负. D−1(B)B = [b′ij ] 满足

b′ii = 1, −1 < b′ij 6 0,
n∑

j=1,j ̸=i

b′ij = −1.

令 S = [sij ], 其中

sij =

0, j = i,

−b′ij , j ̸= i.

S 是 Markov 矩阵, D−1(B)B = I − S 是 Markov M - 矩阵. 将 D−1(B)B = I − S 代入 (3.10),

Υ−1AΥ = D(A)(I − S).

证毕.
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3.4 酉相似性

定义 3.3 对角占优矩阵 A = [aij ] 的比较矩阵 µ(A) = [gij ] 定义为

gij =

|aii|, j = i,

−|aij |, j ̸= i.

由 (3.8) 易知,

[AM ◦BC ] = µ(A). (3.11)

以下讨论将广泛使用到复数域上矩阵的以下性质: X,Y ∈ Cn×n 为复数域上的矩阵. X 和 Y 中

有一个是对角矩阵, 那么, X 和 Y 的乘积可以表示为 X 和 Y 模矩阵乘积与单位复数矩阵乘积的

Hadamard 积, 即

XY = [XM ◦XC ][YM ◦ YC ] = [XMYM ◦XCYC ].

定理 3.2 不可约行对角占优矩阵 A ∈ Cn×n 是奇异的, 则 A 零特征根右特征矩阵 Υ 的单位复

数矩阵 ΥC ∈ Cn×n
0 (对角酉矩阵) 使得

Υ−1
C AΥC = D(AC)[AM ◦BC ] = D(AC)µ(A), (3.12)

其中 BC 为满足 (3.8) 的矩阵.

证明 根据引理 3.2, PAΥ = B. P 和 Υ 是对角矩阵, 因此,

PAΥ = [PM ◦ PC ][AM ◦AC ][ΥM ◦ΥC ] = [PMAMΥM ◦ PCACΥC ], B = [BM ◦BC ],

PCACΥC = BC . (3.13)

令 D(BC) 为 BC 的对角线矩阵. 根据 (3.8), D(BC) = I. 这样变换 (3.13) 关于 AC 的对角线部分:

PCD(AC)ΥC = D(BC) = I, PCD(AC) = Υ−1
C . (3.14)

现在讨论 PCAΥC . PC 和 ΥC 是对角矩阵, 因此,

PCAΥC = [I ◦ PC ][AM ◦AC ][I ◦ΥC ] = [AM ◦ PCACΥC ] = [AM ◦BC ],

PCAΥC = [AM ◦BC ].

上式左右两端同时左乘 D(AC), 基于 D(AC) 和 PC 的对角性,

D(AC)(PCAΥC) = D(AC)[AM ◦BC ], (PCD(AC))AΥC = D(AC)[AM ◦BC ].

由 (3.14), (PCD(AC)) = Υ−1
C . 因此,

Υ−1
C AΥC = D(AC)[AM ◦BC ].

而由 (3.11), [AM ◦BC ] = µ(A). 因此,

Υ−1
C AΥC = D(AC)[AM ◦BC ] = D(AC)µ(A).

证毕.
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3.5 广义对角占优矩阵的酉相似性

本小节讨论定理 3.2 与 Kolotilina [18] 结论间的关系. 为便于对照, 我们给出以下推论.

推论 3.1 不可约行对角占优矩阵 A ∈ Cn×n 是奇异的, 则 A 零特征根右特征矩阵 Υ 的单位复

数矩阵 ΥC ∈ Cn×n
0 (对角酉矩阵) 使得

Υ−1
C D−1(A)AΥC = [D−1(AM )AM ◦BC ], Υ−1

C D−1(A)AΥC = µ(D−1(A)A). (3.15)

证明 根据定理 3.2,

Υ−1
C AΥC = D(AC)[AM ◦BC ].

上式左右两端同时左乘 D−1(A), 并基于 D−1(A),Υ−1
C 和 D(AC) 的对角性有

D−1(A)Υ−1
C AΥC = Υ−1

C D−1(A)AΥC ,

D−1(A)D(AC)[AM ◦BC ] = [D−1(AM ) ◦ D−1(AC)][I ◦ D(AC)][AM ◦BC ] = [D−1(AM )AM ◦BC ].

因此,

Υ−1
C D−1(A)AΥC = [D−1(AM )AM ◦BC ].

而由 (3.11), [D−1(AM )AM ◦BC ] = µ(D−1(A)A). 将其代入上式就有

Υ−1
C D−1(A)AΥC = µ(D−1(A)A).

证毕.

复空间上的方阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 称为广义对角占优矩阵, 如果存在 v1, . . . , vn > 0,

|aii|vi >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |vj , i = 1, . . . , n. (3.16)

Kolotilina [18] 给出了奇异不可约广义对角占优矩阵的一个酉相似结果. 我们先由推论 3.1 证明这

个结果.

推论 3.2 (Kolotilina) A 是满足 (3.16) 的不可约广义对角占优矩阵. A 是奇异的, 当且仅当对 A

所有的行 (3.16) 的等号成立, 并且存在对角酉阵 U 使得

U−1D−1(A)AU = µ(D−1(A)A). (3.17)

证明 矩阵 A 是广义对角占优的, 则存在非奇异对角矩阵 V = diag(v1, . . . , vn), 其中 v1, . . . , vn

> 0, 使得 AV 是对角占优的. 由于 A 是奇异的, 因此, AV 是奇异的; 由于 A 是不可约的, 因此, AV

是不可约的. 所以, AV 是奇异不可约对角占优矩阵. 将 AV 代入 (3.15) 可得

Υ−1
C (D−1(AV )(AV ))ΥC = [D−1(AMV )(AMV ) ◦BC ]. (3.18)

V 是对角矩阵, D(V ) = V . (3.18) 的左端

Υ−1
C (D−1(AV )(AV ))ΥC = Υ−1

C (D−1(V )D−1(A)AV )ΥC=Υ−1
C (V −1D−1(A)AV )ΥC .

ΥC ,Υ
−1
C , V −1 和 V 均为对角矩阵, 因此,

Υ−1
C (V −1D−1(A)AV )ΥC = V −1Υ−1

C (D−1(A)A)ΥCV.
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上式右端左乘 V , 并右乘 V −1 后为

Υ−1
C (D−1(A)A)ΥC .

(3.18) 的右端

[D−1(AMV )(AMV ) ◦BC ] = [V −1D−1(AM )AMV ◦BC ].

上式右端左乘 V , 并右乘 V −1. 基于 V 和 V −1 的对角性,

V [V −1(D−1(AM )AM )V ◦BC ]V
−1= [V ◦ I][V −1(D−1(AM )AM )V ◦BC ][V

−1 ◦ I]

= [V V −1(D−1(AM )AM )V V −1 ◦ IBCI]

= [(D−1(AM )AM ) ◦BC ].

因此,

Υ−1
C (D−1(A)A)ΥC = [(D−1(AM )AM ) ◦BC ].

根据 (3.11), [(D−1(AM )AM ) ◦BC ] = µ(D−1(A)A). 所以,

Υ−1
C (D−1(A)A)ΥC = µ(D−1(A)A).

取 U = ΥC , 命题得证.

对角占优矩阵是 Ostrowski 向量 v = (v1, . . . , vn)
T 取 v = (1, . . . , 1)T 时广义对角占优矩阵的一种

特殊情形. 因此, 推论 3.1 是推论 3.2 的直接推论. 但以上推导说明, 两者并非是一个蕴含另一个的关

系, 而是相互等价的关系. 推论 3.2 和 3.1 实际上是一对等价命题.

4 不可约对角占优矩阵奇异 - 非奇异的充分必要条件及其判定方法

4.1 充分必要条件

引理 4.1 不可约行对角占优矩阵 A ∈ Cn×n 是奇异的, 则 A 零特征根右特征矩阵 Υ 的单位复

数矩阵 ΥC ∈ Cn×n
0 (对角酉矩阵) 使得

Υ−1
C ACΥC = D(AC)BC , (4.1)

其中 AC ∈ Cn×n
0 是 A 的单位复数矩阵, D(AC) 是 AC 的对角线矩阵, BC 满足 (3.8).

证明 根据定理 3.2, Υ−1
C AΥC = D(AC)[AM ◦BC ],

Υ−1
C AΥC=Υ−1

C [AM ◦AC ]ΥC = [AM ◦Υ−1
C ACΥC ], D(AC)[AM ◦BC ] = [AM ◦ D(AC)BC ].

因此, Υ−1
C ACΥC = D(AC)BC .

下面给出本文的主定理: 不可约对角占优矩阵奇异的充分必要条件.

定理 4.1 不可约对角占优矩阵 A = [aij ] 是奇异的, 当且仅当

(1) A 是弱对角占优的;

(2) 存在单位复数 γ1 = eiθ(γ1), . . . , γn = eiθ(γn) ̸= 0, 使关于 A 非零非对角元素的辐角方程组

mod (−θ(γi) + θ(γj), 2π) = mod (π + θ(aii)− θ(aij), 2π), aij ̸= 0, j ̸= i (4.2)
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或

mod (θ(γj), 2π) = mod (π + θ(aii)− θ(aij) + θ(γi), 2π), aij ̸= 0, j ̸= i (4.3)

相容,即 θ(γ1), . . . , θ(γn)为以上方程组的解,其中 θ(aij)是 aij 的辐角, θ(aii)是 aii 的辐角. mod (x, y)

为 x 整除 y 取余运算.

证明 必要性 不可约对角占优矩阵 A是奇异的. 根据推论 2.2, A是弱对角占优的. 根据引理 4.1,

如果 A 是奇异的则有

Υ−1
C ACΥC = D(AC)BC . (4.4)

令 G = [gij ] = Υ−1
C ACΥC ,

gij =

ei(−θ(γi)+θ(aii)+θ(γi)), j = i,

ei(−θ(γi)+θ(aij)+θ(γj)), j ̸= i, aij ̸= 0,

θ(gij) =

θ(aii), j = i,

−θ(γi) + θ(aij) + θ(γj), j ̸= i, aij ̸= 0.

根据引理 4.1, BC 满足 (3.8). 令 H = [hij ] = D(AC)BC ,

hij =

ei(θ(aii)+2kπ), j = i,

ei(θ(aii)+2kπ+π), j ̸= i, aij ̸= 0,

θ(hij) =

2kπ + θ(aii), j = i,

2kπ + π + θ(aii), j ̸= i, aij ̸= 0.

由 (4.4), G = H, gij = hij . 因此, θ(gij) = θ(hij). 这样对任给的 j ̸= i, aij ̸= 0,

−θ(γi) + θ(aij) + θ(γj) = 2kπ + π + θ(aii), −θ(γi) + θ(γj) = 2kπ + π + θ(aii)− θ(aij).

用整除取余运算消除以上方程的参数 k, 可得 (4.2). ΥC = diag(γ1, . . . , γn) = diag(eiθ(γ1), . . . , eiθ(γn))

为 A 零特征根右特征矩阵的单位复数矩阵. 根据推论 2.5, Υ 是非奇异的, 因此,

γ1 = eiθ(γ1), . . . , γn = eiθ(γn) ̸= 0.

充分性 假定存在 γ1 = eiθ(γ1), . . . , γn = eiθ(γn) ̸= 0 使 (4.2) 成立. 令

Q = diag(γ1, . . . , γn) = diag(eiθ(γ1), . . . , eiθ(γn)),

Q 为单位复数矩阵. 讨论 Q−1AQ. Q−1 和 D(AC) 为对角矩阵,

Q−1AQ = Q−1(D(AC)D−1(AC))AQ = D(AC)(Q
−1D−1(AC)AQ).

下面证明 Q−1D−1(AC)AQ是奇异的. Q为单位复数矩阵, 并基于 D−1(AC), Q
−1 和 Q的对角性,

Q−1D−1(AC)AQ = [I ◦Q−1][I ◦ D−1(AC)][AM ◦AC ][I ◦Q] = [AM ◦Q−1D−1(AC)ACQ ].

令 B′
C = Q−1D−1(AC)ACQ = [bij ]. 先证明 B′

C 满足 (3.8). 先看 bii,

bii = ei(−θ(γi)−θ(aii)+θ(aii)+θ(γi)) = ei0 = 1.
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因此, bii 满足 (3.8). 再看 bij (j ̸= i, aij ̸= 0),

bij = ei(−θ(γi)−θ(aii)+θ(aij)+θ(γj)) = ei(−θ(γi)+θ(γj)−θ(aii)+θ(aij)).

根据 (4.2), mod(−θ(γi) + θ(γj)− θ(aii) + θ(aij), 2π) = π. 因此,

mod(θ(bij), 2π) = mod(−θ(γi) + θ(γj)− θ(aii) + θ(aij), 2π) = π, bij = −1,

满足 (3.8).

AM = [|aij |] 是 A 的模矩阵, 而 B′
C 满足 (3.8), 因此, 对

Q−1D−1(AC)AQ = [AM ◦Q−1D−1(AC)ACQ] = [AM ◦B′
C ] = [a′ij ]

有

a′ii = |aii|, a′ij = −|aij |, j ̸= i.

A 是弱对角占优的,

|aii| =
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |, a′ii = |aii| =
n∑

j=1,j ̸=i

|aij | =
n∑

j=1,j ̸=i

−a′ij ,
n∑

j=1

a′ij = 0.

因此, Q−1D−1(AC)ACQ 是奇异的.

就不可约对角矩阵占优矩阵的奇异性而言, Taussky 定理给出了一个必要条件: 不可约对角占优

矩阵是奇异的, 则其一定是弱对角占优的. 定理 4.1 扩充了一个关于非零非对角元素的辐角方程组解

的存在性 (或相容性) 条件 (4.2), 使其成为充分必要条件. 因此, 定理 4.1 是 Taussky 定理的改进.

4.2 辐角方程组的求解方法

A 给定, θ(aii) 和 θ(aij) 给定. (4.2) 中的每个方程实际上是关于 θ(γi) 和 θ(γj) 的双变元方程. A

的每个非零非对角元素 aij 对应一个这样的方程. 对给定的不可约弱对角占优矩阵 A, 可以通过求解

方程组 (4.2) 的方法来判定 A 的奇异 - 非奇异性. 定理 4.1 说明, 如果 (4.2) 有解, 那么, A 就是奇异

的; 否则就是非奇异的.

推论 4.1 γ1 = eiθ(γ1), . . . , γn = eiθ(γn) ̸= 0 是方程组 (4.2) 的解, β 是单位复数, 则

βγ1 = ei(θ(γ1)+θ(β)), . . . , βγn = ei(θ(γn)+θ(β)). (4.5)

同样是方程组 (4.2) 的解.

证明 将 (4.5) 代入方程组 (4.2),

mod(θ(aij)− θ(aii) + (θ(γj) + θ(β))− (θ(γi) + θ(β)), 2π) = π.

以上方程等价于 mod(θ(aij)− θ(aii) + θ(γj)− θ(γi), 2π) = π, 即 (4.2).

以上推论说明, 方程组 (4.2) 的求解并不需要采用常规的方程组求解方法, 通过变元值的辗转代

入就可完成. 可以令 θ(γ1), . . . , θ(γn) 中某个元素, 如 θ(γ1) = 0 (γ1 = ei0 = 1); 然后利用 (4.3) 逐个求

出 θ(γ2), . . . , θ(γn).
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4.2.1 求解过程

下面通过实例介绍辐角方程组的求解过程.

图 1 给出一个 16× 16 的不可约弱对角占优矩阵. 该矩阵由独立于本文理论推导的 Kolotilina 定

理 (推论 3.2) 生成. 具体做法是将 (3.17) 改写为

A=D−1(A)Uµ(D−1(A)A)U−1=CUBU−1=UCBU−1,

由程序随机生成 B,C 和 U 后, 按照上面的公式计算得到 A. B 取不可约 Markov M - 矩阵 I − S, C

为对角元素非零的对角矩阵, U 是对角酉矩阵. 易知 UCBU−1 是奇异不可约对角占优矩阵.

为使叙述简单清楚,本例的 C 和 U 均采用实数矩阵,其中 U 是实对角酉阵 (对角元素取 1和 −1),

这样, A 就是实数域上的矩阵. 不过所介绍的方法是针对复数域上一般矩阵的.

实数域上矩阵的辐角方程组的求解方法可以作一些简化. 这将放在 4.3 节进行说明.

下面给出辐角方程组求解的表上作业法. 它易于改造为计算机程序算法, 也可以用于手工作业.

图 2 给出作业表的结构. 作业表的第一行存放解向量 θ(γ) 中分量 θ(γi) 的生成次序, 第一列则为

其克隆列. 第二列和第二行为矩阵的行标和列标. 第三行为解向量 θ(γ) 的存放区, 相应第四列为其克

隆列. 第三列是专门为手工计算方便而设计的一列, 称为不变行参数列. 剩余的右下区域存放拟判定

矩阵的辐角矩阵. aij = 0 时, θ(aij) 无需处理, 因此其在辐角矩阵区的相应位置为空白.

求解过程按行进行. 首先从矩阵的第一行开始. 根据推论 4.1, 解向量 θ(γ) 中有一个分量可以指

定值. 因此, 对第一行进行求解时直接指定 θ(γ1) = 0. 余下各行按照分量 θ(γi) 的生成次序依次处理,

这就保证了对矩阵的 i 行进行处理时 θ(γi) 的值已经存在.

求解的基本原理如下: 将递推公式 (4.3) 改写为

(I) ωi = mod(π + θ(aii) + θ(γi), 2π), (II) θ(γj) = mod(ωi − θ(aij), 2π). (4.6)

ωi 称为 i 行的不变行参数. 非对角元素 θ(aij) 称为引导参数; 在处理 i 行时它将引导求出 θ(γj) 或

对 θ(γj) 的相容性进行验证.

下面给出表上作业法的算法描述:

(1) 令 θ(γ1) = 0, 并令当前处理行为矩阵的第 1 行 (令 i = 1).

(2) 先用公式 (I) 求 ωi.

(3) 用公式 (II) 依次对本行的引导参数 θ(aij) 进行处理.

(3-1) 计算出 α = θ(γj).

(3-2) 判断当前 θ(γj) 是否有值.

(3-2-1) 生成新 θ(γj): 如果当前 θ(γj) 无值, 则赋 α 为 θ(γj) 的值; 并在生成次序编号区的对应位

置上记录 θ(γj) 的生成次序编号.

(3-2-2) 相容性验证: 如果当前 θ(γj) 有值 β, 则比较 α 和 β.

(3-2-2-1) α ̸= β, 意味前面已经解出的 θ(γi) 和 θ(γj) 的值不满足 θ(aij) 所对应的方程. 找到矛盾

方程, 判定矩阵是非奇异的, 整个判定过程结束.

(3-2-2-2) α = β, 意味前面已经解出的 θ(γi) 和 θ(γj) 的值也满足 θ(aij) 所对应的方程.

(4) 本行所有引导参数 θ(aij) 处理完成后, 将本行新生成的 θ(γ) 分量的值及其生成次序编号复制

到解向量 θ(γ) 克隆列和生成次序编号区克隆列的对应位置上. 设置本行为完成处理状态 (在矩阵的

行号区设置 ∗ 标志).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 −8 3.6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0.7 0 0 0.18 0 0 0 0.74 0 0.08 0 0.1 0

3 −0.54 3 0.69 0 0 0 0 0 0 0 0.15

4 −0.55 0 0.5 0 0.4 0.3 0.65 0.3 0 0 0.7 0

5 0 0 0 1 0.22 0 0 0 0 0 0 0.2 0

6 0.87 0 0.42 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7 0 3.04 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

8 0 0 0 0 0.21 0 7 0.7 0 1.4 0 1.26 0

9 1.05 2.6 0 0 0 0 0 5 0.05 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 1.4 0 0 1.65 0 5 0.4 0 0 0 0

11 3.08 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 3.92 0 0 0 0

12 1.1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

13 −0.16 0 0.14 0 0 0 0 0 0 0 0.33 0

14 −0.84 0 0 0 0 0 0.64 0 0.24 0

15 −0.72 0 0 0 0 0 0.81 0.69 0 0 0 0 0 3

16 2.2 0.65 0 0 0 0 0 0.65 0 0 0 0 −5−0.95

−4

−0.48

−0.44

−0.07

−1.55

−0.27−0.63

−0.7

−0.92

−0.35

−0.2

−1

−0.3

−1.89

−3.04

−4.4

−5

−0.32−0.36

−0.25

−0.12

−2.15

−0.84

−1.92

−1.3

−0.05−0.5

−0.7

−0.29

−5

−0.3

−0.07

−0.65

−0.15

−2

−0.45

−3

−0.24

−0.16

−1.71

−1.1

−0.23

−0.13

图 1 不可约弱对角占优矩阵例

1 2 4 10 5 6 7 3 8 9 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ωi θ ϒ 0 0 0 π 0 0 0 π π 0 0

1 1* 0 0 π 0 π

2 2* 0 0 π 0 0 0 0 π 0

4 3 π 0 π π 0 0 π π 0 π π

10 4 π π π π π 0 0 0 0 π 0 0 π

5 π 0 0 π π 0

5 6 0 0 0 0 π π

7 0 0 π π

8 π 0 0 π 0 0 π 0

9 0 0 π 0 0

6 10 0 0 0 0 0 0 π

11 0 0 0

7 12 0 0 0 π π π π π

3 13* π π π π 0 π π 0 π

8 14 π π π π 0 π 0 π π π π

9 15 π 0 π π 0 0 0 π

11 16 0 0 0 0 π π 0 π π

图 2 作业表及实例矩阵前三行的求解过程

(5) 判断是否所有行均处理完毕.

(5-1) 如果还有行未处理, 则按照分量 θ(γj) 产生顺序号找到下一个要处理行的行号 i, 令当前处

理行为矩阵的第 i 行, 转到 (2) 进行矩阵的第 i 行的处理.

(5-2) 如果所有行均处理完毕, 则得到了方程组的一个解 θ(γ), 判定矩阵是奇异的, 过程结束.

4.2.2 实例求解

图 2 给出了图 1 矩阵 A 前三行的处理过程 (矩阵的 1、2 和 13 行). 图 3 给出了随后四行的处理

过程. 处理矩阵的第 1 行时令 θ(γ1) = 0. 计算得

ω1 = mod(π + θ(a11) + θ(γ1), 2π) = mod(π + π + 0, 2π) = 0.
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1 2 4 10 13 5 12 14 16 6 15 7 3 8 9 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ωi θ ϒ 0 0 0 π π 0 π π π 0 π 0 π π 0 0

1 1* 0 0 π 0 π

2 2* 0 0 π 0 0 0 0 π 0

4 3* π 0 π π 0 0 π π 0 π π

10 4 π π π π π 0 0 0 0 π 0 0 π

13 5 0 π π 0 0 π π 0

5 6* 0 0 0 0 π π

12 7 0 π 0 0 π π

14 8 0 π π 0 0 π 0 0 π 0

16 9 0 π 0 0 π 0 0

6 10* π 0 0 0 0 0 π

15 11 0 π 0 0 0

7 12* 0 0 0 π π π π π

3 13* π π π π 0 π π 0 π

8 14 π π π π 0 π 0 π π π π

9 15 π 0 π π 0 0 0 π

11 16 0 0 0 0 π π 0 π π

图 3 θ(γ) 剩余 5 个分量的求解过程

本行存在两个引导参数 θ(a12) 和 θ(a1,13), 计算得出

α = θ(γ2) = mod(ω1 − θ(a12), 2π) = mod(0− 0, 2π) = 0,

α = θ(γ13) = mod(ω1 − θ(a1,13), 2π) = mod(0− π, 2π) = π.

第 1 行处理完后, 按照 θ(γi) 的产生顺序转到矩阵的第 2 行进行处理. 第 2 行处理时 θ(γ2) 的值

也已经存在. 与第 1 行的处理一样, 第 2 行只存在 θ(a2j) (j = 3, 6, 10, 12, 14, 15) 引导下的 θ(γj) 的求

解, 未发生对 θj 进行相容性验证的情形. 第 2 行与第 1 行处理过程类似, 此处不再赘述.

第 2 行处理完毕后, 按照 θ(γi) 的产生顺序转到矩阵的第 13 行进行处理. 本行的引导参数为

θ(a13,j) (j = 1, 3, 4, 10, 14, 16), 其中只有 θ(γ4) 和 θ(γ16) 是新生成的, 其余在本行处理前均已有值. 在

后一种情形下, 引导参数 θ(a13,j) (j = 1, 3, 10, 14) 引导 θ(γj) 的相容性验证. 我们仅举一例. 对引导参

数 θ(a13,1), α = θ(γ1) = mod(ω13 − θ(a13,1), 2π) = mod(π − π, 2π) = 0. 而 θ(γ1) 已有值 β = 0. α = β,

关于 θ(a13,1) 的相容性验证通过.

前三行计算完成后, θ(γ) 有 11 个分量的值已经确定. 按照分量的生成顺序, 后面的处理行依序为

矩阵的 3、6、10和 12行. 第 3行只存在相容性验证;第 6行的处理新生成了 θ(γ7);第 10行的处理新生

成了 θ(γ5), θ(γ8) 和 θ(γ11); 第 12 行的处理新生成了 θ(γ9). 其余引导参数 θ(aij) 均引导 θ(γi) 和 θ(γj)

关于 θ(aij) 的相容性验证.

前七行处理完毕, 实例问题解向量 θ(γ) 所有分量全部确定. 但整个求解过程并未完成, 需要对剩

余行所有元素的相容性检验完成后才能确定 A 的奇异性. 中间只要有一个引导参数 θ(aij) 计算获得

的 α = θ(γj) 被检验为与已有的 β = θ(γj) 不相容, 便可判定 A 是非奇异的.

4.2.3 求解结果的计算验证

下面从另外一个角度来验证求解结果的正确性.

图 4给出图 1对应矩阵 A的比较矩阵 µ(A). µ(A)的元素取 A元素的模或模的相反数,且对角元

素为正, 非对角元素为负. A 是弱对角占优的. 因此, µ(A) 是奇异的. 如果可以利用上面求解过程获得

的解向量 θ(γ) 生成 µ(A), 那么就从另一个角度证明 A 的奇异性, 从而也就验证了求解结果的正确性.
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根据定理 3.2, A 是奇异的, 则

D−1(AC)Υ
−1
C AΥC = µ(A), (4.7)

其中 D(AC)是 A对角线矩阵 D(A)的单位复数矩阵, ΥC 是对角酉矩阵. 而上面的求解过程实际上获

得了 A 的酉相似变换矩阵 ΥC = γ = diag(γ1, . . . , γn) = diag(eiθ(γ1), . . . , eiθ(γn)). 根据图 5 给出的最后

的解向量 θ(γ), 可得 ΥC = diag(1, 1, 1,−1,−1, 1,−1,−1,−1, 1,−1, , 1,−1,−1, 1, 1). 由于 A 是实数域上

的矩阵, 因此, 上式中 D−1(AC) 实际上是 A 对角元素的符号矩阵. 由图 1 知,

D(AC) = diag(−1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 1, 1, 1, 1,−1,−1,−1, 1,−1).

通过 Matlab 矩阵运算计算 (4.7) 的左端, 得到了图 4, 即 µ(A).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

3 3 0 0 0 0 0 0 0

4 0 5 0 0 0 0

5 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

8 0 0 0 0 0 7 0 0 0

9 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0

11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

12 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0

13 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

14 0 0 0 0 0 0 0 4

15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

16 0 0 0 0 -0.05 0 0 0 0 0 5

−0.54

−0.55

−0.87

−1.05

−3.08

−1.1

−0.16

−0.84

−0.72

−2.2

−3.6

−0.15

−0.65

−3.04

−2.6

−0.65

−0.3

−0.1

−0.4

−0.7

−0.69

−0.29

−0.7

−0.14

−0.5

−0.5 −0.65

−0.65 −0.7 −0.7

−0.7

−0.3 −0.3−0.4

−0.3

−0.3

−4.4

−4.4

−0.18

−0.45

−0.22

−0.21

−0.24

−0.16

−1.71

−1.1

−1.92

−1.3

−1.65

−0.15

−0.48

−1.55

−0.27

−0.1

−0.63

−0.2

−0.2

−0.4

−0.07

−1.26

−0.33

−0.35

−1.9

−0.08

−1.4

−0.13

−0.24

−3.92

−0.32−0.36

−0.81

−0.64

−0.84

−2.15

−0.69

−0.23

−0.05

−0.25

−0.12

−0.74

−1.4

−0.95

−0.92

图 4 图 1 对应矩阵的比较矩阵

1 2 4 10 5 6 7 3 8 9 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ωi θ ϒ 0 ?π 0 π 0 0 0 π π 0 0

1* 1 0 0 π π π

2* 2 0 π π 0 0 0 0 π 0

4 3 π 0 π π 0 0 π π 0 π π

10 4 π π π π π 0 0 0 0 π 0 0 π

5 π 0 0 π π 0

5 6 0 0 0 0 π π

7 0 0 π π

8 π 0 0 π 0 0 π 0

9 0 0 π 0 0

6 10 π 0 0 0 0 0 π

11 0 0 0

7 12 0 0 0 π π π π π

3* 13 π π π π 0 π π 0 π

8 14 π π π π 0 π 0 π π π π

9 15 π 0 π π 0 0 0 π

10 16 0 0 0 0 π π 0 π π

图 5 非奇异不可约弱对角占优矩阵的判定过程
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4.2.4 非奇异情形

修改图 1中矩阵 A的元素 a12 = 3.6为 a′12 = −3.6. 修改后的矩阵 A′只有一个元素的辐角与 A不

同,因此, A′依然是不可约弱对角占优矩阵. 用Matlab求 A′的行列式,得到 Det(A′)=7.0570×10+8. A′

是非奇异的. A′ 的元素的辐角如图 5 辐角矩阵区所示. 图 5 辐角矩阵区的第 1 行第 2 列为 π, 与图 2

辐角矩阵区相应位置为 0不同.图 5给出了 θ(γ2)首次求解和首次相容性检验的两次处理 (矩阵的第 1

和第 3 行). 第 1 行处理时, θ(γ2) 被确定为 π, 第 3 行处理时, 引导参数 θ(a32) 引导 θ(γ2) 的第一次相

容性检验,

ω3 = mod(π + θ(a33) + θ(γ3), 2π) = mod(π + 0 + 0, 2π)=π,

θ(γ2) = mod(ω3−θ(a32), 2π) = mod(π−π, 2π)= 0

与 θ(γ2) 的已有值 β = π 不相容. 判定过程即告结束, 判定 A 为非奇异的.

4.3 实数矩阵

对复数 a = |a|eiθ 而言, θ ∈ {0, π}, 则 a 为实数. 因此, 称 Π = {0, π} 为实数辐角域. 4.2 节求解过

程显示, 如果 A 为实数矩阵, 则当 θ(γ1) = 0 时, θ(γ1), . . . , θ(γn) ∈ {0, π}. 这从求解公式 (4.3) 得下式:

θ(γj) = mod(π + θ(aii)− θ(aij) + θ(γi), 2π) (4.8)

中很容易看出, A 为实数矩阵, θ(aii), θ(aij) ∈ {0, π}. 因此, 只要 θ(γi) ∈ {0, π}, 则必有 θ(γj) ∈ {0, π}.
选定 θ(γ1) ∈ {0, π}, 求解过程将使所有的 θ(γj) ∈ {0, π} (j = 2, . . . , n). 事实上, 求解初值选择任何

θ(γi) ∈ {0, π} (i = 1, . . . , n) 时情形并无不同. 据此易得以下推论.

推论 4.2 A ∈ Rn×n 是实数域上的奇异不可约 (弱) 对角占优矩阵, 则辐角方程组 (4.2) 存在实

数辐角域上的解, 即存在

θ(γ1), . . . , θ(γn) ∈ {0, π} (4.9)

为辐角方程组 (4.2) 的解, 并且只要有任何一个 i (i = 1, . . . , n), θ(γi) ∈ {0, π}, (4.9) 就成立.

由于 (4.9) 是 A 酉相似变换矩阵 ΥC 元素的辐角, 因此有以下推论.

推论 4.3 A ∈ Rn×n 是实数域上的奇异不可约对角占优矩阵, 则存在实酉相似变换矩阵

ΥC = diag(γ1, . . . , γn) = diag(eiθ(γ1), . . . , eθ(γn)) ∈ Rn×n

使得 (3.12) 成立, 其中 θ(γ1), . . . , θ(γn) ∈ {0, π}.
最后来说明 A 为实数域上矩阵时, 求解过程的计算简化. 根据 (4.6):

(I) ωi = mod(π + θ(aii) + θ(γi), 2π), (II) θ(γj) = mod(ωi − θ(aij), 2π).

显然, ωi 中 π 的数量与 θ(aii) 和 θ(γi) 中 π 的数量和具有相反的奇偶性, 而 θ(γj) 中 π 的数量与 ωi

和 θ(aij)中 π 的数量和具有相同的的奇偶性. 据此可以很方便地计算 ωi 和 θ(γj). 当然这种简化这只

对手工计算有意义.

5 讨论与结语

从奇异对角占优矩阵的性质出发是本文方法上的一个特点. 本节将说明这并非纯粹出于方法上的

原因. 本文源于作者在研究网络动力学问题时所面临的数学问题: 奇异对角占优矩阵的数学性质. 事
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实上, 网络动力学已经将对角占优矩阵的研究引向了一个新的重要方向: 矩阵伴随有向图结构起重要

作用的对角占优矩阵的数学性质. 本节将就其所针对的问题及其应用领域作一些初步的讨论.

5.1 与奇异对角占优矩阵相关的问题及领域

5.1.1 惯性坐标系下的网络动力学系统

近年来, 多个体系统 (multi-agent systems) 受到系统科学、控制论、智能控制、计算机科学、网络

通讯、生物学和社会学等领域研究人员的广泛关注, 而 Galileo 惯性坐标系上的多体动力学问题是这

类问题中最重要的一类.

令 O 为个体的集合, oi ∈ O 为一个个体, N(t, oi) 为 t 时作用于 oi 所有个体的集合, 称为 t 时 oi

的邻集. O 中所有个体的邻集定义了一个时变有向作用网络 G(t):

G(t) = ⟨O, E(t)⟩, E(t) = {(oj , oi)t ∈ O ×O | oi ∈ O, oj ∈ N(t, oi)}. (5.1)

文献 [25–30] 研究了惯性坐标系上多体动力学系统的速度同步模型

v̇i(t) =
∑

oj∈N(t,oi)

−gij(∥vi(t)− vj(t)∥)v⃗ij =
∑

oj∈N(t,oi)

−gij(∥vi(t)− vj(t)∥)
vi(t)− vj(t)

∥vi(t)− vj(t)∥
, (5.2)

其中 vi(t) 和 v̇i(t) 分别是 t 时个体 oi 的速度和加速度; gij(·) > 0 是标量函数, 为 oj 对 oi 的作用场

强; v⃗ij =
vi(t)−vj(t)

∥vi(t)−vj(t)∥ 是单位矢量; gij(∥vi(t)− vj(t)∥) 前置 “−” 反映 oi 的速度趋于 oj 的速度.

模型 (5.2) 是刻画惯性坐标系上多体动力学问题的一个一般力学模型. 这类模型有别于经典物理

力学模型; 主要区别在于个体间的作用不要求是相互的, 个体间的作用可以是单向的, 适宜于描述鸟

群、鱼群和交通流, 以及无人机群和机器人群体这样的由自然或人工自治体所构成的多体系统中个体

在 Galileo 空间中运动时的速度协同过程.

令

g′ij(t) =
gij(∥vi(t)− vj(t)∥)
∥vi(t)− vj(t)∥

,

定义线性算子 Q(t) = [Gij(t)]n×n, 其中

Gij(t) =


∑

oj∈N(t,oi)

−g′ij(t), j = i,

g′ij(t), j ̸= i.

(5.3)

(5.2) 就可以写为

v̇(t)⊗ Im = (Q(t)⊗ Im)(v(t)⊗ Im),

其中 v(t) = (v1(t), . . . , vn(t))
T, ⊗ 是 Kronecker 积, Im (m = 1, 2, 3) 是 m- 维单位矩阵.

由 (5.3) 知, 线性算子 Q(t) 和 Q(t)⊗ Im 是一类特殊的奇异对角占优矩阵, 行平衡对角占优矩阵;

由于它是实数域上的矩阵, 因此是仿射对角占优矩阵. 由此可见, 惯性坐标系上多体动力学模型 (5.2)

是一个基于仿射对角占优线性算子的一阶动力学系统.
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5.1.2 线性网络动力学系统

如果存在 γ′
ij 对任给的 y > 0, γ′

ij =
gij(y)

y (i, j = 1, . . . , n; j ̸= i), 那么, (5.2) 就为一阶线性定常

系统,

ẋ(t) = Γx(t), γij =


∑

oj∈N(t,oi)

−γ′
ij , j = i,

γ′
ij , j ̸= i.

(5.4)

由 (5.2) 知, 对所有的 i, j (j ̸= i), γ′
ij > 0, 因此, Γ = [γij ] 是仿射对角占优矩阵.

对模型 (5.4) 的非时变/时变离散化形式 (线性算子 S(t) 为对角元素非零的 Markov 矩阵)

x(t+ 1) = S(t)x(t)

的研究可以追溯到文献 [31] 对集体决策统一意见形成条件的研究, 以及文献 [32, 33] 对多处理器系统

协同最优控制的研究.前者涉及社会学和经济学领域中的问题,后者对当今信息科学的热点问题,如智

能通信网络和云 (计算/存储) 系统的最优控制, 具有理论指导意义.

5.1.3 Kolmogorov 微分方程

事实上, 并非只有网络动力学问题才涉及奇异对角占优矩阵.

令 Q = [qij ] (0 6 qij 6 1,
∑n

j=1 qij = 1) 为 Markov 转移概率矩阵, P (t) = [pij(t)] 为连续时间

Markov 过程 t 时的状态转移概率矩阵. 令 Γ = Q− I,

Ṗ (t) = ΓP (t) = (Q− I)P (t) (5.5)

为著名的 Kolmogorov 微分方程. 而 Γ = Q− I 是仿射对角占优矩阵, 并且 (5.5) 可以看作是一阶线性

定常系统 (5.4) 的一种特殊情况.

5.2 结语

本文从 Taussky 定理出发, 沿着奇异对角占优矩阵性质这一方向, 一路追问下去, 最终获得了对

角占优矩阵奇异 -非奇异的充分必要条件.正如前面讨论中所指出的那样,这不仅是方法上的问题.奇

异对角占优矩阵是一大类相互间存在紧密联系的数学、科学及其现代工程问题的基本数学形式.

本文特别突出了矩阵伴随有向图的性质在对角占优矩阵研究中所起的作用. 本文关于可约对角占

优矩阵的奇异 - 非奇异性由其独立 Frobenius块决定的结论 (推论 2.1) 切实地为这样的一个观点作了

一个注脚: 离开了矩阵伴随有向图的结构, 矩阵论中某些问题甚至无法予以清晰地表述; 而一旦搞清

楚了矩阵伴随有向图的结构, 某些长期说不清楚的问题就会变得极其平凡.

致谢 此文献给我的导师王政和郑毓蕃. 审稿人仔细地审阅了本文并提出了重要的改进意见, 例如, 本文 4.2 节正是

源于审稿人的提议. 在此对审稿人的认真审阅和指导表示感谢.
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Necessary and sufficient criterion for singularity or non-singularity

of diagonally dominant matrices

JIN JiDong

Abstract The necessary and sufficient conditions that a diagonally dominant matrix is singular or nonsingular
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are examined in this article. According to Taussky Theorem we find that the singularity of a reducible diagonally

dominant matrix is determined by the singularity of its independent Frobenius blocks. Thus, whether a reducible

diagonally dominant matrix is singular or not can be transformed into the problem of whether its Frobenius

blocks, which are irreducible diagonally dominant matrices, are singular or nonsingular. According to Taussky

Theorem we study the similarity and unitary similarity of the singular irreducible diagonally dominant matrices.

Furthermore we obtain some relationship of arguments between the elements of this type of matrices. Incorporated

with an existing relationship of modulus between the elements of this type of matrices given by Taussky, we study

the necessary and sufficient conditions for singularity of this type of matrices. Finally we give the criteria for the

singularity or non-singularity of the irreducible diagonally dominant matrices.

Keywords diagonally dominant matrix, singular, nonsingular, reducible, irreducible, Frobenius canonical

form, unitary similarity
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