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摘要 反常与非遍历现象在自然界中无处不在. 随着实验技术的发展, 各种新的实验现象仍不断涌现.

为解释现象/揭示机理, 本文建立微观模型 (随机过程), 并对微观模型进行随机分析和统计分析.同时,

本文推导出一些宏观统计量 (如粒子位置、泛函、逃逸概率和首次通过时间等) 的概率分布满足的宏

观方程, 进而研究方程解的正则性及方程的数值计算方法. 非静止介质中的反常与非遍历多尺度动力

学将是数学和自然科学中有重要理论价值和应用前景的研究课题.流形上的反常与非遍历动力学也是

值得研究的课题. 所有情形下的跨尺度反常与非遍历动力学是重要的研究课题.
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1 引言

St. Petersburg悖论由 Nicolaus Bernoulli在 1713年发表 (参见文献 [57]). 悖论来源于这样一个投

硬币的游戏. 设定掷出正面或者反面为成功, 游戏者如果第一次投掷成功, 得 1 个硬币, 游戏结束; 如

果第一次不成功,继续投掷,第二次成功得 2个硬币,游戏结束;如果直到第 N 次投掷才成功,得 2N−1

个硬币, 游戏结束. 游戏者如果投掷不成功就反复继续投掷, 直到成功, 游戏结束. 最终, 投了 N 次游

戏结束的概率为 1/2N ,从而平均赢得的硬币数为 (1/2)×1+(1/4)×2 + · · ·+(1/2N )×2N−1+ · · · = ∞.

按照这个游戏规则, 庄家需要你下无限多个硬币的赌注, 而你可能会反驳说, 这不合理, 只有无限次投

币后才可能赢得无限多硬币. 这个悖论本质上是试图从并没有特征尺度的分布中去确定一个特征尺

度 [48], 因为获得成功以及成功后所获得的硬币会发生在无穷多个不同的尺度上, 这也提醒我们此时应

该直接考虑概率分布而不是仅仅考虑它的阶矩.

如果概率分布的一阶矩存在, 它便定义了一个尺度. 同样, 有时二阶矩存在也定义了一个尺度. 人

们在生活中或研究科学问题时, 常常去寻找一个尺度, 如飞机的速度和原子的大小. 同时, 人们又必

须面对大量不存在特征尺度的问题,具有代表性的是在无序材料中的输运和弛豫呈现的时间多尺度特
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征 [48] 和湍流的空间多尺度特性 (无特征长度) [31]. 输运 (或弛豫) 的时间多尺度主要体现在两次发生

电子跳跃 (或缺陷移动等) 的等待时间, 即非晶态半导体中的电荷输运. 由于许多时间尺度共存, 所以

这种服从长尾等待时间分布的输运也称为色散. 可能由于细胞质极其拥挤的环境, 分子在活细胞中的

运动呈现时间上的多尺度特征 [24]. 分子马达的定向输运行为也可能导致空间多尺度动力学特征. 为

什么多尺度特征在生命系统中如此常见?它的生物学意义是什么? 可能对细胞的功能有益吗? 等等 [2].

这一系列问题成为生命科学中的重要课题.各种新的多尺度动力学现象也在生命化学学科中不断涌现,

如具有聚合/解聚过程的高分子聚合物呈现出的 Brown非 Gauss动力学特征 [42]. 在生态学中,多尺度

动力学现象也非常普遍, 尤其是动物的运动模式, 如海鸥的觅食策略等 [66], 也为随机最优搜索策略提

供了仿生学的启示. 在数学学科如概率论和动力系统 (混沌动力学)等中,无特征尺度问题也是重要的

研究课题.

Newton 力学试图给出精确预测, 预测可通过观测和实验验证. 早期将概率分布应用到自然科学

问题时,主要关注均值和方差有界的分布.均值代表着大量重复实验后最可能的值,而方差主要刻画观

测的不确定性. 当出现 Maxwell-Boltzmann 分布后, 整个分布有了物理意义, 偏离均值不再意味着误

差, 大方差也不再意味着不精确的测量 (参见文献 [31]). 本文所讨论的反常与非遍历多尺度动力学是

通过概率分布来描述的. 整个分布便是一个预测. 反常与非遍历多尺度动力学通常不再具有特征时间

和/或特征空间尺度. 本文首先建立微观模型, 即随机过程. 本文建立的随机过程包括连续随机游走模

型 [62]、Langevin 类型的方程 [7–12,14]、时变的随机过程 [13]、多内部状态的 Lévy 游走 [63]、多内部状态

的连续随机游走模型 [64]、交替的随机过程 [60, 61] 和非静止介质中的 Lévy 游走 [67] 等. 本文对这些随

机过程进行涨落动力学统计分析, 包括分析各阶矩、计算首次通过时间、逃逸概率、所对应的泛函和

遍历性分析等, 讨论了占据比例的波动、半平面停留时间、位置时间平均的波动, 也进行了随机分析.

基于分析结果, 本文拓展了这些微观模型的工程和物理应用.

文献 [13, 16, 18, 19, 58, 62] 推导出一系列宏观统计量 (如粒子位置、泛函和平均首次退出时间等)

的概率密度及逃逸概率满足的宏观方程. 文献 [43–45, 50, 54] 研究了推导出的偏微分方程解的正则性

和计算方法, 包括有限差分方法、卷积积分方法和变分方法等.

本文余下内容结构如下. 第 2 节讨论微观模型 (建立的随机过程), 推导出各种宏观统计量的概率

密度满足的方程, 并进行一些统计分析和应用. 第 3 节讨论方程的正则性和计算方法. 最后两节讨论

该领域的研究前景及后续研究课题, 包括非静止介质中的反常与非遍历多尺度动力学, 跨尺度的反常

与非遍历多尺度动力学, 以及流形上的反常与非遍历动力学.

2 微观模型和宏观方程

本节建立反常与非遍历动力学的微观模型, 即随机过程, 包括连续随机游走模型、Langevin 类型

的方程、时变的随机过程、交替的随机过程和非静止介质中的 Lévy 游走等; 同时推导出这些微观模

型的一些宏观统计量的概率密度满足的方程, 并给出一些统计分析和应用.

2.1 连续随机游走模型及粒子位置概率密度满足的方程

随机游走模型在 20 世纪 60 年代被提出 (参见文献 [41]). 随机游走模型含有两个随机变量: 跳跃

步长 ξi 和两次发生跳跃的等待时间 (时间间隔) τi, 它们满足概率密度函数 ϕ(x, t). 跳跃步长和等待

时间的概率密度分别为 η(x) =
∫ +∞
0

ϕ(x, t)dt 和 ψ(t) =
∫ +∞
−∞ ϕ(x, t)dx (参见文献 [40]). 因此, η(x)dx
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为跳跃长度在区间 (x, x + dx) 内的概率, ψ(t)dt 为等待时间在区间 (t, t + dt) 内的概率. 若等待时间

和跳跃步长互相独立, 则有解耦形式 ϕ(x, t) = η(x)ψ(t). 接下来讨论解耦情形. 图 1 为连续随机游

走模型的示意图. 连续随机游走模型可以按特征等待时间 T =
∫ +∞
0

tψ(t)dt 和/或跳跃步长的二阶矩

Σ2 =
∫ +∞
−∞ x2η(x)dx 有界或无界进行分类. 本文所关注的是 T 和 Σ2 至少有一个是无界的情形. 记粒

子在时刻 t 恰好到达位置 x 的概率密度为 ρ(x, t), 则

ρ(x, t) =

∫ +∞

−∞
dx′

∫ +∞

0

dt′ρ(x′, t′)ϕ(x− x′, t− t′) + δ(x)δ(t), (2.1)

其建立了 ρ(x, t) 与 ρ(x′, t′) 之间的关系, 上式右端第二项表示初始条件为 δ(x). 因此, t 时刻粒子在位

置 x 的概率密度为

W (x, t) =

∫ t

0

dt′ρ(x, t′)φ(t− t′), (2.2)

即在时刻 t′ 到达位置 x 后还没有移动, 其中 φ(t) = 1−
∫ t

0
ψ(t′)dt′ 为在时间间隔 (0, t) 内没有发生跳

跃的概率. 对方程 (2.1) 和 (2.2) 作 Fourier 变换和 Laplace 变换后整理可得

W (k, u) =
1− ψ(u)

u
· 1

1− ϕ(k, u)
, (2.3)

称上式为 Montroll-Weiss 方程. 因此, 当 η(x) 和 ψ(t) 都给出时, 基于方程 (2.3) 便可推导出粒子概

率密度 W (x, t) 满足的方程. 若粒子运动有特征等待时间 T = τ 且跳跃步长各向同性有有限二阶矩

Σ2 = 2σ2, 则

ψ(u) = 1− uτ +O(u2), (2.4)

η(k) = 1− σ2k2 +O(k4). (2.5)

取 W (x, t = 0) =W0(x) = δ(x), 将方程 (2.4) 和 (2.5) 代入方程 (2.3), 并舍去高阶项便可得

W (k, u) =
1

u+ (σ2/τ)k2
. (2.6)

对方程 (2.6) 作逆 Fourier 变换和 Laplace 变换可得
∂W (x, t)

∂t
=

(
σ2

τ

)
∂2W (x, t)

∂x2
,

W (x, t = 0) = δ(x).

(2.7)

1 2 3

1

2

3

图 1 (网络版彩图) 连续随机游走模型
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当等待时间的一阶矩发散时,

ψ(u) = 1− uατα + o(uα), (2.8)

其中, τα 是尺度因子, α ∈ (0, 1). 而跳跃步长取为方程 (2.5), 则可得粒子位置概率密度满足的方程
∂W (x, t)

∂t
= 0D

1−α
t

(
σ2

τα

)
∂2W (x, t)

∂x2
,

W (x, t = 0) = δ(x),

(2.9)

其中 0D
1−α
t W (x, t) = 1

Γ(α)
∂
∂t

∫ t

0
dt′ W (x,t′)

(t−t′)1−α . 当跳跃步长的二阶矩发散时,

η(k) = 1− σµ|k|µ + o(|k|µ), (2.10)

其中, σµ 是尺度因子, µ ∈ (1, 2). 而等待时间的分布取为方程 (2.8), 则可得粒子位置概率密度满足的

方程 
∂W (x, t)

∂t
= 0D

1−α
t

(
σµ

τα

)(
∂

∂x

)µ

W (x, t),

W (x, t = 0) = δ(x),

(2.11)

其中 (
∂

∂x

)µ

W (x, t) =
µΓ((µ+ 1)/2)

22−µπ1/2Γ(1− µ/2)

∫
R

W (x+ y, t) +W (x− y, t)− 2W (x, t)

yµ+1
dy.

2.2 连续随机游走模型的尺度极限及粒子位置概率密度满足的方程

在连续随机游走模型中, 若忽略跳跃步长 ξi, 只关注独立同分布的等待时间 τi, 则可得到一个更

新过程. 从这个角度来看, 连续随机游走模型也可理解为复合的更新过程. 考虑复合的 Poisson 过程

x(t) =
∑N(t)

j=0 ξj (参见文献 [16]), 即 τi 的概率密度为 λe−λt, N(t) 为 Poisson 过程. x(t) 的特征函数可

按如下方式计算:

W (k, t) = E(eik·x(t)) =

+∞∑
j=0

E(eik·x(t) | N(t) = j)P(N(t) = j)

=

+∞∑
j=0

E(eik·(ξ0+ξ1+···+ξj) | N(t) = j)P(N(t) = j)

=
+∞∑
j=0

η(k)j
(λt)j

j!
e−λt

= eλt(η(k)−1), (2.12)

其中, k 表示空间跳跃步长可以是向量, i 表示虚数单位. 因此, 若 x(t) 是对称的随机过程, 则 W (k, t)

满足方程 
dW (k, t)

dt
= λ(η(k)− 1)W (k, t),

W (k, t = 0) = 1.
(2.13)
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令 S(t) 是一个 Laplace 特征指数为 ταuα (α ∈ (0, 1)) 的严格递增的从属过程, E(t) := inf{ζ > 0 :

S(ζ) > t} 是相应的逆从属过程. 从而 P(E(t) 6 ζ) = P(S(ζ) > t), 因此,

pe(ζ, t) =
∂P(E(t) 6 ζ)

∂ζ
=

∂

∂ζ
[1− P(S(ζ) < t)] = − ∂

∂ζ

∫ t

0

ps(y, ζ)dy.

对上式两端关于 t 作 Laplace 变换可得

pe(ζ, u) = − ∂

∂ζ
u−1e−ζταuα

= ταuα−1e−ζταuα

. (2.14)

这时, 随机过程 x(t) = y(E(t)) 的概率密度为

W (x, t) =

∫ +∞

0

Wy(x, ζ)pe(ζ, t)dζ, (2.15)

其中 Wy(x, ζ)为随机过程 y(t)在 ζ 时刻、x位置的概率密度.若在方程 (2.13)中取 η(k) = 1−σ2|k|2,
更新强度 λ = 1

τ , 则可得 
∂W (x, t)

∂t
=

(
σ2

τ

)
∆W (x, t),

W (x, t = 0) = δ(x).

(2.16)

此方程对应着方程 (2.7), 即此时随机过程 x(t) =
∑N(t)

j=0 ξj 是等待时间均值为 τ、跳跃步长方差为 2σ2

的连续随机游走模型的尺度极限. 若取 η(k) = 1− σµ|k|µ (µ ∈ (1, 2)), 则可得
∂W (x, t)

∂t
= −

(
σµ

τ

)
(−∆)µ/2W (x, t),

W (x, t = 0) = δ(x),

(2.17)

其中

−(−∆)µ/2W (x, t) =
1

2
cn,µ

∫
Rn

W (x+ y, t) +W (x− y, t)− 2W (x, t)

|y|µ+n
dy

= −cn,µP.V.
∫
Rn

W (x, t)−W (y, t)

|x− y|µ+n
dy, (2.18)

这里, cn,µ = µΓ((µ+n)/2)
21−µπn/2Γ(1−µ/2)

, P.V.表示 Cauchy主值.若在方程 (2.15)中,取随机过程 y(t) =
∑N(t)

j=0 ξj

(这里 N(t) 的更新强度 λ 等于 1), ξj 的特征函数为 η(k) = 1− σµ|k|µ, 则随机过程 x(t) = y(E(t)) 的

概率密度满足方程 
∂W (x, t)

∂t
= −

(
σµ

τα

)
0D

1−α
t (−∆)µ/2W (x, t),

W (x, t = 0) = δ(x).

(2.19)

2.3 基于连续随机游走模型刻画的粒子轨迹的泛函分布满足的方程

所谓粒子的轨迹就是随机过程的样本路径, 其泛函定义为

A =

∫ t

0

U(x(t′))dt′, (2.20)
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其中, U(x)是一个给定的函数, x(t)是随机过程. 若在时刻 t,粒子的位置和泛函值为 (x,A),则基于连

续随机游走模型, 在时刻 t− t′ (最后一次跳跃发生的时间), 粒子的位置和泛函值应为 (x,A− t′U(x)).

记 Y (x,A, t)dt 为粒子在时刻 (t, t+ dt) 跳入位置和泛函值为 (x,A) 的概率, 则有 (参见文献 [62])

G(x,A, t) =

∫ t

0

φ(t′)Y (x,A− t′U(x), t− t′)dt′, (2.21)

其中 φ(t′) = 1−
∫ t′

0
ψ(t′′)dt′′ 为在时间间隔 (0, t′) 内粒子没有发生跳跃的概率. 这里 G(x,A, t) 为在时

刻 t 粒子位置在 x、泛函值为 A 的概率密度. 对上式两端作 Fourier 变换 A→ p, x→ k 和 Laplace 变

换 t→ s, 并应用积分变换的平移性质和 F{xf(x); k} = −i ∂
∂kf(k), 可得

G(k, p, s) = φ

(
s+ ipU

(
− i

∂

∂k

))
Y (k, p, s), (2.22)

其中 U(−i ∂
∂k )对应 U(x)以 −i ∂

∂k 为参数. 下面计算 Y (x,A, t)dt, 考虑粒子在一维格点上跳跃, 相邻格

点之间的距离为 a, 粒子向左和向右跳跃的概率各为 1
2 . 注意到粒子要在时刻 t 到达 (x,A), 一定是在

等待了时间 t′ 后, 以 1
2 的概率从 (x+ a,A− t′U(x+ a), t− t′) 或 (x− a,A− t′U(x− a), t− t′) 跳过来

的. 因此, 可得

Y (x,A, t) = δ(x)δ(A)δ(t) +
1

2

∫ t

0

ψ(t′)(Y (x+ a,A− t′U(x+ a), t− t′)

+ Y (x− a,A− t′U(x− a), t− t′))dt′, (2.23)

其中 δ(x)δ(A)δ(t) 为初始条件, 表示在 0 时刻粒子的位置为 x = 0、泛函值为 A = 0 的概率为 1. 对上

式两端作 Fourier 变换 A→ p, x→ k 和 Laplace 变换 t→ s, 可得

Y (k, p, s) = 1 +
1

2
e−ika

∫ +∞

−∞
eikxψ(s+ ipU(x))Y (x, p, s)dx

+
1

2
e−ika

∫ +∞

−∞
eikxψ(s+ ipU(x))Y (x, p, s)dx

= 1 + cos(ka)ψ

(
s+ ipU

(
− i

∂

∂k

))
Y (k, p, s). (2.24)

注意 cos(ka)和 ψ(s+ipU(−i ∂
∂k ))是不可互换的,这个顺序很重要.重新整理 (2.24),并代入方程 (2.22)

可得

G(k, p, s) =
1− ψ(s+ ipU(−i ∂

∂k ))

s+ ipU(−i ∂
∂k )

· 1

1− cos(ka)ψ(s+ ipU(−i ∂
∂k ))

. (2.25)

取 ψ(u) = 1− uτ , 将其代入 (2.25), 应用 cos(ka) w 1− a2k2

2 并作逆 Fourier 变换和 Laplace 变换, 可得
∂G(x, p, t)

∂t
=
a2

2τ

∂2G(x, p, t)

∂x2
− ipU(x)G(x, p, t),

G(x, p, t = 0) = δ(x).
(2.26)

取 ψ(u) = 1− uατα, 将其代入 (2.25), 可得

∂G(x, p, t)

∂t
=

a2

2τα
∂2

∂x2
D1−α

t G(x, p, t)− ipU(x)G(x, p, t), (2.27)
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其中分数阶物质导数为

D1−α
t G(x, p, t) =

1

Γ(α)

(
∂

∂t
+ ipU(x)

)∫ t

0

e−(t−t′)·ipU(x)

(t− t′)1−α
G(x, p, t′)dt′. (2.28)

方程 (2.27) 称为向前的 Feynman-Kac 方程. 接下来, 继续推导以粒子起始位置 x0 为参数的粒子轨迹

泛函 A 的概率密度 Gx0(A, t) 所对应的方程. 粒子从 x0 起始, 在时刻 t′ 发生第一次跳跃后以 1
2 的概

率位于 x0 + a 或 x0 − a, 或在观测时间区间 (0, t) 内, 粒子未发生运动, 这时有

Gx0(A, t) =

∫ t

0

dt′ψ(t′)
1

2
{Gx0+a(A− t′U(x0), t− t′) +Gx0−a(A− t′U(x0), t− t′)}

+ φ(t)δ(A− tU(x0)). (2.29)

对上式两边作 Fourier 变换和 Laplace 变换后可得

Gk(p, s) = ψ

(
ipU

(
− i

∂

∂k

)
+ s

)
cos(ka)Gk(p, s) + φ

(
ipU

(
− i

∂

∂k

)
+ s

)
δ(k). (2.30)

取 ψ(u) = 1− uατα, 将其代入 (2.30), 并作逆 Fourier 变换和 Laplace 变换, 可得
∂Gx0(p, t)

∂t
=

a2

2τα
D1−α

t

∂2

∂x20
Gx0(p, t)− ipU(x0)Gx0(p, t),

Gx0(p, t = 0) = 1.

(2.31)

方程 (2.31) 称为向后的 Feynman-Kac 方程.

2.4 Langevin 类型的方程及宏观方程

Einstein关于随机过程现代研究方法的开创性工作 [21]发表 3年后, 1908年 Langevin基于 Newton

第二定律给出了数学上不同、物理上等价的 Brown运动的刻画 (参见文献 [34]), 本质上就是随机物理

版本的 “F = ma”, 如今称为 Langevin 方程:

m
d2x(t)

dt2
= −∇V (x, t)−mγ

dx

dt
+ µξ1(t), (2.32)

其中, m是粒子的质量, V (x, t)是外部势, γ 是摩擦系数, ξ1(t)是白噪声. 若考虑到摩擦力的延迟效应,

则可得 Langevin 方程的一个自然推广, 即所谓的广义 Langevin 方程

m
d2x(t)

dt2
= −∇V (x, t)−m

∫ t

0

γ(t− t′)u(t′)dt′ + µξ2(t). (2.33)

特别注意在方程 (2.32) 和 (2.33) 中的 ξ1(t) 和 ξ2(t) 是不同的, 但由于都是内部噪声, 由涨落耗散定

理 [32] (摩擦力和随机驱动力来自相同的源) 可得它们的关联函数分别对应 δ(t) (= m
kBµT E(ξ1(t

′)ξ1(t
′

+ t))) 和 γ(t) (= m
kBµT E(ξ2(t

′)ξ2(t
′ + t))), 即相应的摩擦项, 其中, kB 是 Boltzmann 常数, T 是绝对温

度.同一个随机过程既可用连续随机游走模型去刻画也可用 Langevin类型的方程去描述,但若考虑外

部势的影响, 则用 Langevin 类型的方程描述更方便. 文献 [22] 给出了基于连续随机游走模型的连续

Lévy 飞行的 Langevin 类型方程的刻画.

接着基于 Langevin 类型的方程推导出向前的 Feynman-Kac 方程 (在参数 p 取为 0 时, 其便退化

为粒子位置概率密度满足的方程) [5, 58]. 接下来讨论过阻尼形式

dx(t)

dt
= f(x(t), t) + g(x(t), t)ξ(t), (2.34)
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其中, f(x(t), t) 是外部力, ξ(t) 是外部环境波动带来的噪声项 (这里取为 Lévy 噪声), g(x(t), t) 是乘性

噪声项. 记 L(t) 为 Lévy 过程, ξ(t) 是它的形式导数, 即 L(t) 的增量 δL(t) = L(t+ τ)− L(t) 可定义为

ξ(t) 的时间积分, δL(t) =
∫ t+τ

t
ξ(t′)dt′. 类似地, 满足方程 (2.34) 的 x(t) 的增量 δx(t) = x(t+ τ)− x(t)

在时间区间 τ (τ → 0) 内满足

δx(t) = f(x(t), t)τ + g(x(t), t)δL(t), (2.35)

这是对方程 (2.34) 的 Itô 解释. 由于 Lévy 过程 L(t) 的增量具有独立平稳性, 所以 δL(t) 和 L(τ) 具有

相同的特征函数 ⟨e−ikL(τ)⟩ = eτη0(k), 其中 ⟨·⟩ 表示系综平均. 下面对于具体的 Lévy 噪声有具体的形

式, 如 Gauss 白噪声 η0(k) = −k2, 非 Gauss 的 β 稳定的 Lévy 噪声 η0(k) = −|k|β (0 < β < 2). 粒子

的位置 x 和轨迹泛函 A 的联合概率密度 G(x,A, t) 的 Fourier 变换 (x→ k, A→ p) 为

G(k, p, t) = ⟨e−ikx(t)e−ipA(t)⟩. (2.36)

在时间区间 τ (τ → 0) 内, 轨迹泛函的增量为 δA(t) = A(t + τ) − A(t) = U(x(t))τ . 考虑 G(x,A, t) 在

Fourier 空间的增量

δG(k, p, t) = G(k, p, t+ τ)−G(k, p, t) = ⟨e−ikx(t+τ)−ipA(t+τ)⟩ − ⟨e−ikx(t)−ipA(t)⟩. (2.37)

将 δx(t) 和 δA(t) (τ → 0) 代入上式可得

δG(k, p, t) = ⟨e−ikx(t)−ipA(t)(e−ikg(x(t),t)δL(t) − 1)⟩

− ikτ⟨e−ikx(t)−ipA(t)f(x(t), t)⟩ − ipτ⟨e−ikx(t)−ipA(t)U(x(t))⟩. (2.38)

由于 δL(t) 独立于粒子轨迹 x(t), 方程 (2.38) 右端第一项应用双期望公式和 δL(t) 的特征函数, 可得

lim
τ→0

1

τ
⟨e−ikg(x(t),t)δL(t) − 1⟩ = η0(g(x(t), t)k). (2.39)

方程 (2.38) 右端第二和三项是 G(x,A, t) 与其他函数乘积的 Fourier 变换, 即

ik⟨e−ikx(t)−ipA(t)f(x(t), t)⟩ = FxFA

{
∂

∂x
(f(x, t)G(x,A, t))

}
(2.40)

和

ip⟨e−ikx(t)−ipA(t)U(x(t))⟩ = ipFxFA{U(x)G(x,A, t)}. (2.41)

基于方程 (2.39)–(2.41), 方程 (2.38) 两边除以 τ , 并令 τ → 0, 可得

∂G(k, p, t)

∂t
= Fx{η0(kg(x, t))G(x, p, t)} − Fx

{
∂

∂x
(f(x, t)G(x, p, t)) + ipU(x)G(x, p, t)

}
. (2.42)

当 η0(kg(x, t)) = −(kg(x, t))2, 即 ξ(t) 为白噪声时, 对方程 (2.42) 关于 x 作逆 Fourier 变换, 可得

∂G(x, p, t)

∂t
= − ∂

∂x
(f(x, t)G(x, p, t)) +

∂2

∂x2
(g2(x, t)G(x, p, t))− ipU(x)G(x, p, t). (2.43)

当 η0(kg(x, t)) = −|kg(x, t)|β , 即 ξ(t) 为 Lévy 噪声时, 对方程 (2.42) 关于 x 作逆 Fourier 变换, 可得

∂G(x, p, t)

∂t
= − ∂

∂x
(f(x, t)G(x, p, t)) +

(
∂

∂x

)β

(|g(x, t)|βG(x, p, t))− ipU(x)G(x, p, t). (2.44)
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接下来继续基于 Langevin 类型的方程 (2.34) (但 f 不再显含 t, g 是常数, 取为 1, 即加性噪声)

推导向后的 Feynman-Kac 方程. 注意到这时的初始位置 x0 是确定性变量. 下面建立在时间区间 τ

(τ → 0) 内, 泛函 A 与 x0 之间的关系:

A(t+ τ)|x0 =

∫ τ

0

U(x(t′))dt′ +

∫ t+τ

τ

U(x(t′))dt′ = U(x0)τ +A(t)|x(τ), (2.45)

其中 A(t+ τ)|x0 表示初始位置在 x0 的随机过程 x(t)在 t+ τ 时刻的泛函. 在方程 (2.35)中,令 t→ 0,

可得

x(τ) = x0 + f(x0)τ + L(τ). (2.46)

在 Fourier 空间中, Gx0(A, t) 可表示为

Gx0(p, t) = ⟨e−ipA(t)|x0 ⟩. (2.47)

进一步地, 由方程 (2.45) 可得

Gx0
(p, t+ τ) = ⟨⟨e−ipA(t)|x(τ)⟩⟩e−ipU(x0)τ . (2.48)

增量 δGx0(p, t) 可表示为

δGx0(p, t) = Gx0(p, t+ τ)−Gx0(p, t) = ⟨⟨e−ipA(t)|x(τ)⟩⟩e−ipU(x0)τ − ⟨e−ipA(t)|x0 ⟩. (2.49)

在方程 (2.49) 中, 令 τ → 0, 并忽略 τ 的高阶项, 可得

δGx0(p, t) = ⟨⟨e−ipA(t)|x(τ)⟩⟩ − ⟨e−ipA(t)|x0 ⟩ − ipU(x0)τ⟨e−ipA(t)|x0 ⟩. (2.50)

对 ⟨e−ipA(t)|x0 ⟩关于 x0 作 Fourier变换,可得 Gk0(p, t). 记 TL = ⟨e−ipA(t)|x(τ)⟩,则 ⟨TL⟩的 Fourier变换

(x0 → k0) 为

Fx0{⟨TL⟩} =

⟨∫ +∞

−∞
e−ik0x(τ)TLe

ik0[f(x0)τ+L(τ)]dx0

⟩
. (2.51)

基于方程 (2.46), 将上式 dx0 替换为 dx(τ), 可得

Fx0{⟨TL⟩} =

⟨∫ +∞

−∞
e−ik0x(τ)TLe

ik0[f(x0)τ+L(τ)]dx(τ)

⟩
−
⟨∫ +∞

−∞
e−ik0x(τ)TLe

ik0[f(x0)τ+L(τ)] df(x0)

dx0
τdx0

⟩
. (2.52)

由于上式中所有 x0 和 f(x0) 都乘以 τ , 因此可以用 x(τ) 替换所有 x0 (其中产生的关于 τ 的高阶项可

以被忽略). 同时应用 eik0f(x0)τ ≃ 1 + ik0f(x0)τ , 则可得方程 (2.52) 右边第一项⟨∫ +∞

−∞
e−ik0x(τ)TLe

ik0L(τ)dx(τ)

⟩
+ ik0τ

⟨∫ +∞

−∞
e−ik0x(τ)TLf(x(τ))dx(τ)

⟩
,

其中加号右边项等于 τFx0{ ∂
∂x0

(f(x0)Gx0(p, t))}. 方程 (2.52) 右边第二项等于

−τ
⟨∫ +∞

−∞
e−ik0x(τ)TL

df(x(τ))

dx(τ)
dx(τ)

⟩
= −τFx0

{
df(x0)

dx0
Gx0(p, t)

}
. (2.53)
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因此, 在方程 (2.50) 中, ⟨⟨e−ipA(t)|x(τ)⟩⟩ − ⟨e−ipA(t)|x0 ⟩ 的 Fourier 变换为⟨∫ +∞

−∞
e−ik0yTL(e

ik0L(τ) − 1)dy

⟩
+ τFx0

{
f(x0)

∂Gx0
(p, t)

∂x0

}
,

即

τη0(−k0)Gk0
(p, t) + τFx0

{
f(x0)

∂Gx0(p, t)

∂x0

}
,

其中用到了方程 (2.39). 在方程 (2.50) 两边同时除以 τ 并令 τ → 0, 可得在 Fourier 空间中的向后的

Feynman-Kac 方程

∂Gk0(p, t)

∂t
= η0(−k0)Gk0(p, t) + Fx0

{
f(x0)

∂Gx0(p, t)

∂x0
− ipU(x0)Gx0(p, t)

}
. (2.54)

如果 ξ(t) 是白噪声 η0(−k0) = −k20, 则可得向后的 Feynman-Kac 方程

∂Gx0(p, t)

∂t
=

∂2

∂x20
Gx0(p, t) + f(x0)

∂Gx0(p, t)

∂x0
− ipU(x0)Gx0(p, t). (2.55)

如果 ξ(t) 是 Lévy 噪声 η0(−k0) = −|k0|β (0 < β < 2), 则可得向后的 Feynman-Kac 方程

∂Gx0(p, t)

∂t
=

(
∂

∂x0

)β

Gx0(p, t) + f(x0)
∂Gx0(p, t)

∂x0
− ipU(x0)Gx0(p, t). (2.56)

2.5 时变的随机过程及宏观方程

对已有随机过程作时变,也是一种有效的建模方式 (参见文献 [13,58]). 令 S(t)是一个 Laplace特

征指数为 cuα (α ∈ (0, 1)) 的严格递增的从属过程, E(t) := inf{ζ > 0 : S(ζ) > t} 是相应的逆从属过程.

从而 P(E(t) 6 ζ) = P(S(ζ) > t). 取 S(t) 和 E(t) 为时变过程. 若 y(t) 是扩散系数为 σ2 的 Brown 运

动,在 S(t)中取 c = 1/τ 和 α = µ/2,则对 y(t)作了时变后的过程 x(t) = y(S(t))的位置的概率密度满

足方程 (2.17) [16]. 若在 E(t) 所对应的 S(t) 中取 c = τα, 则对 y(t) 作了时变后的过程 x(t) = y(E(t))

的位置的概率密度满足方程 (2.9). 若这时 S(t) 的形式导数记为 θ(t) (独立于 ξ(s)), 则 Langevin 方程
dx(s)

ds
=f(x(s)) + g(x(s))ξ(s),

dt(s)

ds
= θ(s)

(2.57)

可表示为 y(t) = x(E(t)), 因此方程 (2.57) 可重新写为

dy(t)

dt
= f(y(t))

dE(t)

dt
+ g(y(t))ξ(E(t))

dE(t)

dt
. (2.58)

基于 Itô 积分的解释, 关于 y(t) 的增量可表示为

δy(t) = f(y(t))δE(t) + g(y(t))δL(E(t)), (2.59)

其中, δE(t) = E(t + τ)− E(t), δL(E(t)) = L(E(t + τ)) − L(E(t)). 类似于 (2.37) 和 (2.38) 的推导, 此

时 G(y,A, t) 在 Fourier 空间的增量为

δG(k, p, t) = ⟨e−iky(t)−ipA(t)(e−ikg(y(t))δL(E(t)) − 1)⟩ − ik⟨e−iky(t)−ipA(t)f(y(t))δE(t)⟩
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− ipτ⟨e−iky(t)−ipA(t)U(y(t))⟩. (2.60)

应用双期望公式可得上式右端第一项为 ⟨e−iky(t)−ipA(t)η0(kg(y(t)))δE(t)⟩.在方程 (2.60)两边同时除以

τ , 并令 τ → 0, 可得

∂G(k, p, t)

∂t
=

⟨
e−iky(t)−ipA(t)η0(kg(y(t)))

dE(t)

dt

⟩
− ik

⟨
e−iky(t)−ipA(t)f(y(t))

dE(t)

dt

⟩
− ip⟨e−iky(t)−ipA(t)U(y(t))⟩

=: Q1 +Q2 +Q3. (2.61)

关于 Q3 作逆 Fourier 变换 (k → y) 自然有 −ipU(y)G(y, p, t). 为处理 Q1, 本文技术性地在其中添加

δ(y − y(t)), 将其表示为 Q1 =
∫ +∞
−∞ e−ikyη0(kg(y))⟨e−ipA(t)δ(y − y(t))dE(t)

dt ⟩dy. 将泛函 A(t) 表示为一个

从属过程 A(t) = V (E(t)), V (s) =
∫ s

0
U(x(s′))θ(s′)ds′. 将 y(t) = x(E(t)) 和 A(t) = V (E(t)) 代入 Q1 的

中间项, 可得⟨
e−ipV (E(t))δ(y − x(E(t)))

dE(t)

dt

⟩
=

∫ +∞

0

⟨e−ipV (s)δ(y − x(s))δ(t− S(s))⟩ds. (2.62)

对方程 (2.62) 作 Laplace 变换 (t→ u) 后代入 Q1 得

Q1(u) =

∫ +∞

−∞
e−ikyη0(kg(y))⟨e−ipV (s)−uS(s)δ(y − x(s))⟩dy. (2.63)

同时, G(y, p, t) 可表示为

G(y, p, t) = ⟨e−ipV (E(t))δ(y − x(E(t)))⟩ =
∫ +∞

0

⟨e−ipV (s)δ(s− E(t))δ(y − x(s))⟩ds. (2.64)

则上式的 Laplace 变换为

G(y, p, u) =

∫ +∞

0

⟨e−ipV (s)−uS(s)θ(s)δ(y − x(s))⟩ds. (2.65)

在方程 (2.65) 中, 注意到 θ(s) 和 x(s) 独立, 因此可得 (参见文献 [5])

⟨e−ipV (s)−uS(s)θ(s)⟩ = ⟨θ(s)e−
∫ s
0
ipU(x(s′))θ(s′)+uθ(s′)ds′⟩

= − 1

u+ ipU(x(s))

∂

∂s
⟨e−

∫ s
0
ipU(x(s′))θ(s′)+uθ(s′)ds′⟩

= − 1

u+ ipU(x(s))

∂

∂s
e−τα

∫ s
0
(ipU(x(s′))+u)αds′

=
τα(u+ ipU(x(s)))α

u+ ipU(x(s))
⟨e−

∫ s
0
ipU(x(s′))θ(s′)+uθ(s′)ds′⟩. (2.66)

将 (2.66) 代入方程 (2.65), 可得

G(y, p, u) = τα(u+ ipU(x(s)))α−1

∫ +∞

0

⟨e−ipV (s)−uS(s)δ(y − x(s))⟩ds. (2.67)

比较 (2.67) 和 (2.63), 可得

Q1(u) =

∫ +∞

−∞
e−ikyη0(kg(y))τ

−α(u+ ipU(x(s)))1−αG(y, p, u)dy. (2.68)
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对于 Q2, 与 Q1 的计算过程相同, 可得

Q2(u) = −ik

∫ +∞

−∞
e−ikyf(y)τ−α(u+ ipU(x(s)))1−αG(y, p, u)dy. (2.69)

将 (2.68) 和 (2.69) 及 Q3 代入方程 (2.61) 得到 Fourier 空间中的向前的 Feynman-Kac 方程

∂G(k, p, t)

∂t
= Fy{τ−αη0(kg(y))D1−α

t G(y, p, t)}

− Fy

{
τ−α ∂

∂y
f(y)D1−α

t G(y, p, t) + ipU(y)G(y, p, t)

}
. (2.70)

2.6 交替和多内部状态的随机过程及宏观方程

在复杂的物理和生物过程中经常会观测到强反常扩散现象 (参见文献 [61]), 即对于随机过程 (模

型) x(t), ⟨|x|q⟩ ∼ tqv(q), 其中 v(q) 不是常数. Lévy 游走 [47] 含有两个尺度, 分别是扩散尺度和弹道尺

度. 若等待时间的概率密度为 ψ(t) ∼ t−1−α (1 < α < 2), 则当 q < α 时, ⟨|x|q⟩ ∼ tq/α; 而当 q > α 时,

⟨|x|q⟩ ∼ tq+1−α. Lévy 游走和 Brown 运动交替的两状态随机过程具有更丰富的强反常动力学特征 [61],

是有效的间歇搜索过程. 若在 Lévy 游走和 Brown 运动阶段的逗留时间分别服从指数为 α+ 和 α− 的

幂律分布 (0 < α± < 2), 则 3 个不同的尺度会共存, 即 u ∼ k、u ∼ |k|2 和 u ∼ |k|α+/α− . 不同于纯粹的

Lévy 游走, 若 α− < α+, 则即使 Lévy 游走逗留时间指数 α+ < 1, 仍可观测到强反常扩散现象.

本文通过引入多个内部状态来刻画一些自然现象 [63,64], 如非晶半导体中的陷阱和细胞膜中的离

子电流等. 每个内部状态对应一个等待时间的分布,内部状态的转换由转移矩阵为 M 的 Markov链描

述. 矩阵 M 的维数为 n× n, 其中 n 为内部状态的个数. 矩阵 M 的元素 mij 表示从状态 i 到 j 的转

移概率. 借用量子力学中的记号, 用 ⟨·| 和 |·⟩ 分别表示行向量和列向量. 周期链和遍历链会存在平衡

分布, 记为 ⟨eqM |, 同时会有性质 ⟨eqM |M = ⟨eqM |. 转移矩阵 M 的最大特征值是 1, 相对应的右特征

向量的所有分量为 1, 记为 |Σ⟩. 也就是说 M |Σ⟩ = |Σ⟩. 若 M 不可约, 则其次大特征值严格小于 1. 用

|init⟩ 表示内部状态的初始列分布. 显然 ⟨Σ|init⟩ 和 ⟨Σ|eqM ⟩ 都为 1. 等待时间和跳跃步长的分布矩阵

可分别记为 Ψ(t) = diag(ψ(1)(t), ψ(2)(t), . . . , ψ(n)(t)) 和 Λ(x) = diag(η(1)(x), η(2)(x), . . . , η(n)(x)).

随机过程的初始状态由初始分布得到. 在确定了初始状态后, 如状态 i, 等待时间和跳跃步长则分

别由分布 ψ(i)(t)和 η(i)(t)得到. 新的内部状态则由分布M |init⟩确定. 此过程可不断重复.用 w(i)(x, t)

(i = 1, 2, . . . , n) 表示在 t 时刻 d 维空间中, 处于第 i 个内部状态的粒子位于位置 x 的概率密度. 记

|W (x, t)⟩ 为列向量 {w(i)(x, t), i = 1, 2, . . . , n}. 取 |W (x, 0)⟩ = δ(x)δ(t)|init⟩. 用 q
(i)
j (x, t) 表示在第 j

步后时间 t粒子恰好在内部状态 i到达位置 x. |Qj(x, t)⟩表示分量为 q
(i)
j (x, t) (i = 1, 2, . . . , n)的列向

量. 这时的存活概率矩阵为

φ̄(t) = diag

(∫ +∞

t

ψ(1)(t′)dt′,

∫ +∞

t

ψ(2)(t′)dt′, . . . ,

∫ +∞

t

ψ(n)(t′)dt′
)

= I −
∫ t

0

Ψ(t′)dt′,

其中 I 表示单位矩阵. 上式的 Laplace 变换为 φ̄(u) = 1
u (I −Ψ(u)). 这时

|W (x, t)⟩ =
∫ t

0

φ̄(t′)
+∞∑
j=0

|Qj(x, t− t′)⟩dt′. (2.71)

对于 q
(i)
j (x, t), 有

q
(i)
j (x, t) =

n∑
j=1

∫ t

0

∫
Rd

mjiϕ
(j)(x− y, t− t′)q

(j)
j−1(y, t

′)dydt′,
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其中 ϕ(j)(x, t) 表示在第 j 个内部状态等待时间和跳跃步长的联合概率密度. 该方程也可以等价地写

成如下矩阵形式:

|Qj(x, t)⟩ =
∫ t

0

∫
Rd

MTΦ(x− y, t− t′)|Qj−1(y, t
′)⟩dydt′, (2.72)

其中 Φ(x, t) = diag(ϕ(1)(x, t), ϕ(2)(x, t), . . . , ϕ(n)(x, t)). 若等待时间和跳跃步长是独立的, 则 Φ(x, t)

= Λ(x)Ψ(t). 对方程 (2.71) 和 (2.72) 两边分别作 Fourier 变换和 Laplace 变换, 可得

|W (k, u)⟩ = I −Ψ(u)

u
(I −MTΦ(k, u))−1|init⟩. (2.73)

取 Ψ(u) = diag(1 − τα1uα1 , 1 − τα2uα2 , . . . , 1 − ταnuαn), 其中 αj ∈ (0, 1), j = 1, 2, . . . , n. 取 Λ(k)

= (1− σ2|k|2)I. 将它们代入 (2.73) 并作逆变换, 可得

MT ∂

∂t
|W (x, t)⟩

= (MT − I)diag(τ−α1 , τ−α2 , . . . , τ−αn)diag(0D
1−α1
t , 0D

1−α2
t , . . . , 0D

1−αn
t )|W (x, t)⟩

+MTdiag(σ2τ−α1 , σ2τ−α2 , . . . , σ2τ−αn)diag(0D
1−α1
t , 0D

1−α2
t , . . . , 0D

1−αn
t )∆|W (x, t)⟩. (2.74)

结合本节前半部分及第 2.3 小节的推导思路可得向前的粒子轨迹泛函分布满足的方程 (参见文

献 [63])

MT ∂

∂t
|G(x, p, t)⟩

= (MT − I)diag(τ−α1 , τ−α2 , . . . , τ−αn)diag(0D1−α1
t , 0D1−α2

t , . . . , 0D1−αn
t )|G(x, p, t)⟩

+MTdiag(σ2τ−α1 , σ2τ−α2 , . . . , σ2τ−αn)∆diag(0D1−α1
t , 0D1−α2

t , . . . , 0D1−αn
t )|G(x, p, t)⟩

− ipU(x)MT|G(x, p, t)⟩ (2.75)

以及向后的粒子轨迹泛函分布满足的方程

M
∂

∂t
|Gx0(p, t)⟩

= diag(τ−α1 , τ−α2 , . . . , τ−αn)diag(0D1−α1
t , 0D1−α2

t , . . . , 0D1−αn
t )(M − I)|Gx0(p, t)⟩

+ diag(σ2τ−α1 , σ2τ−α2 , . . . , σ2τ−αn)diag(0D1−α1
t , 0D1−α2

t , . . . , 0D1−αn
t )∆M |Gx0(p, t)⟩

− ipU(x0)M |Gx0(p, t)⟩. (2.76)

另外, 由于这时粒子有 n 个内部状态, 自然可以定义这样的泛函 As =
∫ t

0
U(i(τ))dτ , 其中 i(τ) 表

示粒子在时间 τ 位于状态 i,且取值于 {1, 2, . . . , n}. 用 g
(i)
s (As, t)表示泛函值为 As、状态为 i、在时刻

t 的联合概率密度. 记 |Gs(As, t)⟩ 为列向量 {g(i)s (As, t), i = 1, 2, . . . , n}. 类似于 (2.71), 这时有

|Gs(As, t)⟩ =


g
(1)
s (As, t)

...

g
(n)
s (As, t)

 =

∫ t

0

φ̄(t′)

+∞∑
j=0


q
(1)
s,j (As − t′U(1), t− t′)dt′

...

q
(n)
s,j (As − t′U(n), t− t′)dt′

 , (2.77)

其中

q
(i)
s,j+1(As, t) =

∫ +∞

0

m1iq
(1)
s,j (As−U(1)t′, t− t′)ψ1(t

′)dt′+ · · ·+
∫ +∞

0

mniq
(1)
s,j (As−U(n)t′, t− t′)ψn(t

′)dt′.
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通过 Laplace 变换求解方程 (2.77), 最后再作逆 Laplace 变换可得

MT ∂

∂t
|Gs(ps, t)⟩ = (MT − I)diag(τ−α1 , τ−α2 , . . . , τ−αn)diag(0D

1−α1
t , 0D

1−α2
t , . . . , 0D

1−αn
t )|Gs(ps, t)⟩

− ipsM
Tdiag(U(1), U(2), . . . , U(n))|Gs(ps, t), (2.78)

其中 0D
1−αj

t g
(j)
s (ps, t) =

1
Γ(αj)

( ∂
∂t + ipsU(j))

∫ t

0
e−(t−t′)·ipsU(j)

(t−t′)1−αj
g
(j)
s (ps, t

′)dt′.

2.7 简单运动介质中的 Lévy 游走及宏观方程

在许多领域中, 介质是非静止的, 如生命科学和宇宙学 [33, 67,68]. 本小节讨论最简单的介质运动

模式 (非静止介质不按动理学方程运动), 即 y = a(t)x, 其中 a(t0) = 1. 特别地, 对于膨胀的宇宙,

a(t) 称为尺度因子. 在连续随机游走的框架下, 记 tj 和 tj+1 为粒子连续发生两次跳跃的时间, x(tj)

和 y(tj) 分别为粒子在 tj 时刻的共动坐标和物理坐标, 则在 t (∈ (tj , tj+1]) 时刻, 相应的物理位置为

y(t) = a(t)x(tj), 共动位置为 x(t) = x(tj). 在 j + 1 步跳跃后的位置为 y(tj+1) =
a(tj+1)
a(tj)

y(tj) + ξj+1,

其中 ξj+1 满足跳跃步长的概率密度 η(y). 显然, 在共动坐标系下, 粒子跳跃步长的概率密度依赖于

时间, 即 η(x | t) = η(y) dydx = a(t)η(a(t)x). 因此, 在共动坐标系下, 跳跃步长和等待时间的联合概率

密度为 ϕ(x | t, t − t′) = η(x | t)ψ(t − t′) = a(t)η(a(t)x)ψ(t − t′), 其中 t′ (< t) 是最近一次发生跳跃

的时间. 当等待时间和跳跃步长的分布在频域空间 (即 ψ(u) 和 η(k)) 分别取为 (2.8) 和 (2.10) 时, 则

η(k | t) = η(k/a(t)) = 1 − σµ|k|µ/aµ(t) + o(|k|µ). 将 ψ(u) 和 η(k | t) 的 Laplace 变换代入方程 (2.3),

可得

uW (k, u)− 1 = −|k|µσ
µ

τα
L
{

1

aµ(t)
L−1(u1−αW (k, s))

}
. (2.79)

对上式两边作逆 Laplace 变换和逆 Fourier 变换, 可得
∂W (x, t)

∂t
= −

(
1

aµ(t)

)
·
(
σµ

τ

)
· (−∆)µ/20D

1−α
t W (x, t),

W (x, t = 0) = δ(x).

(2.80)

2.8 首次通过时间、逃逸概率和最大位移

首次通过时间, 即一个随机变量首次达到某个值的一个自然的应用场景, 是投资者在股票价格波

动时买入或卖出股票的决定. 更多的应用场景发生在物理化学领域, 例如, 化学物质经过碰撞或其他

方式在能量达到临界值时会发生化学反应. 逃逸概率和最大位移是与首次通过时间紧密相关的概念,

有相似的应用场景. 考虑如下随机过程 (参见文献 [19]):
dX(s)

ds
= F (X(s)) + σ(X(s))ξ(s),

dt(s)

ds
= θ(s),

(2.81)

其中, θ(s) 和 ξ(s) 相互独立, t(s) 是回火的单边 α 稳定的 Lévy 过程 (θ(s) 是相应的噪声), 其特征

函数为 ⟨e−ut(s)⟩ = e−s((u+λ)α−λα), 当调控因子 λ (> 0) 趋于 0 时, 则得到单边 α 稳定的 Lévy 过程.

F (x) 是定义在 Rd 中的有界区域 D 上的光滑向量场. σ(x) 是一个 d×m 光滑噪声系数矩阵, ξ(s) 是
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m 维噪声项. 如第 2.5 小节, 记 E(t) 为 t(s) 相对应的逆从属过程, 则 Langevin 方程 (2.81) 可表示为

Y (t) = X(E(t)). 从空间区域 D 首次通过的时间定义为

te(x) := inf{t > 0, Yx(t) /∈ D},

其中 Yx(t) 表示随机过程 Y (t) 的起始位置在 x. 转移概率密度函数定义为

Wx(y, t)dy ≡ Pr{Yx(t) ∈ y + dy | Yx(0) = x}. (2.82)

在 Langevin方程 (2.81)中,当 ξ(s)是均值为 0、方差为 t的 m维 Brown运动的形式导数时, Wx(y, t)

满足如下向后的 Kolmogorov 方程 [4]:

∂

∂t
Wx(y, t) =

∂

∂t

∫ t

0

K(t− t′, λ)L∗
xWx(y, t

′)dt′, (2.83)

其中, 记忆核的 Laplace 变换 K(u, λ) = 1/((u+ λ)α − λα), 算子

L∗
x =

d∑
j=1

F j(x)
∂

∂xj
+

d∑
j,k=1

Bj,k(x)
∂2

∂xj∂xk
,

扩散矩阵 B(x) = 1
2σ(x)σ

T(x). 给方程 (2.83) 赋予初始条件

Wx(y, 0) = δ(y − x) (2.84)

和边界条件

Wx(y, t)|x∈D,y∈∂D = 0 (2.85)

后, 我们可以基于方程的解计算平均首次通过区域 D 的时间. 边界条件 (2.85) 意味着粒子在首次到

达边界 ∂D 后, 即 t = te(x) 时, 便被吸收了, 同时也意味着

Wx(y, t)|x∈∂D,y∈D = 0.

显然首次通过边界的时间 te(x) 独立于随机过程在边界的行为, 因为当 t < te(x) 时, 对于不同的边界

行为,随机过程都服从相同的动力学过程 (2.81). 对于一个在边界会被吸收的随机过程, 直到时间 t没

有通过边界的概率与 t 时刻在区域 D 中的某个点 y 找到它的概率相同, 即

Pr{te > t |x(0) = x} =

∫
D

Wx(y, t)dy, (2.86)

其中Wx(y, t)为方程 (2.83)在初始条件 (2.84)和边界条件 (2.85)下的解. 随机过程起始于位置 x ∈ D,

其首次通过区域 D 的边界的平均时间为

e(x) = −
∫ ∞

0

t dtPr{te > t | x(0) = x} =

∫ ∞

0

Pr{te > t |x(0) = x}dt =
∫ ∞

0

∫
D

Wx(y, t)dydt. (2.87)

定义 Wx(y, t) =
∫ t

0
Wx(y, t

′)dt′, 在此式两边作 Laplace 变换得 Wx(y, u) = uWx(y, u). 再由 Laplace

变换的终值定理可得

lim
t→+∞

Wx(y, t) =

∫ +∞

0

Wx(y, t
′)dt′ = lim

u→0
uWx(y, u) = lim

u→0
Wx(y, u). (2.88)
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在初始条件 (2.84) 下, 对方程 (2.83) 两边作 Laplace 变换可得

uWx(y, u) = δ(y − x) + uK(u, λ)L∗
xWx(y, u). (2.89)

结合 (2.88) 和 (2.89), 并令 u→ 0, 可得

L∗
x

∫ +∞

0

Wx(y, t)dt = −αλα−1δ(y − x). (2.90)

对上式两边在区域 D 上积分可得, 对于任意 x ∈ D, 有

L∗
xe(x) = −αλα−1 (2.91)

以及边界条件

e(x) = 0, x ∈ ∂D.

若考虑方程 (2.91) 的一维情形, 对于算子 L∗
x, 取 F (x) = 0, B(x) = 1, D = (−r, r), 则它的解为

e(x) = αλα−1 r
2 − x2

2
.

由上式可得, 若 λ → 0, 则 e(x) → +∞. 这与我们的直观认识一致, 这是因为随机过程 (2.81) 在连续

随机游走模型的框架下,等待时间的一阶矩是发散的. 另外,也可以看到随着 λ的递增,平均首次通过

时间在递减, 这是因为随着 λ 的递增, 每一步的平均等待时间在减小. 对于高维情形也有类似的结论,

如二维情形, 若取

F (x) = 0, B(x) =

 1 0

0 1

 , D = {x : |x| < r},

这时 e(x) = αλα−1 r2−|x|2
4 . 若将随机过程 (2.81) 中的 ξ 取为 d 维 Lévy 过程 L 的形式导数 (同时取

σ = 1), 则其样本路径不再连续, 这时不但可以讨论平均通过时间, 而且还可以研究逃逸概率. 记 Lévy

过程 L(t) 的特征为 (a, b, ν), 则其相应的 Lévy 标记为

η(k) = i(a,k)− 1

2
(k, bk) +

∫
Rd\{0}

(ei(k,y) − 1− i(k,y)χ{|y|<1})ν(dy), (2.92)

其中, χI 是集合 I 上的示性函数, a ∈ Rd, b 是一个 d× d 对称正定矩阵, ν 是一个在 Rd \ {0} 上的 σ-

有限 Lévy 测度并满足
∫
Rd\{0}(y

Ty)ν(dy) < +∞. 这时在 (2.81) 中, X(s) 的生成元为

(Axg)(x) =
d∑

j=1

F j(x)
∂g(x)

∂xj
+

d∑
j=1

aj ∂g(x)

∂xj
+

1

2

d∑
j,k=1

bjk
∂2g(x)

∂xj∂xk

+

∫
Rd\{0}

(
g(x+ y)− g(x)−

d∑
j=1

yj ∂g(x)

∂xj

∣∣∣∣
χ{|y|<1}

)
ν(dy),

其中, g(x) ∈ C∞
c (Rd), ν(dy) =

βΓ(m+β
2 )

21−βπm/2Γ(1−β/2)
|y|−β−mdy. 此时转移概率密度满足向后的 Kolmogorov

方程 [4]

∂

∂t
Wx(y, t) =

∂

∂t

∫ t

0

K(t− t′, λ)AxWx(y, t
′)dt′, (2.93)
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其中记忆核的 Laplace 变换 K(u, λ) = 1/((u+ λ)α − λα). 类似于方程 (2.86)–(2.91) 的分析, 首次通过

区域 D 的边界的平均时间满足

A∗
xe(x) = −αλα−1 (2.94)

以及 “边界” 条件 (体积约束)

e(x) = 0, x ∈ Dc = Rd \D.

这种赋 “边界” 条件 (体积约束) 的方式是由于样本路径的不连续性 (参见文献 [16]). 考虑球形区域

D = {x : |x| < r}, 并取 F (x) = a = b = 0, 则方程 (2.94) 的解为 (参见文献 [23])

e(x) = αλα−1 Γ(m/2)(r2 − |x|2)β/2

2βΓ(1 + β/2)Γ(m/2 + β/2)
.

由于这时研究的随机过程是跳过程, 因此还可以讨论从区域 D 跳到区域 Ω ⊂ Dc 的概率 PΩ. 类似于

方程 (2.90), 有

Ax

∫ +∞

0

Wx(y, t)dt = −αλα−1δ(y − x). (2.95)

对上式两端在 Ω 上积分, 可得

AxPΩ(x) = Ax

∫
Ω

∫ +∞

0

Wx(y, t)dt =

∫
Ω

−αλα−1δ(y − x)dy = 0.

因此, 解如下方程可求得逃逸概率:AxPΩ(x) = 0, x ∈ D,

PΩ(x)|x∈Ω = 1, PΩ(x)|x∈Dc\Ω = 0.
(2.96)

若取 F (x) = a = b = 0, D = (−r, r), Ω = [r,+∞), 则 (参见文献 [3])

PΩ(x) =
(2r)1−βΓ(β)

(Γ(β/2))2

∫ x

−r

(r2 − y2)β/2−1dy, x ∈ D. (2.97)

由于随机过程和考虑的区域都是对称的, 因此, 由方程 (2.97) 可得当 x = 0 时, PΩ(x) =
1
2 . 对于固定

的 x, 若其小于 0, 则随着 β 的递减, PΩ(x) 在递增; 反过来, 若 x 大于 0, 则随着 β 的递减, PΩ(x) 在

递减. 随着 β 的递减, 边界层现象越来越明显.

从以上对带有回火参数 λ的随机动力学的平均首次通过时间和逃逸概率的计算,可以发现: (1)在

方程 (2.81) 中, 若 X(t) 的平均首次通过时间为 e(x), 则 X(E(t)) 的平均首次通过时间为 αλα−1e(x);

(2) 逃逸概率 PΩ(x) 不依赖于随机过程等待时间的分布. 事实上, 对于前一个发现有更一般性的结

果, 其陈述及证明如下: 令 X(t) 是一个一般的 Markov 过程, Z(t) 是一个独立于 X(t) 的严格递增

的 Lévy 过程 (记其特征指数为 γ(u) =
∫∞
0

(eiuy − 1)ν(dy)), E(t) 是对应于 Z(t) 的逆从属过程, 即

E(t) := inf{τ > 0, Z(τ) > t}. 记 Y (t) = X(E(t)), 则首次通过时间为

tYe (x) := inf{t > 0, Y (t) /∈ D |Y (0) = x}

= inf{t > 0, X(E(t)) /∈ D |X(0) = x}
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= inf{t > 0, E(t) > tXe (x) |X(0) = x}

= inf{t > 0, t > Z(tXe (x)) |X(0) = x}

=Z(tXe (x)).

因此 E(tYe (x)) = E(Z(tXe (x))) =
∫∞
0
E(Z(t))Pr(tXe (x) = t)dt. 由 E(e−uZ(t)) = e−tγ(u), 可得 E(Z(t))

= (− ∂
∂uE(e−uZ(t)))|u=0 = tγ′(0). 所以有

E(tYe (x)) =

∫ ∞

0

γ′(0)tPr(tXe (x) = t)dt = γ′(0)E(tXe (x)).

方程 (2.81) 中对应的 γ(u) = (u+ λ)α − λα, γ′(0) = αλα−1.

关于最大位移 (或首次通过时间) 的分布, 也可以通过求解向后的 Feynman-Kac 方程 (如方程

(2.7)、(2.55) 或 (2.56)) 得到, 即通过求解方程计算 limp→+∞Gx0(p, t). 记随机过程 x(t) 在 [0, t] 时间

区间内的最大位移为 xm ≡ max06τ6t x(τ). 当 x > b 时, 令 U(x) = 1; 而当 x 6 b 时, U(x) = 0. 令泛

函 A =
∫ t

0
U(x(t′))dt′, 则

Pr{xm < b} = lim
p→+∞

Gx0(p, t),

其中 Gx0(p, t) 是泛函 A 的概率密度函数 Gx0(A, t) 的 Laplace 变换. 显然,

Pr{xm < b} = lim
A→0

∫ A

0

Gx0(A
′, t)dA′.

进一步地, 由 Laplace 变换的初值定理可得

lim
A→0

∫ A

0

Gx0(A
′, t)dA′ = lim

p→+∞
pL

{∫ A

0

Gx0(A
′, t)dA′

}
= lim

p→+∞

{
p
Gx0(p, t)

p

}
= lim

p→+∞
Gx0(p, t).

3 宏观方程的正则性和计算方法

本节讨论以上推导出的宏观方程解的正则性, 然后给出计算格式及在相应正则性下解的误差

估计.

3.1 欠扩散类型的 Fokker-Planck 方程

令 Ω 是具有光滑边界的凸区域, −∆ 定义在 Ω 上并有齐次 Dirichlet 边界条件. λj > 0 (j > 1) 是

−∆ 的非减特征值序列, ψj (j > 1) 是其相应的特征函数. 对于 r > 0, 记空间 Ḣr(Ω) = {v ∈ L2(Ω) :

(−∆)r/2v ∈ L2(Ω)}, 其范数为 ∥v∥2
Ḣr(Ω)

=
∑∞

j=1 λ
r
j(v, ψj)

2. 这时有 Ḣ0(Ω) = L2(Ω), Ḣ1(Ω) = H1
0 (Ω),

Ḣ2(Ω) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

对于经典扩散方程 
∂W (x, t)

∂t
= ∆W (x, t), x ∈ Ω,

W (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

W (x, t = 0) =W0(x),

(3.1)
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其解可表示为 W (x, t) = W(t)W0(x) :=
∑∞

j=1 e
−tλj (W0(x), ψj)ψj(x) (W(t) 是解算子). 这时 W (x, t)

有正则性 ∥(−∆)lW(t)W0(x)∥Ḣq(Ω) 6 C1/2t−(q−p)/2−l∥W0(x)∥Ḣp(Ω), 其中 0 6 p 6 q, l > 0 [55]. 事实上,

∥(−∆)lW(t)W0(x)∥2Ḣq(Ω)
=

∞∑
j=1

λq+2l
j e−2tλj (W0(x), ψj)

2

6 Ct−(q−p)−2l
∞∑
j=1

λpj (W0(x), ψj)
2

= Ct−(q−p)−2l∥W0(x)∥2Ḣp(Ω)
,

其中 C = supx>0(x
q−p+2le−2x). 这意味着在时间 t > 0 后, 方程的解 W (x, t) 在空间方向可以有任意

好的正则性.

而对于欠扩散方程 
∂W (x, t)

∂t
= 0D

1−α
t ∆W (x, t), x ∈ Ω,

W (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

W (x, t = 0) =W0(x),

(3.2)

其解可表示为 W (x, t) = W(t)W0(x) :=
∑∞

j=1

∑∞
k=0

(−λjt
α)k

Γ(αk+1) (W0(x), ψj)ψj(x). 此时, 有

∥(−∆)lW(t)W0(x)∥Ḣq(Ω) 6 Ct−α∥W0(x)∥Ḣp(Ω),

其中, 0 6 p 6 q + 2l 6 p+ 2, l > 0; 当 p = q + 2l 时, 还有 ∥(−∆)lW(t)W0(x)∥Ḣq(Ω) 6 C∥W0(x)∥Ḣp(Ω).

这表明在时间 t > 0 后, 方程的解 W (x, t) 在空间方向的正则性相对于初始条件最多只能提高二阶

(二次导数), 显著不同于经典的扩散方程. 事实上, 对于 Mittag-Leffler 函数, 有估计 |
∑∞

k=0
(−λjt

α)k

Γ(αk+1) |
6 C(α)

1+λjtα
(参见文献 [46]). 因此,

∥(−∆)lW(t)W0(x)∥2Ḣq(Ω)
=

∞∑
j=1

λq+2l
j

( ∞∑
k=0

(−λjtα)k

Γ(αk + 1)

)2

(W0(x), ψj)
2

6
∞∑
j=1

(
C(α)λj
1 + λjtα

)2

λq+2l−2
j (W0(x), ψj)

2

6 C2(α)t−2α
∞∑
j=1

λq+2l−2
j (W0(x), ψj)

2

= C2(α)t−2α∥W0(x)∥2Ḣq+2l−2(Ω)

6 C2(α)t−2α∥W0(x)∥2Ḣp(Ω)
.

若 p = q + 2l, 则

∥(−∆)lW(t)W0(x)∥2Ḣq(Ω)
=

∞∑
j=1

λq+2l
j

( ∞∑
k=0

(−λjtα)k

Γ(αk + 1)

)2

(W0(x), ψj)
2

6 C2(α)

∞∑
j=1

λq+2l
j (W0(x), ψj)

2
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= C2(α)∥W0(x)∥2Ḣq+2l(Ω)
.

基于以上分析及 Mittag-Leffler 函数的性质
∑∞

k=0
(−λjt

α)k

Γ(αk+1) = 1 − tα/Γ(1 − α) + O(t2α) [49] 可得, 当

W0(x) ∈ Ḣ2(Ω) 时, u ∈ Cα([0, T ];L2(Ω)). 接下来讨论方程 (3.2) 的时间方向算子的离散格式, 其也可

等价地表示为 0D
α
t (W (x, t)−W0(x)) = ∆W (x, t), x ∈ Ω,

W (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.3)

基于卷积积分的算子离散 [39] 当 t 6 0 时, 函数 W (t) = 0. 对时间方向的算子作 Laplace 变换

Lt{0Dα
t W (t);u} = uαW (u). 在时间方向作一致剖分, 取时间步长为 ς. 对 uα 给出一阶精度的离散, 即

uα = ( 1−e−uς

ς )α + α
2 u

α+1ς − 3α2+α
24 uα+2ς2 + · · · ; 进一步地, ( 1−e−uς

ς )α = ς−α
∑∞

j=0 ω
α
j e

−juς , 其中

ωα
j = (−1)j

α
j

 ,

并满足 ωα
0 = 1, ωα

j = (1− α+1
j )ωα

j−1. 这时便可得 0D
α
t (W (t)−W0) 的离散算子

0D̄
α
t (W (t)−W0)|t=tn = L−

u

((
1− e−uς

ς

)α(
W (u)− W0

u

))∣∣∣∣
t=tn

= ς−α
∞∑
j=0

ωα
j (W (tn − jς)−W0). (3.4)

当函数 α + 1 次可微时, 该离散的截断误差为一阶精度. 方程的解通常 α 次可微, 但用该离散得到的

计算格式通常一阶收敛 (参见文献 [26]).

基于分片多项式插值的算子离散 [37] (L1 离散) 用分片线性多项式逼近函数, 作一致剖分 (tj

= jς):

0D
α
t (W (tn)−W0) =

(
1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

(t− s)−α(W (s)−W0)ds

)∣∣∣∣
t=tn

=
1

Γ(1− α)

∫ tn

0

∂(W (s)−W0)

∂s
(tn − s)−αds

=
1

Γ(1− α)

n−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

∂(W (s)−W (0))

∂s
(tn − s)−αds

≈ 1

Γ(1− α)

n−1∑
j=0

W (tj+1)−W (tj)

ς

∫ tj+1

tj

(tn − s)−αds

=
n−1∑
j=0

ωα
n−j−1

W (tj+1)−W (tj)

ςα

= ς−α

(
ωα
0W (tn)− ωα

n−1W0 +
n−1∑
j=1

(ωα
j − ωα

j−1)W (tn−j)

)
=: 0D̄

α
t (W (tn)−W0), (3.5)
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其中 ωα
j = ((j + 1)1−α − j1−α)/Γ(2 − α) (j = 0, 1, 2, . . . , n − 1). 在函数二次可微时, L1 离散的截断

误差为 2 − α 阶精度. 方程的解通常 α 次可微, 但用该离散得到的计算格式通常一阶收敛 (参见文

献 [27, 28]).

快速算法 [52] 由于时间方向的算子是非局部的, 相对于经典算子 O(n) 的计算量, 此时的计算

量是 O(n2) 的. 利用快速算法, 有望在保证精度的情形下, 将计算量从 O(n2) 降到 O(n). 应用等式
1
tβ

= 1
Γ(β)

∫∞
0

e−tssβ−1ds, β > 0, 可得

0D
α
t W (t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

W (ξ)

(t− ξ)α
dξ =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

W (t− ξ)

ξα
dξ

=
1

Γ(1− α)Γ(α)

∂

∂t

∫ t

0

W (t− ξ)

∫ ∞

0

e−ξssα−1dsdξ

=
1

Γ(1− α)Γ(α)

∫ ∞

0

sα−1 ∂

∂t

∫ t

0

W (t− ξ)e−ξsdξds.

对上式两端作 Laplace 变换, 可得

uα =
1

Γ(1− α)Γ(α)

∫ ∞

0

sα−1 u

s+ u
ds. (3.6)

由以上分析知,若用卷积积分离散,则取 u = (1−e−uς)/ς 可得一阶精度的截断误差 (取 u = ((1−e−uς)

+ (1− e−uς)2)/ς 可得二阶精度的截断误差).

将 u = (1− e−uς)/ς 代入方程 (3.6) 两端, 可得(
1− e−uς

ς

)α

=
1

Γ(1− α)Γ(α)

∫ ∞

0

sα−1

(
1− ςs

ςs+ 1− e−uς

)
ds.

注意到 ( 1−e−uς

ς )α = ς−α
∑∞

j=0 ω
α
j e

−juς , 同时

ςs

ςs+ 1− e−uς
=

ςs

1 + ςs

∞∑
j=0

(
e−uς

1 + ςs

)j

,

可得

ωα
0 =

ςα

Γ(1− α)Γ(α)

∫ ∞

0

sα−1

(
1− ςs

ςs+ 1

)
ds,

ωα
j = − ςα

Γ(1− α)Γ(α)

∫ ∞

0

sα−1 ςs

(ςs+ 1)j+1
ds, j > 1.

当 j > 2 时, 其还可表示为

ωα
j = − 1

4Γ(1− α)Γ(α)

∫ 1

−1

(1− s)α(1 + s)1−α

(
s+ 1

2

)j−2

ds. (3.7)

能够实现快速算法的关键是 ( s+1
2 )j−2 关于 j > 2 构成等比序列. 对于方程 (3.7), 可用 Gauss-Jacobi

求积公式来计算

ωα
j =

Np∑
i=1

ω̃i

(
sαi + 1

2

)j−2

+ εαj , (3.8)

其中, ω̃i 是 Gauss-Jacobi 求积公式的系数, sαi 是节点, Np 是节点个数, εαj 是误差. 根据求积公式的性

质, 当 2 6 j 6 2Np + 1 时, εαj = 0. 这时用 (3.4) 解方程时, 计算量便可从 O(n2) 降为 O(nNp).
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3.2 同时具有超扩散和欠扩散动力学的 Fokker-Planck 方程

考虑具有光滑边界的凸区域 Ω 上的齐次约束条件下的方程 (2.19), 即
∂W (x, t)

∂t
= −0D

1−α
t (−∆)µ/2W (x, t), x ∈ Ω,

W (x, t) = 0, x ∈ Ωc,

W (x, t = 0) =W0(x).

(3.9)

对于 r ∈ (0, 1), 记空间

Hr(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω) : |v|Hr(Ω) =

(∫ ∫
Ω2

|v(x)− v(y)|2

|x− y|n+2r
dxdy

)1/2}
,

相应的范数 ∥ · ∥Hr(Ω) = ∥ · ∥L2(Ω) + | · |Hr(Ω). 若 r > 1 且不是整数, 则 r 可写成 r = m+ σ, 其中 m 是

正整数且 σ ∈ (0, 1). 这时相应的空间和范数分别为

Hr(Ω) = {v ∈ Hm(Ω) : |Dβv|Hσ(Ω) <∞ 对所有满足 |β| = m 的 β 成立}

和 ∥ · ∥Hr(Ω) = ∥ · ∥Hm(Ω) + | · |Hσ(Ω). 记空间 H̃r(Ω) = {v ∈ Hr(Rd) : suppv ⊂ Ω̄}.
椭圆正则性 [25] 对于齐次问题(−∆)µ/2W (x) = f(x), x ∈ Ω,

W (x) = 0, x ∈ Ωc,
(3.10)

有正则性: 令 f(x) ∈ Hσ(Ω), σ > −µ
2 , W (x) ∈ H̃µ/2(Ω) 是方程 (3.10) 的解, 则

|W (x)|Hµ/2+γ(Rd) 6 C∥f(x)∥Hσ(Ω),

其中, γ = min{µ/2 + σ, 1/2− ε}, ε > 0 任意小.

关于发展方程 (3.9), 有正则性 [44]: 当 µ
2 ∈ [1/2, 1) 时, ∥W (x, t)∥H̃µ/2+1/2−ε(Ω) 6 Ct−α∥f(x)∥L2(Ω);

当 µ
2 ∈ (0, 1/2) 时, ∥W (x, t)∥H̃µ/2+γ(Ω) 6 Ct−α∥f(x)∥H̃σ(Ω). 在方程 (3.9) 中, 时间方向的算子同样可

表示为 0D
α
t (W (x, t)−W0(x)), 其离散方式也如同上节中给出.

差分算法 对于算子 (−∆)µ/2, 在一维情形下可以利用文献 [56]中给出的有限差分离散;文献 [18]

中的方程 (22) 包含与算子 (−∆)µ/2 紧密相关的高维算子, 它同样可以利用文献 [56] 中给出的有限差

分方法进行离散. 对于高维算子 (−∆)µ/2, 可以利用分片多项式插值来离散 [20,51].

变分算法 [1, 65] 基于算子 (−∆)µ/2 的定义 (2.18), 可得如下双线性型:

B(W (X), V (Y )) =
1

2
cn,µ

∫
Rd

∫
Rd

(W (X)−W (Y ))(V (X)− V (Y ))

|X − Y |n+µ/2
dXdY . (3.11)

事实上, ∫
Rd

(−∆)µ/2W (X)V (X)dX = cn,µP.V.

∫
Rd

∫
Rd

W (X)−W (Y )

|X − Y |n+µ/2
V (X)dXdY

= −cn,µP.V.

∫
Rd

∫
Rd

W (X)−W (Y )

|X − Y |n+µ/2
V (Y )dXdY

=
1

2
cn,µ

∫
Rd

∫
Rd

(W (X)−W (Y ))(V (X)− V (Y ))

|X − Y |n+µ/2
dXdY .

在一维情形下的时空谱方法可参见文献 [36].
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3.3 欠扩散类型的 Feynman-Kac 方程

在第 2.3–2.6小节中,我们推导出了粒子位置和粒子轨迹泛函的联合分布满足的向前的 Feynman-

Kac 方程 (2.27) 及粒子轨迹泛函分布满足的向后的 Feynman-Kac 方程 (2.31). 从方程的形式上看,

它们的区别仅在于一个是应用算子 ∆D1−α
t , 另一个是应用算子 D1−α

t ∆. 由于物质导数 D1−α
t 是时空

耦合的算子, 一般而言, 其与算子 ∆ 的不同作用顺序会得到不同的结果, 即使被作用函数有充分的正

则性.

考虑向后的 Feynman-Kac 方程 (2.31)
∂Gx0(p, t)

∂t
= D1−α

t ∆Gx0(p, t)− ipU(x0)Gx0(p, t), x0 ∈ Ω,

Gx0(p, t) = 0, x0 ∈ ∂Ω,

Gx0(p, 0) = Gx0(0),

(3.12)

其可重新表示为 (参见文献 [6])
C
0 D

α,x0

t Gx0(p, t) = ∆Gx0(p, t), x0 ∈ Ω,

Gx0(p, t) = 0, x0 ∈ ∂Ω,

Gx0(p, 0) = Gx0(0),

(3.13)

其中 C
0 D

α,x0

t 是 Caputo 分数阶物质导数 [35], 定义为

C
0 D

α,x0

t Gx0(p, t) = e−iptU(x0)
0D

α
t (e

iptU(x0)Gx0(p, t)−Gx0(p, 0)). (3.14)

方程 (3.13) 与 (3.2) 有相似的正则性, 即若 U(x0) 在 Ω̄ 上有界, Gx0(0) ∈ L2(Ω) 且 Gx0(p, t) 是方程

(3.13) 的解, 则有估计 ∥Gx0(p, t)∥Ḣq(Ω) 6 Ct−qα/2∥Gx0(0)∥L2(Ω), q ∈ [0, 2] (参见文献 [53]). (3.14) 中的

算子 0D
α
t 可用 (3.4) 中给出的一阶卷积离散逼近, 同样可用相应的高阶离散格式对其进行逼近.

关于向前的 Feynman-Kac 方程 (2.27)
∂G(x, p, t)

∂t
= ∆D1−α

t G(x, p, t)− ipU(x)G(x, p, t), x ∈ Ω,

G(x, p, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

G(x, p, t) = G(x, p, 0),

(3.15)

其正则性及计算格式的数值分析会困难一些. 方程 (3.15) 中的分数阶物质导数 D1−α
t 见定义 (2.28),

也可等价地表示为

D1−α
t G(x, p, t) = e−iptU(x)

0D
1−α
t (eiptU(x)G(x,p,t)). (3.16)

(3.16) 中的算子 0D
1−α
t 可用 (3.4) 中给出的一阶卷积离散逼近, 方程 (3.15) 中 ∂

∂t 可用向后差分离散.

在频域空间中作数值分析, 其中证明方程 (3.15) 的预解算子

((ipU(x) + u)−∆(ipU(x) + u)1−α)−1

及预解算子所对应的离散算子的有界性很关键 (参见文献 [15]).
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3.4 稳态方程 (有关首次通过时间和逃逸概率)

第 2.8小节讨论了反常动力学的首次通过时间和逃逸概率.考虑对称 µ- 稳定的 Lévy过程 [23], 其

平均首次通过区域 Ω 的概率满足方程−(−∆)
µ
2 p(x) = −1, x ∈ Ω,

p(x) = 0, x ∈ Rd \ Ω;
(3.17)

从 Ω 中逃逸到 E ⊂ Rd \ Ω 的概率满足方程−(−∆)
µ
2 p(x) = 0, x ∈ Ω,

p(x) = g(x), x ∈ Rd \ Ω,
(3.18)

其中对于 x ∈ E, 有 g(x) = 1, 而对于 x ∈ (Rd \Ω) \E, 有 g(x) = 0. 对于方程 (3.17)和 (3.18), 它们的

右端项不连续,类似于 (3.10)给出的正则性结果,这时它们的正则性很有限.可以采用双线性型 (3.11)

给出方程的弱形式, 应用 Lax-Milgram 定理便可以证得方程的适定性, 基于弱形式可以给出方程的有

限元格式 (参见文献 [65]).

方程中出现了算子 −(−∆)
µ
2 (具体定义参见 (2.18), 也称为积分定义的分数阶 Laplace 算子), 通

常其解的正则性比较低, 这在一定程度上限制了高效计算方法的使用. 同时, 通过内估计, 常常可证得

方程的解在区域内部有很好的正则性, 因此一种途径是采用基于物理过程的随机算法计算边界层, 在

内部区域采用高阶格式.

另一种数学上经常讨论的分数阶 Laplace 算子是基于 Laplace 算子的谱定义的, 这时方程的解通

常会有好的正则性. 谱定义和积分定义的分数阶 Laplace 算子对应不同的物理过程, 若应用第 2.5 小

节时变的建模方式, 则积分定义的分数阶 Laplace 算子对应于对 Brown 运动作时变的过程, 而谱定义

的分数阶 Laplace 算子对应于在 Brown 运动首次离开 Ω 区域被 “消灭” 后作时变 (参见文献 [38]).

4 非静止介质中的反常与非遍历多尺度动力学

在静止介质中的反常与非遍历多尺度动力学的研究框架已经建立, 其中包括模型、分析、算法和

应用. 目前, 这一领域还有许多重要的有待攻克的难题,各种新观测到的现象也正在不断涌现. 更多的

粒子动力学发生在非静止介质中, 尤其在生命科学和宇宙学中, 在我们的日常生活中也同样普遍. 流

体是最具代表性的非静止介质. Navier-Stokes 方程、Boltzmann 方程和 Euler 方程等是其中的主要宏

观方程, 还有一些微观的动理学方程. 下面列举几个具体的问题.

细胞、细菌和微生物对外界化学物质浓度的变化常常会产生一种趋向性运动. 细胞、细菌和微生

物向着化学物质浓度高的地方运动被称为正趋化 (吸引型),向着化学物质浓度低的地方运动被称为负

趋化 (排斥型). 相应的正趋化中的化学物质称为化学引诱物,而负趋化中的化学物质称为化学排斥物.

在农业领域, 可利用趋化性防治害虫; 在生物学中, 可利用生物寻找食物和远离有害化学物质. 在数学

上描述生物趋化性的模型有很多, 其中最典型的是由 Keller 和 Segel [30] 提出的趋化模型. 该模型描述

的生物过程是指黏菌菌落受外界化学物质的影响而产生的聚集现象,在流体中其所对应的反常与非遍

1062



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 8 期

历环境下的方程的具体形式为

∂n

∂t
+ U · ∇n = −(−∆)

α+1
2 n−∇ · (nχ(c))∇αc, x ∈ Ω,

∂c

∂t
+ U · ∇c = −(−∆)βn− nf(c), x ∈ Ω,

∂U

∂t
= ∆U + (U · ∇)U +∇p+ n∇ϕ, x ∈ Ω,

(4.1)

其中, n表示细胞密度, c表示氧气浓度, U 表示流体速度, p表示压强,它们是 4个未知函数; ϕ表示重

力势能, χ(c)表示趋化敏感系数, f(c)表示氧气的耗散速率,它们是 3个已知函数, α ∈ (0, 1), β ∈ (1, 2).

在方程 (4.1) 中, 速度场满足 Navier-Stokes 方程. 有时速度场也可以由随机过程刻画, 这时便有
∂n

∂t
+ U · ∇n = −(−∆)

α+1
2 n−∇ · (nχ(c))∇αc, x ∈ Ω,

∂c

∂t
+ U · ∇c = −(−∆)βn− nf(c), x ∈ Ω,

(4.2)

其中 U 是一个给定的随机过程.

一种全新的甚至似乎有违经典结论 (中心极限定理) 的动力学现象在自然界中被观测到, 包括脂

质管上扩散的微珠, 网络中胶体和聚合物或活性悬浮液中的示踪剂运动, 在生物细胞中异质群体中个

体的运动, 如线虫. 这些在软物质、生物和其他复杂系统中出现的动力学现象具有线性增长的均方位

移, 但是它的位移的概率密度函数是指数形式的 (非 Gauss 形状). 由于这类动力学现象保留了 Brown

运动的第一条特性 (线性增长的均方位移), 同时丢失了 Brown 运动的第二条特性 (Gauss 的概率密

度函数), 人们称之为 Brown 非 Gauss 现象, 也称之为聚合物扩散现象 (参见文献 [42]). 聚合/解聚过

程在生物系统中非常重要, 如肌肉肌动蛋白和细菌鞭毛蛋白等. 假定系统为化学状态, 单体的化学势

保持固定, 在已有的 Rouse 模型、Zimm 模型和蠕动模型的基础上结合生灭过程, 可得在流体中的聚

合/解聚动力学耦合格点系统
∂cm
∂t

= U · ∇cm + Lmcm +
D

m+mmin
∆cm + f(cm), x ∈ Ω,

∂U

∂t
= ∆U + (U · ∇)U +∇p+ n∇ϕ, x ∈ Ω.

(4.3)

若速度场由随机过程刻画, 则

∂cm
∂t

= U · ∇cm + Lmcm +
D

m+mmin
∆cm + f(cm), x ∈ Ω, (4.4)

其中 U 是一个给定的随机过程; Lmcm = µcm−1+λ(m)cm+1− (µ+λ(m))cm (m = 1, 2, . . . , f(cm))是反

应项,这里 µ和 λ(m)是正常数. 事实上,这里算子 Lm及 µ和 λm来源于生灭过程 N(t) ∈ {0, 1, 2, . . .},
其转移概率为

P(N(s+ τ) = j | N(s) = i) =


λ(i)τ, j = i+ 1,

µτ, j = i− 1,

1− λ(i)τ − µτ, j = i.

若反常与非遍历动力学由微观模型 (随机过程) Y (t) 描述, 则在速度场 V (X, t) 作用下的微观模

型为

dX(t) = V (X, t)dt+ dY (t), (4.5)
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其中 V (X, t) 可以是给定的随机过程, 也可以是相应的确定性流体方程的解.

方程 (4.1)–(4.5) 给出了几个具体的在速度场作用下的反常与非遍历动力学模型. 类似地, 可以给

出更多在流体中的反常与非遍历动力学模型,如描述粒子轨迹泛函分布的 Feynman-Kac方程等 (参见

文献 [17]).

5 展望

反常与非遍历现象在自然界中无处不在, 在复杂性科学中更加普遍, 对其潜在机理的研究会促进

数学学科的发展,会揭示/解释自然规律.我们期望其在化学尤其是生命化学科学中散发出更加灿烂的

光芒. 随机分析、概率论、微分方程和科学计算等无疑对不同尺度反常与非遍历现象开展研究工作提

供了重要手段和建模方式. 除了需要开展非静止介质中的反常与非遍历多尺度动力学研究外, 跨尺度

的反常与非遍历多尺度动力学也是重要的研究课题; 在小尺度上可作精细研究, 但其巨大的计算量需

求常常使其变得不可行. 而在大尺度上开展研究常常更加经济高效, 但同时也存在很多问题, 例如, 在

部分区域失效, 大尺度模型缺乏信息或数据, 因此此时同时需要小尺度模型, 至少在局部范围内 (参见

文献 [29]). 另外, 无论是促进数学理论的发展还是更多实际应用的需要, 流形上的反常与非遍历动力

学也是值得研究的课题. 对各种不同尺度上的微观和宏观模型、跨尺度模型, 需要开展传统方法与基

于神经网络和机器学习融合的算法研究, 助力这些模型在自然科学和工程实际中的应用.
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63 Xu P B, Deng W H. Lévy walk with multiple internal states. J Stat Phys, 2018, 173: 1598–1613

64 Xu P B, Deng W H. Fractional compound Poisson processes with multiple internal states. Math Model Nat Phenom,

2018, 13: 1–12

65 Zhang Z J, Deng W H, Karniadakis G E. A Riesz basis Galerkin method for the tempered fractional Laplacian. SIAM

J Numer Anal, 2018, 56: 3010–3039

66 Zhou T, Trajanovski P, Xu P B, et al. Generalized diffusion and random search processes. J Stat Mech Theory Exp,

2022, 2022: 093201
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Anomalous and nonergodic multiscale modeling, analyses and
algorithms

Weihua Deng

Abstract Anomalous and nonergodic phenomena are ubiquitous in nature. With the development of experi-
mental technology, various new experimental phenomena are still emerging. To explain the phenomena/reveal
the mechanism, we establish the microscopic models (i.e., random processes) and conduct the stochastic analysis
and statistical analysis on the microscopic model. At the same time, we derive the macroscopic equation that the
probability distribution of some macroscopic statistical observables (such as the particle position, functional of
the particle’s trajectory, escape probability, and first passage time) satisfies, and then study the regularity of the
solution of the equations and the numerical computational method of the equations. Anomalous and nonergodic
multiscale dynamics in non-static media will be a research topic with important theoretical values and applica-
tion prospects in natural science. Anomalous and nonergodic dynamics on manifolds are also worth studying.
Cross-scale anomalous and nonergodic dynamics in all cases are important research topics too.
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