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摘要 格点量子色动力学(Lattice Quantum Chromodynamics, QCD)作为目前已知的最系统地研究非微扰强相互

作用的方法, 在高能物理和核物理前沿起着不可或缺的作用. 随着格点计算精度的提高和研究方法的突破, 格

点QCD的研究前沿大为拓展,一些新的交叉领域开始出现. 其中一个重要的领域是原子光谱学.随着原子光谱学

观测量精度的不断提高,核子结构相关的强相互作用效应需要被考虑,其中双光子交换导致的修正尤为重要,并

且在近期受到理论和实验学界的广泛关注. 本文简要介绍了格点QCD的方法和原子光谱学中的两个重要观测量:

兰姆位移和超精细劈裂,以及双光子交换对它们产生的修正,进而展示格点QCD理论方法在这一领域的最新进展

以及将来可能产生的重要影响.
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1 引言

近一个世纪以来,有关原子光谱的认识对物理学

的发展起到了至关重要的作用. 从巴尔末经验公式,到

精细结构,再到兰姆位移和超精细劈裂,人们先后经历

了以玻尔模型为代表的早期量子论,薛定谔和海森堡

的非相对论量子力学,狄拉克的相对论性量子力学,以

及最早的量子场论-量子电动力学(Quantum Electrody-

namics, QED).理论与实验的共同进步,使得原子光谱

学中的诸多物理量的实验测量与理论预言达到了惊人

的匹配度.

在实验与理论的互相促进过程中, 现代原子光

谱学与量子场论产生了紧密的联系. 量子场论建立

在20世纪物理学的两个伟大成就——量子力学和狭义

相对论基础上. 量子力学的海森堡不确定性原理告诉

我们, 能量可以在短时间内大幅涨落; 狭义相对论告

诉我们, 能量和质量可以互相转化. 在能量守恒允许

的情况下,当大幅能量转变为质量,就会从真空中诞生

新粒子. 如果在满足不确定性原理给出的最短时间内

把能量还回去,这时新产生的粒子会迅速湮灭掉,就不

会有破坏能量守恒的事情被观测到. 粒子不断地产生

和湮灭,这样一个过程,被称为量子涨落,它会在许多
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物理观测量中留下蛛丝马迹. 量子涨落对原子光谱造

成的影响,大部分源于电磁相互作用,可以通过量子电

动力学来解释. 但当原子光谱的实验测量超过一定精

度后,原子核的结构信息就需要被考虑.从物理图像上

来说, 原子中电子的运动由波函数来描述, 而波函数

在原子核有限尺寸处的取值非零,意味着电子有穿过

原子核的可能,因此导致了原子核的动力学对电子波

函数的修正. 原子核是由质子、中子组成的束缚体系,

具有复杂的内部结构,其底层机制由描述夸克、胶子

强相互作用的量子色动力学(Quantum Chromodynam-

ics, QCD)给出.由于QCD具有高能区渐近自由、低能

区(GeV以下)强非微扰的性质,因此,研究低能区的物

理必须利用非微扰的量子场论方法. 格点量子色动力

学(格点QCD)是目前研究QCD非微扰性质的最系统有

效的理论手段.

在原子光谱学的研究中, 有一类奇特的原子, 其

原子核外的部分电子被缪子所取代. 早在1947年, 我

国物理学家张文裕先生就用实验证明了缪子可以被

原子俘获形成缪子原子. 由于缪子质量大约是电子

质量的200倍, 缪氢原子的玻尔半径约是普通氢原子

的1/200, 因此缪氢原子会对其原子核的结构, 也就是

对质子的结构更加敏感. 事实上, 目前最为精确的质

子电荷半径值就是从缪氢原子光谱中提取的 [1, 2], 这

对于精确确定原子光谱学的基本常数——里德堡常

数(Rydberg Constant) R具有重要的意义. 里德堡常数

直接决定了氢原子能级的基本结构En = R/n2 (n为主

量子数,这也是人们熟知的玻尔模型的解). 这一常数

在2018年由科学技术数据委员会(Committee on Data

for Science and Technology, CODATA)给出的推荐值精

度已经超过了12位有效数字 [3],是物理学中最精确测

定的常数之一.真实的氢原子能级还需要考虑各种复

杂的修正, 由于人们对质子复杂的结构了解并不充

分, 很长一段时间里德堡常数的误差是被氢原子的

原子核(也就是质子)的电荷半径所主导. 一方面, 质

子电荷半径作为一个典型的非微扰物理量,是可以由

格点QCD来计算的. 另一方面, 在可预见的未来, 最

精确的质子电荷半径值依然将由缪氢原子实验给出,

其中最大的理论误差来源于双光子交换(Two-Photon

Exchange, TPE)修正 [4](其费曼图如图1所示), 因此也

可以另辟蹊径,利用格点QCD改善双光子交换的理论

计算, 从而获得更精确的质子电荷半径测量值. 此外,

图图图 1 (网络版彩图)双光子交换费曼图
Figure 1 (Color online) Feynman diagram for the TPE.

中性氢原子1S态的超精细劈裂导致了著名的21 cm线.

由于星际介质中的氢原子含量巨大,这一谱线提供了

天然的观测宇宙的手段,在天文学和宇宙学中有重要

的作用. 1952年,奥尔特等人(J. Oort)正是利用21 cm谱

线首次证实了银河系的旋臂结构,极大地推动了射电

天文学的发展.实验上对21 cm线的测量精度早在20世

纪70年代就已经达到了12位有效数字 [5], 而理论预言

至今依然落后了6个数量级,且也是由双光子交换修正

主导误差 [6]. 由于这部分贡献误差很大,对其进行有效

改进将大幅提高理论预言的精度,则理论和实验可以

更好地进行对比.

双光子交换修正与质子复杂的结构,尤其是低能

下的非弹性结构(如质子电磁极化率等)相关, 但过往

计算这一修正的方法难以被持续改进. 格点QCD可

以为其提供来自第一性原理的计算,进而为高精度的

原子光谱学和以夸克、胶子为基本自由度的高能物

理学构建跨学科的桥梁. 本文首先对格点QCD方法进

行简单的介绍, 之后对兰姆位移和超精细劈裂, 以及

双光子交换效应所产生的修正进行介绍,最后展示格

点QCD计算这一物理量的进展,并简要讨论未来可能

的改进和产生的影响.

2 格点QCD方法简介

如前所述, QCD是描述夸克、胶子之间强相互作

用的基本理论,其拉氏量可以写为

L = −G2/4g +
∑

q

ψ̄q(D + mq)ψq, (1)

其中ψq是夸克场, 包括了多种不同的味(Flavor) q =

{u, d, s, · · · }且具有不同的质量mq = {mu,md,ms, · · · },
D包含了夸克、胶子之间的相互作用, 而G2描述了

胶子之间复杂且非线性的自相互作用, 它们的强度

都由耦合常数g来决定. 当夸克质量和耦合常数这些

参数给定以后, 人们可以基于QCD来预言与强相互
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作用相关的物理. 事实上, 当我们考虑的物理过程具

有非常大的能标时, 如各种强子对撞机上的物理(上

百GeV至TeV级别), 耦合常数g将非常小, 从而微扰论

适用. 然而对低能标下的物理(1个GeV或更低), 耦合

常数将变得很大,以至于破坏微扰展开的收敛性,此时

必须使用非微扰的方法来进行研究.原子核相关的物

理其能标一般远小于1个GeV,我们需要的正是一种基

于QCD的非微扰的方法.

格点QCD是目前最系统研究非微扰QCD的方法,

由诺贝尔奖得主威尔逊(K. G. Wilson) [7]在20世纪70年

代提出.其基本思想是将QCD的基本自由度定义在离

散的四维欧氏时空格子上,利用路径积分量子化的表

述进行蒙特卡罗(Monte Carlo)数值模拟. 格点QCD在

形式上非常类似于统计物理模型,即对于我们感兴趣

的物理量O,它的期望值⟨O⟩可以表示为

⟨O⟩ =
∫

Dϕ O[ϕ]P[ϕ],

P[ϕ] =
1
Z

exp(−S [ϕ]), Z =
∫

Dϕ exp(−S [ϕ]),
(2)

其中ϕ是对所有场变量的简记, P[ϕ]是这些场变量应当

满足的分布, S [ϕ]和Z是相应的有效作用量和配分函

数. 因此,一个典型的格点QCD计算过程将分为两步：

(1)利用重点抽样和蒙特卡罗算法产生正确分布

的规范场组态;

(2) 从正确分布的组态中取样, 对感兴趣的物理

量O[ϕ]进行测量.

由于定义在离散的时空格子上,因此格点QCD模

拟的系统具有有限大的尺寸L和非零的格距a. 一方面,

由于量子系统中存在粒子的产生和湮灭,而产生、湮

灭的最轻的强子为π介子, 因此尺寸L需要远大于π的

康普顿波长1/mπ,其中mπ为π介子质量. 另一方面,如

果我们要模拟一个包含重夸克的系统,比如约1 GeV的

粲夸克, 那么就需要格距a足够小, 使得amc是一个小

量, 其中mc为粲夸克质量. 由此格点模拟的典型尺寸

将达到L/a ∼ 64甚至更高. 以四维离散时空尺寸644来

估计,再考虑自旋和色空间自由度,路径积分相当于进

行一个亿维的数值积分,这样高维的计算必须依托于

超级计算机来实现. 近些年,随着硬件资源的发展和算

法的改进,数值模拟的规模越来越大,各种参数也已经

接近真实的物理世界,并且产生了一大批可以与实验

进行对比的计算结果.

3 原子光谱与双光子交换

3.1 兰姆位移

1947年, 兰姆(W. Lamb)等人 [8]发现, 原本在狄拉

克相对论性量子力学下简并的氢原子2S1/2和2P1/2能

级在实验上并不简并,存在一个约1047 MHz的能级差,

这一极不平凡的结果后来成为了奠定量子电动力学巨

大成功的基石之一.该能级差也被命名为兰姆位移,而

兰姆本人因此获得1955年的诺贝尔物理学奖. 至今,兰

姆位移已经被测量到了百万分之一的精度 [9],而质子

电荷半径对兰姆位移的修正在万分之一的量级,因此

通过测量兰姆位移,可以反过来得到质子电荷半径的

值,精度约在O(1%).

2010年, 保罗谢尔研究所(PSI)的CREMA合作

组 [1]首次通过测量缪氢原子的兰姆位移获取了质

子的电荷半径值.由于缪氢原子对质子的结构更加敏

感, 这一实验测得的质子电荷半径比过往精确了10

倍以上, 但意外地与当时基于电子的测量的世界

平均值(包括氢原子光谱以及质子电子散射)有着超

过5σ的偏差 [10],这便是著名的质子大小之谜.考虑到

里德堡常数与质子电荷半径高度相关,这事实上还意

味着里德堡常数也将发生超过5σ的偏移. 2013年,

CREMA合作组 [2]进一步的实验验证了这一事实.

图2展示了近年来质子电荷半径的实验结果 [1, 2, 9, 11–16],

以及CODATA在2010和2018年的推荐值 [3, 10]. 近年来

数个基于电子的高精度实验重新给出了与缪氢原子结

果符合的结果 [9, 11–13],意味着这一谜题也许只是来源

于对实验误差的低估. 目前最新的实验结果依然存在

着分歧,预示着这一谜题尚未得到彻底的解决.

2013年的缪氢原子兰姆位移实验是迄今为止对

质子电荷半径的最精确测量,它使用了如下公式(单位

为µeV和fm) [2, 4]:

∆E2S-2P = ∆Estructure indep. + ∆Eproton size + ∆ETPE

= 206033.6(1.5) − 5227.5(1.0)⟨r2
p⟩ + 33.2(2.0),

(3)

其中,第一项质子结构无关的部分包括了来自QED以

及弱相互作用等的修正,第二项是质子有限尺寸的修

正,因此正比于质子电荷半径平方⟨r2
p⟩,第三项则是双

光子交换修正, 其对于氢原子兰姆位移的贡献是可以
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图图图 2 (网络版彩图)近年来质子电荷半径的实验结果
Figure 2 (Color online) Experimental results of the proton charge ra-
dius in recent years.

忽略的, 然而在缪氢原子中被放大而需要考虑, 并

且误差是整个理论公式里最大的. 实验测量值

为202370.6(2.3) µeV, 由此得到质子电荷半径的测量

值为
√
⟨r2

p⟩ = 0.84087(39) fm.

2022年的综述文章 [17]指出,结构无关部分的计算

已经被改进为206034.7(0.3) µeV, 误差缩小到了原先

的1/5, 并且CREMA合作组计划将实验精度提高5倍,

由此双光子交换将成为最大的不确定度来源. 过往计

算双光子交换的方法多利用色散关系,如图3所示,这

一方法的成立需要如下三步.

(1)利用柯西围道积分公式以及振幅的解析性,由

奇点和割线附近的信息重构振幅;

(2)光学定理使得奇点和割线附近的信息可以从

散射实验的数据(形状因子、结构函数等)来获得;

(3)无穷围道积分(大动量,紫外)没有贡献,否则色

散关系需要作减除来压低紫外贡献.

不幸的是,对于这里的双光子交换计算,色散关系

是需要一次减除的. 这导致计算中将遇到一个有动量

依赖的减除函数(Subtraction Function), 并且该函数难

以从实验上获得输入,理论上计算也依赖于唯象模型

假设,因此导致了很大的不确定度.近年来对兰姆位移

中双光子交换贡献的计算结果 [18–23]展示在图4, 可以

看到这些结果相对比较符合,但由于误差的范围很大,

依然是分布在20–50 µeV的一个广泛的区间.

3.2 超精细劈裂

氢原子的超精细劈裂(Hyperfine Splitting, HFS)是

由原子核与绕核电子的磁矩之间相互作用导致的修

正. 前已述及,对氢原子1S态的超精细劈裂(也即21 cm

线)的测量早在20世纪70年代就已经达到了惊人的精

度,具有12位有效数字 [5]:

ν
exp
1S-HFS = 1420405.751768(1) kHz. (4)

q

q

图图图 3 色散关系的柯西围道积分

Figure 3 Cauchy contour integral in dispersion relation.

0 10 20 30 40 50

∆ETPE (μeV)

图图图 4 近年来对兰姆位移中双光子交换贡献的计算结果

Figure 4 Results of TPE contribution to Lamb shift in recent years.
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理论上计算这一物理量, 误差则落后了6个数量

级 [6, 17, 24]:

ν1S-HFS =
(
1 + ∆structure indep. + ∆TPE

)
× EFermi(1S)

=
(
1 + 1136.861(2) × 10−6 − 32.2(6) × 10−6

)
× 1418840.08 kHz

= 1420407(1) kHz, (5)

其中EFermi(1S)为费米能级. 式(5)同样考虑了质子结构

无关的修正以及双光子交换效应.可以看到,这里依然

是双光子交换主导了最终的理论误差.

除了自然界中天然存在的氢原子,人们也在尝试

测量对质子结构更加敏感的缪氢原子超精细劈裂. 至

今已经有三个实验合作组(CREMA [25], FAMU [26, 27],

J-PARC/RIKEN [28])在开展相关实验,计划实验精度达

到O(10−6)的相对误差,并提取双光子交换等质子结构

信息.对比实验的目标精度,理论上对缪氢原子HFS的

计算落后了两个数量级,并且误差也是由双光子交换

主导 [6].

计算这一修正的传统方法依然是使用色散关系.

与兰姆位移的情况不同的是, 这里有很强的理由认

为色散关系不需要作减除 [29]1),但是色散关系仍需要

实验提供小动量转移下自旋相关的结构函数, 这部

分数据的测量相对困难并且具有很大的误差. 图5展

示了对氢原子HFS双光子交换计算的结果 [24, 35, 36],

可以看到它们的结果有着相近的不确定度. 在杰斐

逊实验室(JLab)进行的g2p实验也许有望改善这一现

状 [37].

-38 -36 -34 -32 -30

∆HFS (ppm)

图图图 5 近年对超精细劈裂中双光子交换贡献的计算结果

Figure 5 Results of TPE contribution to HFS in recent years.

3.3 双光子交换

这里对双光子交换的引入和计算做更为详细的

介绍. 对原子光谱的计算通常在束缚态量子电动力

学(Bound-State QED, BSQED)下进行 [38–40]. 在这一框

架内,质子被处理为点粒子,并加上一些简单的电荷与

磁矩分布. 由于束缚能提供了天然的红外截断, 因此

在BSQED的计算中并不会出现红外发散.然而质子具

有更加复杂的结构, 尤其是非弹性的结构. 从图像上

来说, 由于量子涨落的存在, 质子并不总是保持为质

子, 而是可以变成任何满足量子数要求的激发态, 比

如质子加上π介子, 或是∆共振态等. 这种复杂的效应

在BSQED的框架下是缺失的.

双光子交换的贡献则包括了所需的这种非弹性

结构效应,图中蓝色椭圆部分表示质子可能的各种中

间激发态. 然而对于这一圈图的贡献,轻子(电子或缪

子)部分并不束缚,因此导致了红外发散.由于质子有

限尺寸的领头阶修正正比于电荷半径⟨r2
p⟩,它是自旋无

关的,因此完全进入到兰姆位移的修正里,但却不会进

入到超精细劈裂中. 有限尺寸的次领头阶修正则正是

双光子交换.对于兰姆位移中的双光子交换,对红外发

散的处理是减除掉点粒子的贡献和Zemach moment中

的电荷半径项,它们都是解析已知的 [18]. 这样同时也

防止和BSQED的结果存在重复(Double-Counting). 对

于超精细劈裂的双光子交换,情况则稍微简单一点,我

们只需要减除掉点粒子的贡献 [41].

4 格点QCD计算

4.1 红外发散与无穷体积重构

使用格点QCD来计算双光子交换的修正无疑具

有重大的意义.一个简单的计算思路是,上述的双光子

交换费曼图可以分为上下两部分: 上半部分是轻子部

分,由轻子的传播子和轻子-光子的相互作用顶点构成,

它的表达式是解析已知的;下半部分是强子部分,对应

的强子函数可以由格点QCD来提供输入. 只要将这两

部分结合起来,就得到了这一费曼图所对应的贡献. 也

1)首先Regge唯象理论支持振幅在趋于无穷围道时可以足够快速地趋于0 [30],其次未减除的色散关系要求GDH求和规则的成立 [31–33],这一求和

规则极不平凡,它要求质子的弹性结构和非弹性结构之间满足一个等式,而这得到了实验方面的支持 [34].

100005-5



傅杨等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2023年 第 53卷 第 10期

就是说,我们有如下形式的表达式:

∆E =
∫

d4q
(2π)4 ω(q)H(q) =

∫
d4x ω(x)H(x), (6)

其中∆E是要计算的修正, ω(q)或ω(x)是对轻子部分的

简记, H(q)或H(x)则对应需要在格点上计算的强子函

数. 这里做了傅里叶变换将公式从动量p空间转换到

坐标x空间,因为格点上产生的强子函数一般是直接定

义在坐标空间里的. 由于轻子部分在这里的作用十分

类似于一个权重因子,因此后面将统一称其为权重函

数.

这一简单的思路并没有处理前述的红外发散,因

此在实际的格点QCD计算中,会遇到巨大的问题.一个

经过蒙特卡罗随机算法计算出来的结果,减去一个解

析已知的结果,由于两者随着红外截断的减小而发散,

那么即使中心值可以做到大数相消,统计误差也依然

会被红外截断放大,最终掩盖掉所有的信号,无法给出

有意义的结果.这要求我们必须保证红外发散能够自

动相消. 式(6)的红外发散实际上相当复杂, 一方面由

于轻子部分非常奇异,因此权重函数ω(x)本身可能就

是发散的(具体而言,对于兰姆位移的TPE修正它是发

散的, 对于HFS的TPE修正则不是). 另一方面, 公式中

对整个四维时空的积分是发散的,这一点我们将在下

面解释.

对TPE计算中红外发散的处理可以在无穷体积重

构(Infinite-Volume Reconstruction, IVR)方法 [42]下完成,

该方法利用了格点上计算的强子函数在长程时由基态

主导的性质,对应这里也就是由单质子态主导. 由于电

荷半径和点粒子的贡献都是来自单质子态的性质,因

此处理红外相消的思路就自然是将要减除掉的点粒子

和电荷半径贡献用格点上计算的强子函数来重构,通

过找到合适的表达式,将要减除的项也表达为解析已

知的权重函数与强子函数相结合,从而在权重函数上

直接完成减除,保证红外发散的自动相消. IVR方法一

方面提供了完成上述重构的途径,另一方面还提供了

一种能够自然分离红外发散的手段,正是这一手段使

得我们能够处理四维时空的积分发散.

在IVR方法下, 我们可以引入一个时间参量ts, 把

对时间的积分分为|t| < ts和|t| ≥ ts两部分. 如图6所示,

对于|t| < ts的部分依然使用对应的格点数据作为输入

来计算,而对于|t| ≥ ts的部分,如果长程基态主导成立,

则可以完全由t = ts的数据重构. 因此

∆E = ∆E(|t| < ts) + ∆E(|t| ≥ ts)

=

∫
|t|<ts

d4x ω(x)H(x) +
∫

d3x L(x, ts)H(x, ts). (7)

这里L(x, ts)是一个定义在t = ts上且可以由ω(x)导出

的权重函数. 由此ts在这里实际扮演了两个角色: 一

是ts需要足够大,以保证基态主导的成立;二是作为红

外截断,将四维时空积分分离成两部分. 我们发现,对

于TPE的计算来说, 即使ω(x)有限, 导出的L(x, ts)也是

红外发散的. 幸运的是, |t| ≥ ts的区域本身就假定了基

态主导成立, 因此只存在单质子态的贡献. 以兰姆位

移TPE的计算为例, 可以利用电荷守恒条件和电荷半

径的计算公式:

1 =
∫

d3x Lpt(x, ts)H(x, ts),

⟨r2
p⟩ =

∫
d3x Lrad(x, ts)H(x, ts),

(8)

消去L(x, ts)中的红外发散.这里, Lpt和Lrad是两个已知

的权重函数 [43, 44].

4.2 有限体积与优化减除方案

当处理完红外发散之后,原则上我们就可以使用

格点QCD模拟得到的强子函数作为输入, 来计算TPE

的修正. 然而格点QCD是在有限体积内进行的模拟,

因此如果权重函数随着距离变大而迅速变大,那么我

们将遇到很强的有限体积效应.强子函数的信噪比会

随着距离的增大而指数衰减,具体的渐进行为是 [45, 46]

H(x)/δH(x) ∼ exp
[
−

(
Mp −

3
2

mπ

)
|x|

]
, (9)

|x|

Hadronic function

图图图 6 IVR方法的示意图
Figure 6 Schematic for the IVR method.
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其中Mp和mπ分别是质子和π介子的质量,这也意味着

即使有能力在足够大的格点体积下进行计算,也无法

避免长程贡献统计误差的迅速增大.

为了解决这一问题,我们提出了优化的减除方案.

这一方案的思路并不复杂,假设我们要计算的物理量

是A,直接计算它会导致较大的系统误差,而如果能找

到一个已知的量B,使得计算A − B的系统误差很小,那

么只需要计算A − B,再将这个已知的量B加回来即可.

以兰姆位移TPE的计算为例, 我们已知的性质正是前

面提到的电荷守恒和电荷半径. 由此可以定义约化的

权重函数:

L(r)(x, ts) = L(x, ts) − c0Lpt(x, ts) − crLrad(x, ts). (10)

利用这一约化的权重函数计算∆E(r)之后,再将减除的

部分加回来:

∆E = ∆E(r) + c0 + cr⟨r2
p⟩. (11)

这一过程中, c0和cr的选取原则上可以是任意的. 我们

使用一个模型估计了当权重函数和强子函数结合在一

起的结果.如图7上半部分所示,黑线表示的是优化减

除之前的结果,可以看到主要的贡献来自于1–3 fm,并

且积分收敛需要|x|达到5 fm左右, 意味着格点模拟的

尺寸需要10 fm. 尽管这个尺寸下的模拟不是不可能完

成,然而信噪比的衰减无法避免. 考虑到模型估计的结

果,我们选取c0和cr的值,使得L(r)在1–3 fm的区间内最

小化. 红线表示的是优化后的结果,不仅绝大部分的贡

献被提取了出去,积分收敛也只需要|x|达到2.5 fm,即

格点模拟的尺寸只需要5 fm, 这是当今格点QCD模拟

能达到的典型尺寸.图7下半部分则是使用格点数据计

算的结果随着积分范围R变化的行为,它与模型预估的

行为基本一致,并且我们发现约化前后的统计误差有

约6倍的改善.

4.3 四点关联函数的产生

格点QCD计算强子函数需要产生相应的关联函

数, 这里需要的强子函数是⟨p| jµ(x) jν(0)|p⟩, 其中|p⟩代
表质子态, j(x)是电磁流, 因此需要产生初末态为质

子, 中间插入两个电磁流的四点关联函数. 过往的格

点QCD计算多基于两点和三点关联函数. 由于计算最

终需要对全空间求和,四点关联函数相比三点函数将

多一次L3的求和,对计算量的提升大约在104–105级别,

这无法只通过计算资源的增长解决.

这一难点在普适的稀疏场方法下解决 [47, 48]. 通

过测试发现,格点计算的数据在不同坐标点之间存在

强关联,因此将对全空间的求和替换为对随机点求和,

不仅不会改变期望值, 其精度下降也是可以忽略的.

具体来说,对于点源(Point-Source)传播子,将求和数量

减少为原先的∼ 1/100, 误差只会上升15%; 对于涂摩

源(Smeared-Source)传播子,由于涂摩的操作实际上增

大了点与点之间的关联,在同样误差的上升幅度下,求

和数量甚至可以减少为∼ 1/1000. 在求和数量如此大

幅度减少的情况下,四点关联函数计算量的提升就变

得可以接受.

四点关联函数计算的另一个难点在于夸克收缩图

的种类更多. 如图8所示,对于兰姆位移和超精细劈裂

的TPE计算,两者所需要的夸克连通图就多达10种. 我

们对此做了两方面改进;一是我们发现两个流在两条
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图图图 7 (网络版彩图)上: 模型估计权重函数与强子部分结合
的结果;下: 格点计算的数值结果随积分范围R的行为.图引
自文献[44]
Figure 7 (Color online) Upper: results of combining the weight func-
tion and the hadronic function estimated by model; bottom: the behav-
ior of the numerical results from lattice calculation with the integration
range R. Figure cited from ref. [44].
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图图图 8 (网络版彩图) TPE计算中10种类型的夸克连通图
和3种类型的夸克非连通图(×符号代表两个电磁流的位置).
其中前两行为夸克连通图, 第三行为非连通图. 我们计算
了第一个也是最重要的非连通图, 后两个非连通图在严
格SU(3)对称性下贡献为0
Figure 8 (Color online) 10 types of quark-connected diagram and 3
types of quark-disconnected diagram in the calculation of TPE (× de-
notes the location of the two electromagnetic currents). The quark-
connected diagrams are in the first two lines and the quark-disconnected
ones are in the third line. We calculate the first quark-disconnected di-
agram which is the most important one and the other two vanish at the
limit of exact flavor SU(3) symmetry.

不同夸克线上的种类其贡献很小,而这一种图的计算

却相对复杂, 占据了大多数的计算时间, 因此将这种

图的统计量降低为完整统计量的1/4,这对于最终结果

的改变可以忽略, 但计算时长降低到了原先的30%左

右;二是在具体计算中,我们尽可能寻找不同种夸克连

通图之间存在的共同项,这些共同项只需要计算一次,

从而减少了重复计算.我们还对最终计算得到的10种

夸克连通图一一验证了电荷守恒的条件,确保了收缩

代码的正确. 此外, 以计算量大、信噪比差著称的夸

克非连通图也有3种,我们计算了其中最重要的非连通

图(没有被flavor SU(3)压低).

4.4 数值结果

目前,我们已经成功使用格点QCD在一个具有物

理π质量的组态下 [49]计算了兰姆位移的TPE修正, 这

一组态的具体信息在表1中给出,具体结果则如图9所

示, 其中上半部分是夸克连通图的贡献, 下半部分是

非连通图的贡献. 我们使用了多个不同的时间间隔组

合, 以保证计算所需的基态主导条件成立. 由于使用

了约化的减除方案,将减除掉的贡献补回来后,最终得

到 [44]

∆ETPE = −28.9(4.9) µeV + 93.72 µeV/fm2 · ⟨r2
p⟩. (12)

表表表 1 组态信息

Table 1 Ensemble information

mπ (MeV) L/a T/a a (fm) Nconf

142 24 64 0.1943(8) 131

∆
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图图图 9 (网络版彩图)对兰姆位移TPE修正的格点计算结果.图
引自文献[44]
Figure 9 (Color online) Results of lattice calculation of TPE correction
to Lamb shift. Figure cited from ref. [44].

一方面, 如果将这个结果代入式(3)中, 我们可以

得到
√
⟨r2

p⟩ = 0.84136(65) fm, 与缪氢原子实验原先

的结果0.84087(39) fm符合. 另一方面, 如果将缪氢原

子实验的电荷半径值代入, 我们可以得到∆ETPE =

37.4(4.9) µeV, 这与之前的各种理论计算结果相符合,

误差也处于同一水平.

而对于超精细劈裂的TPE修正, 初步的计算结果

表明,这一物理量受到格点有限格距误差(Lattice Arti-

facts)的影响相比兰姆位移的TPE要更加明显. 从对称

性上来理解,在兰姆位移TPE的计算中,零动量的强子

函数满足瓦德恒等式导致的电荷守恒,这一守恒性质

在格点上通常能够被很好地保持(如果使用格点修正

的守恒矢量流, 这一性质甚至能够被严格保持); 而对

于超精细劈裂的TPE计算, 由于它是自旋相关的物理

量,因此零动量下对应的物理量就不再只是电荷守恒,

还包括质子的反常磁矩,而这并不是一个守恒量. 具体

的数值计算目前仍在进行当中.
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4.5 展望

可以看到,格点QCD已经开始在原子光谱学的领

域内发挥巨大的作用. 随着计算资源的增加和新方法

的提出,格点QCD有望为缪氢原子兰姆位移的实验测

量提供最精确的TPE修正计算结果, 进而改善对质子

电荷半径大小的确定,这也意味着能够提高对原子光

谱学的基本常数——里德堡常数的测量精度.对氢原

子和缪氢原子超精细劈裂的计算目前仍在进行,尽管

暂时还难以达到实验对应的测量精度,但追上甚至超

过色散关系的计算精度是可以预期的.

原子光谱学中还存在大量强子相关的物理量,例

如, CREMA合作组还测量了缪氘 [50]、缪氦 [51]等的兰

姆位移,得到了这些原子核的电荷半径的高精度测量

值, 这些结果的误差依然是由双光子交换主导 [52, 53].

尽管格点QCD由于信噪比问题,对多核子问题的计算

会更加困难,但考虑到这些双光子交换可以被分解为

原子核相关以及内部核子(质子和中子)相关的部分,

前者可以在核物理的框架下利用有效势能来处理,而

后者则是单个核子的性质,且这一部分的误差占据了

主导,那么使用格点QCD改善对后者的计算,就变得尤

为重要.

5 总结

原子光谱学中兰姆位移的发现奠定了现代量子电

动力学, 21 cm谱线的探测也帮助射电天文学发现了银

河系的旋臂结构. 由于光谱学测量的高精度, 使得量

子色动力学的贡献在理论与实验的对比中变得举足轻

重. 本文对原子光谱学中的这些重要观测量进行了回

顾,强调了双光子交换效应的重要性,同时介绍了格点

量子色动力学方法和其对双光子交换的计算结果,并

以此为契机, 对未来可能的发展进行了展望. 可以预

见,在这一领域的工作将为高精度的原子光谱学和以

夸克、胶子为基本自由度的高能物理学构建跨学科的

桥梁,加深我们对丰富多彩的物质世界的理解.

致谢 谨以此文致敬北京大学物理学科建立110周年.
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Lattice quantum chromodynamics (lattice QCD) provides a well-established approach to studying strong nonperturbative
interactions. It plays an indispensable role in the frontiers of high-energy and nuclear physics. With the improvement in
the precision of lattice QCD calculations and the development of theoretical methods, the frontier of lattice QCD has been
greatly expanded, and some new interdisciplinary fields have emerged. An important field is atomic spectroscopy. With the
increasing accuracy of the observables in atomic spectroscopy, the hadronic effects related to the nucleon structure must be
considered, among which the two-photon exchange corrections are particularly important and have recently received much
theoretical and experimental attention. This paper briefly introduces the lattice QCD approach and two important observ-
ables in atomic spectroscopy: the Lamb shift and hyperfine splitting, as well as their two-photon exchange corrections. We
then report the recent progress of the lattice QCD study in this field and discuss the important impact it may have.

lattice quantum chromodynamics, Lamb shift, hyperfine splitting, muonic-hydrogen, two-photon exchange

PACS: 12.38.Gc, 32.30.-r, 32.10.Fn

doi: 10.1360/SSPMA-2022-0440

100005-11

https://doi.org/10.1038/s41586-021-03183-1
https://doi.org/10.1016/j.aop.2015.12.006
https://doi.org/10.1016/j.aop.2018.07.015
https://doi.org/10.1360/SSPMA-2022-0440

	格点量子色动力学与高精度原子光谱学
	引言
	格点QCD方法简介
	原子光谱与双光子交换
	兰姆位移
	超精细劈裂
	双光子交换

	格点QCD计算
	红外发散与无穷体积重构
	有限体积与优化减除方案
	四点关联函数的产生
	数值结果
	展望

	总结


