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摘要 本文是非线性期望理论进展的一个综述, 首先给出非线性期望空间的基本定义, 并通过非线性

期望的表示定理和几个典型的非线性独立同分布 (i.i.d.) 的例子来说明为什么这个新框架可以广泛地

用来分析和计算现实世界 (高维) 数据背后隐藏的概率和统计分布的不确定性; 进而介绍次线性期望

空间中两个最重要的统计分布—非线性正态分布和最大分布, 以及相应的非线性大数定律和中心极限

定理, 是新领域的基础性和关键性的突破, 其典型的应用就是对于现实的 (高维)样本数据的非常简单

而深刻的 φ-max-mean算法. 本文还介绍一个最重要的连续时间随机过程—非线性 Brown运动及相关

随机分析, 包括随机积分、随机微分方程和非线性鞅理论. 新的理论框架实质性地推广了 Kolmogorov

于 1933 年建立的、以概率测度为核心的概率论公理体系 (Ω,F , P ). 其关键不同的是, 其核心概念是

(非线性) 期望 Ê, 期望为线性的特殊情形对应着概率论公理体系. 正是这种非线性使人们能够对于现

实世界中无处不在的概率模型本身的不确定性也能进行定量的分析和计算.从而实质性地放宽了概率

统计理论中对于现实世界的随机数据的统计假设要求,本文也因而获得了实际样本数据的非线性分布

的 φ-max-mean 算法, 它是一种新的非线性 Monté-Carlo 算法.

关键词 非线性数学期望 非线性正态分布 非线性独立同分布 非线性大数定理和中心极限定理 非线性 Brown
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1 引言

这个综述也可作为非线性期望理论的一个导读, 很多详细的论述和证明可以参考作者放在 arXiv

上的讲义 [115].
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非线性期望理论发展非常迅速,这与当前对于很多风险的稳健的量化分析和计算的迫切需求密切

相关. 事实上, 随着互联网、计算机科学以及数据和信息技术的飞速发展,我们所面临的现实世界的动

态特性都明显地变得越来越强, 而系统各部分间的相互作用也越来越紧密和复杂, 经常要处理大量高

维的随机数据,并且其不确定性变得越来越大,从而可能产生的风险也变得越来越难以预料和控制.非

常需要一个新的更基础更深刻的理论和相应的稳健、可靠的分析和计算工具; 需要一个像非线性期望

这样的, 能够在概率模型本身还无法确定的情形下, 就可以对各种风险进行稳健的定量分析和计算的

数学理论.

自 20 世纪初以来, 概率理论获得了革命性的进展, 并在数理统计、随机控制、信息科学和经济学

等很多领域获得了深刻和令世人瞩目的重要应用.

事实上, 数学大师 Kolmogorov 在 1933 年引入的概率论公理体系 [75] 在基础理论研究和应用方面

都获得了巨大的成功, 堪称概率论王国中的 Euclid 公理体系. 而现在科学家和工程师在处理物理、化

学、生命科学、信息科学和工程等方面所涉及的不确定变量的分析和计算问题时, 首先想到的就是应

用概率统计或者随机分析的方法. 但是概率理论主要擅长处理那些其相应的概率模型能够通过数理统

计方法和数据分析予以确定的情形. 而我们所面对的现实世界中的大部分与人的活动密切相关的那些

数据却很难满足这类理想的条件1). 其根本原因是, 相应地, 由概率测度积分所导出的数学期望是线性

的. 从线性推进到非线性理论, 其跨度之大不亚于从 Euclid 几何到非 Euclid 几何.

其实早在 1921 年, 芝加哥经济学派的创始人 Frank Knight 就在他的名著《风险、不确定性和利

润》中明确指出, 在经济和管理领域中, 概率统计模型本身的不确定性是本质的, 不能消除掉的. 通

常称这种概率本身的不确定性为 Knight 不确定性 (或 Ambiguity). 事实上, 不仅在经济和金融领域,

现实世界中绝大多数的不确定量 (随机变量) 都具有程度不同的 Knight 不确定性. 如何分析和计算

Knight 不确定性下的金融和经济问题已经成为当前重要的关注点.

事实上, 能否利用非线性期望理论来分析和计算具有高度动态复杂特性的金融风险, 曾经是长期

悬而未决的问题. 此领域的一个特别重要的里程碑是 20 世纪 50 年代初, 法国科学院院士 Choquet 将

Lebesgue 积分的概念推广应用于非可加测度, 获得了一个很重要的非线性期望—Choquet期望 [19]. 但

是这种 Choquet 期望不具备动态相容性, 难以适用于我们的瞬息万变的现实世界. 因而在理论上也难

以获得可与 Kolmogorov 相当的非线性理论体系.

文献 [103] 发现, 通过引入一个典型的概率空间 (Ω,F , P ) (特别是 Wiener 空间) 上的倒向随机微

分方程 (BSDE), 可以构造出一大类动态相容的非线性期望. 这个发现为我们在其后 20 多年的研究中

建立一个非线性期望的理论体系提供了关键性的启示. 由于这种期望运算被倒向随机微分方程的生成

函数 g 所唯一地确定, 故称其为 g-期望 (小写的 g-期望), 而相应的动态风险度量则称为 g-风险度量

(参见文献 [24, 106, 125]). 当然, 这种非线性数学期望是定义在线性的 (无穷维的) Wiener 期望空间中

的, 故还不是 “内蕴” 的, 相当于在一个 Euclid 空间中来定义一个 Riemann 流形.

有趣的是, 长期以来, 经济学界也正在探索和寻找这样的数学工具, 以刻画消费者对于 Knight 不

确定性厌恶的效用函数. 著名的 Allais经济学实验 (1953)导致的悖论 (参见文献 [1])对作为现代经济

学的基石的 von Neumann-Morgenstern 期望效用最大化公理化体系提出了严重的挑战, 而 1961 年由

Ellsberg [36] 设计的系统而精致的经济学实验则直接指出, 实际上人们在做决策时会对 Knight 不确定

性有非常显著的厌恶 (aversion), 从而进一步揭示了以非线性来代替线性期望效用公理化体系的必要

性. 针对这个重要问题, 1989 年, Schmeidler [126] 提出了非线性的 Choquet 期望效用, 接着, Gilboa 和

1)在概率统计模型中, 通常假设样本数据满足或间接地满足独立同分布条件.
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Schmeidler [47] 又提出了基于最小期望效用的最大化原则. 但这些方法只能解决静态情形, 怎样解决现

实世界所面对的动态的、特别是连续时间的情形下的问题? 很巧的是, 经济学专家 Epstein 在访问山

东大学时, 与当时还在攻读博士学位的陈增敬合作发现, 用一种特殊的次线性的生成函数 g 构成的 g-

期望, 就可以很好地解决这个经济学领域中的基础性问题. 他们的研究结果发表在了著名经济学杂志

Econometrica 上 (参见文献 [16]), 并且在经济学界获得了重要影响, 引起了诸如像诺贝尔经济学奖获

得者 Hansen 和 Sargent 在内的一批国际知名经济学家的关注, 可参见文献 [2, 14,49,50] 等.

原则上讲, 这种 g- 期望的概念可以应用于处理所有的被一个参考概率 P 所控制的不确定概率集

合 {Pθ}θ∈Θ. 但是, 对于那些可能出现 P (A) = 0 但 Pθ(A) > 0 的情形, 即所谓奇异情形, g- 期望却无

能为力. 在很多领域, 这种奇异情形是非常普遍的, 一个著名的例子就是波动率不确定性. 在 g- 期望

提出多年之后, 我们终于领悟到了解决这个困难的关键 [104,108,109] 是, 需要跳出概率空间 (Ω,F , P )的
框架, 从头开始, 直接建立起非线性期望空间 (Ω,H, Ê) 的理论框架, 特别地, 通过倒向分析, 我们引入

了一种更一般的非线性期望—G- 期望 (大 G 期望).

最近, 在 G- 期望理论进展的直接推动下, 经济学界在这个方向也获得了非常重要的进展, 例如,

经济学专家 Epstein 和 Ji [37,38], 不仅高度评价 G- 期望理论, 且进一步基于此理论, 在波动率不确定

情形下,推导出了 Radner均衡下的资本资产定价公式. 一些重要的经济学家对于用 G-期望解决稳健

经济学中的其他的一些关键问题也抱有很大的期望2).

我们知道, 基于一个概率空间 (Ω,F , P ) 能够全面系统地获得概率论、随机分析和概率统计理论
中的所有重要结论. 相应地, 在非线性期望空间 (Ω,H, Ê) 的理论框架中, 一切也都可以从公理体系的

基本公设出发,进一步在概率模型不确定的框架下给出一个全新的理解. 例如,随机变量的分布、独立

性、相关性、平稳性、Markov 过程、非线性扩散过程和非线性半鞅等. 特别地, 我们有相应的非线性

Brown 运动, 而其在实际问题中适用的范围则要比经典的 Brown 运动宽得多. 我们还建立了非线性

Brown 运动驱动下的随机积分理论, 及相应的随机分析理论, 它也是经典的 Itô 随机分析理论的实质

性的推广, 并且其结果在原来的线性期望空间下仍然成立. 反之则不然, 一般不能把那些经典概率论

和随机分析的结果直接搬到非线性的框架中, 这主要是由于所涉及的不确定概率是可以相互奇异的,

忽视这一点常常会造成根本性的错误.

经典的概率理论主要适用于概率测度能够被确定或者近似地确定的情形,而非线性概率理论则可

以适用于概率测度还无法确定的情形, 适用于非常广泛情形下的定量分析. 一个极端的情形是, 我们

只知道未知概率分布的支撑集合落在一个区间 [µ, µ] 中, 此时其分布是一个称为最大分布 M[µ,µ] 的全

新的非线性分布 (见定义 12).

非线性期望理论研究中的一个意外而重要的收获是发现了随机变量的非线性分布与非线性偏微

分方程之间的本质关系. 事实上, 在作为非线性期望理论基础的大数定律和中心极限定理这个层次上,

抛物型全非线性偏微分方程 (G- 热方程) 就已经自然而深刻地蕴含于其中. 特别地, 一个随机变量的

期望值就是相应的非线性偏微分方程的路径解, 而同时又是一个非线性的鞅. 因此, 我们可以从两个

截然不同的角度去理解、分析和计算同一个问题: 从期望的观点, 或从 PDE 的观点. 所得的结果既是

概率统计理论的 (非线性) 推广又是非线性 PDE 的在路径解意义上的非平凡推广.

简要地讲, 由于一个概率测度 P 与相应的数学期望 EP [·]有着一一对应的关系,所以, 遵循 “往最

坏处打算” 的原则, 由一个不确定的概率集合 {Pθ}θ∈Θ 所产生的期望的风险可以等价地通过

Ê[·] := sup
θ∈Θ

EPθ
[·]

2)Hansen L P, Sargent T J. Prices of macroeconomic uncertainties. Private communication, 2016.
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来分析和计算, 而这恰恰就是非线性期望理论中最典型的、起着特别作用的次线性期望. 而把 Kol-

mogorov 概率公理体系的概率空间 (Ω,F , P ) 换为非线性期望空间 (Ω,H, Ê), 可使我们获得一个处处
考虑到了 Knight 不确定性的统一的理论体系. 事实上, 在很多无法忽略概率分布的不确定性的情形

下, 可以代之以相应的非线性期望的分析和计算.

非线性期望理论的一个显著特点是它的直观性. 读者也不需要学过、熟悉概率统计理论. 一切从

非常基础的非线性期望的公理体系 (见定义 1–3) 出发.

本文结构如下: 第 2 节首先从公理系统的水平建立非线性期望的基本理论框架, 并通过其表示定

理说明为什么这个框架可以自然地用来分析概率和统计分布的模型不确定性. 第 3节则介绍次线性期

望空间中两个最典型的分布, 以及这个理论的最基础的定理—大数定律和中心极限定理. 基于此极限

定理, 可以直接导出简单而实用的 max-mean 计算方法, 并应用于对大量的不满足经典意义下的 i.i.d.

条件的实际数据的分析和计算. 第 4 和 5 节将介绍一个最重要、最基础的随机过程—非线性 Brown

运动及其相关的随机分析, 以及相应的非线性鞅理论. 最后, 第 6 节介绍当前非线性随机分析的一些

进展.

非线性期望理论的发展体现了数学之精妙: 只从非常简单的定义 1 和 2 出发, 即收获这样丰富多

彩和意想不到的深刻结果. 作者深信: 其实序幕才刚刚拉开.

2 非线性期望和非线性分布

2.1 非线性期望空间 (Ω,H, Ê)

非线性期望理论的出发点是直接对于不确定量—随机变量来定义其非线性期望泛函. 下面将在公

理体系的基础水平上来引入非线性期望的概念.

定义 1 设 Ω是一个给定的集合3),而其上的一个向量格 H 是定义在 Ω上的实值函数所组成的

一个线性空间, 且满足以下条件:

(1) 每一个实值的常数 c 都在 H 中;

(2) 如果 X(·) ∈ H, 则也有 |X(·)| ∈ H.

我们把 H 中的函数称为随机变量, 而称二元组 (Ω,H) 为随机变量空间.

我们将会在例 8 和 9 中给出例子. 注意到一个 H 中的随机变量 X(ω) 是关于自变量 ω 的函数.

它之所以随机是因为我们无法知道哪一个 ω 要发生. 概率论和期望的方法都是,退而求其次地计算 X

的数学期望, 或者 φ(X) 的期望, 其中 φ 是一个给定的函数.

以下为了叙述简便, 不失一般性, 假设 H 还满足: 如果 X ∈ H, 则对于每一个 φ ∈ CLip(Rd) 都有

φ(X) ∈ H, 其中 CLip(Rn) 是定义在 Rn 上的一致 Lipschitz 连续函数全体构成的线性空间. 如果还是

有界函数, 则将 Lip 换成 b.Lip.

定义 2 一个非线性期望 Ê 是定义在随机变量空间 H 上的满足以下两个性质的 (非线性) 泛函

Ê : H 7→ R:
(1) 单调性, 即对于所有满足 X(ω) > Y (ω) (∀ω ∈ Ω) 的随机变量 X,Y ∈ H, 都有 Ê[X] > Ê[Y ];

(2) 保常数性, 即 Ê[c] = c,

并且称三元组 (Ω,H, Ê) 为一个非线性期望空间. 称 Ê 为一个次线性期望, 如果它还满足

3)这里的 Ω 起着与概率论公理体系中的基本事件的集合 Ω 同样的作用. 但我们无须马上就为其配上一个 σ 代数构成

的可测空间 (Ω,F), 我们将在其后的表示定理中看到, 其实相应的数学结构中会 “自动地” 蕴含一个 (唯一的) σ 代数.
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(3) 次线性, 即 Ê[X + Y ] 6 Ê[X] + Ê[Y ], Ê[λX] = λÊ[X], ∀X,Y ∈ H, λ > 0;

(4) 如果对于 X ∈ H, 这个次线性期望还满足 Ê[−X] = −Ê[X], 则称 Ê 为一个线性期望.

定义 3 称一个定义在 (Ω,H) 上的次线性期望 Ê 是正则的, 如果对于 H 中的每一个单调下降
的且在每一点 ω ∈ Ω 都有 limi→∞Xi(ω) = 0 的随机变量序列 {Xi}∞i=1, 我们都有 Ê[Xi] ↓ 0.

次线性期望在非线性期望框架中起着非常重要的作用. 在统计学和经济学中, 这类泛函曾由

Williams [141] 和 Huber [68, 69], 继而又由 Walley [138] 进行了更系统的研究, 而其称谓也各有不同, 如

“indeterminate probabilities”、“上期望” 和 “coherent previsions”. 最近一个在定量金融研究中特别引

人注目的金融风险的一致风险度量 (coherent risk measure), 实质上也是这样的非线性泛函, 参见文

献 [3, 39, 136, 152]. 事实上, 次线性期望等价于关于一族线性期望取上期望, 它是我们熟知的 Hahn-

Banach 定理的直接推论, 曾经以不同的形式和条件出现在很多文献中, 如文献 [3, 11,23,39,40,68,94].

定理 4 设 Ê 为一个定义在 (Ω,H) 上的次线性期望, 则存在定义在 (Ω,H) 上的一族线性期望

{Eθ : θ ∈ Θ} 满足
Ê[X] = max

θ∈Θ
Eθ[X]. (2.1)

若 Ê 还是正则的, 则对于每一个 θ ∈ Θ, 存在唯一的定义在可测空间 (Ω, σ(H)) 上的概率测度 Pθ 使得

Eθ[X] =

∫
Ω

X(ω)dPθ(ω), ∀X ∈ H, (2.2)

其中 σ(H) 是 H 中的随机变量全体生成的最小 σ 代数.

证明概要 我们只给出证明的思想, 详细证明参见文献 [115]. 表示 (2.1) 可以利用 Hahn-Banach

定理直接推出. 如果 Ê 还是正则的, 则由 (2.1) 立刻有, 对于每一个给定的 θ ∈ Θ, Eθ[Xn] ↓ 0. 这样我

们就可以利用著名的 Daniell-Stone 定理 (参见文献 [151, 定理 3.6.8]) 来证明, 此时存在唯一的定义在

可测空间 (Ω, σ(H)) 上的满足 (2.2) 的概率测度 Pθ.

在遇到一个实际问题中的随机变量, 如明天的温度、明天某股票的价格时, 我们经常想到的是要

找到隐藏在其背后的概率. 但是经济学家早就警告我们, 那种指望能够找出其概率来定量地处理经济

和金融中的问题的想法常常是不现实的. 而真正经常会遇到的则是一个概率集合 {Pθ}θ∈Θ,但是,原则

上, 我们无法确定出其中哪一个概率是 “真的”. 我们称这样的 {Pθ}θ∈Θ 为一个不确定概率族. 定理 4

恰恰告诉我们可以利用次线性期望 Ê 来等价地刻画一个不确定概率族 {Pθ}θ∈Θ. 本文以下所讨论的

次线性期望都假设是正则的.

还需提醒的是, 在我们从 worst-case的角度去定义稳健的次线性期望 Ê[X]时, 随机变量 X(ω)通

常是一个可能发生的损失的随机量. 如果它代表的是收益, 则相应的稳健期望是超线性的,

−Ê[−X] = min
θ∈Θ

Eθ[X].

还有一些人是在追求风险的 (risk-seeking). 非线性期望理论也适用于这些问题的分析和计算, 需注意

的是要用对方向.

2.2 随机变量的 (非线性) 分布与独立性

概率分布和独立性在概率理论中是至关重要的概念. 而始于 20 世纪 50 年代的非线性期望理论

之所以在这么长的时间越来越滞后于概率论的飞速发展, 一个主要原因是, 未能从期望的观点恰当地

提出这两个关键概念. 现在介绍我们提出的非线性分布与独立的概念 (参见文献 [109–111]). 它是后面
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要介绍的非线性大数定律、中心极限定理和 Brown运动的随机分析理论的基础,也充分地表征了现实

世界中大量的不确定性的特点. 设 X = (X1, . . . , Xn) 为非线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的一个 n- 维随

机向量, 记

F̂X [φ] := Ê[φ(X)] : φ ∈ CLip(Rn) 7→ R.

由此又导出一个三元组 (Rn, CLip(Rn), F̂X [·]), 它显然构成了一个非线性期望空间. 我们称 F̂X 为随机

向量 X 的分布. 显然, 如果 Ê 是次线性 (线性) 的, 那么 F̂X 也是次线性 (线性) 的. 由定理 4 知, F̂X

也有如下表示: 存在定义在 (Rn,B(Rn)) 上的概率测度族 {FX(θ, ·)}θ∈Θ 满足

F̂X [φ] = sup
θ∈Θ

∫
Rn

φ(x)FX(θ, dx), 对于每一个 φ ∈ CLip(Rn).

也就是说, F̂X 的确可以用来刻画随机向量 X 的分布不确定性.

有了非线性期望下的分布概念, 我们就可以定义多个随机变量的同分布的概念, 其适用范围就广

的多了:

定义 5 称定义在次线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的两个 n- 维随机向量 X 和 Y 为分布相同的, 记

为 X
d
= Y , 如果

Ê[φ(X)] = Ê[φ(Y )], ∀φ ∈ CLip(Rn),

则称 Y 为 X 的一个复制.在次线性情形下,显然, X
d
= Y是指这两个随机变量有同样的分布不确定性.

我们也称 X 的分布强于 Y (记为 X
d
> Y ), 或者说 Y 的分布被 X 的所覆盖, 如果

Ê[φ(X)] > Ê[φ(Y )], ∀φ ∈ CLip(Rn).

如有 X
d
> Y , 则显然 X 的分布不确定性比 Y 的大, 我们此时常可取更稳健的次线性期望 Ê∗, 使

有 X
d
= Y . 这也是非线性期望的一个非常关键的优点. 换一种说法, 如果有 {FX

θ }θ∈Θ ⊃ {FY
θ }θ∈Θ, 由

于不确定集合具有主观特性, 有时为了计算和分析的方便, 我们有时可以扩大后者, 而假定两者有相

同的分布不确定性. 这样做会使得分析和计算更稳健.

另外, 由于我们考虑的仅是 X 和 Y 的分布, 所以, 即使 X 和 Y 不在一个期望空间中, 仍然可以

比较它们的分布.

这种非线性期望下的同分布和分布覆盖的概念也可以推广到比较两个随机变量序列,以及随机过

程的有限维分布.

随机变量 X ∈ H 的分布有两个非常典型的参数: 上均值 µ̄ := Ê[X]和下均值 µ := −Ê[−X]. 如果

µ̄ = µ, 则称 X 是均值确定的.

我们还要引入下面推广的独立性的概念:

定义 6 称非线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的一个随机向量 Y = (Y1, . . . , Yn) (Yi ∈ H) 独立于另一

个随机向量 X = (X1, . . . , Xm) (Xi ∈ H), 如果对于每一个试验函数 φ ∈ CLip(Rm × Rn), 都有

Ê[φ(X,Y )] = Ê[Ê[φ(x, Y )]x=X ].

在一个次线性期望 Ê 下, Y 独立于 X 的意义是, Y 的分布的不确定性不会由于 X的值实现为

X = x (x ∈ Rn) 而改变. 特别要注意, Y 独立于 X 并不自动导出 X 也独立于 Y , 即独立性并不对称.

事实上, 现实世界中的随机变量之间的独立性也并非一定是对称的, 不对称的其实反而居多. 这一点

特别反映在与很多时间顺序有关的随机变量上. 我们知道时间是有方向的, 已经发生的随机变量与将
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要发生的随机变量是非常不对称的. 我们将看到, 对于很多非常重要的结论 (如大数定律和中心极限

定理等), 其实单方向的独立性假设已经足够了. 这方面的讨论可参见文献 [115], 而满足这种对称性的

一个简明而深刻的充分必要条件是由文献 [58] 获得的.

定义 7 称非线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的一个 d- 维随机向量序列 {ηi}∞i=1 按分布收敛, 如果对

于每一个试验函数 φ ∈ Cb.Lip(Rn), 序列 {Ê[φ(ηi)]}∞i=1 都收敛, 其中 Cb.Lip(Rn) 为 CLip(Rn) 中的所有

有界元素.

此时按定义易证, 由极限

F̂[φ] := lim
i→∞

Ê[φ(ηi)], φ ∈ Cb.Lip(Rn)

定义的泛函是 (Rn, Cb.Lip(Rn)) 上的一个非线性期望. 如果 Ê 是次线性 (线性) 的, 则 F̂ 也是次线性
(线性) 的.

2.3 非线性 i.i.d. 序列的典型和具有普遍意义的例子

以下的三个例子告诉我们,前面所给出的非线性期望及其分布的看起来比较抽象的概念其实经常

会发生在我们的现实生活和工作中.

例 8 一个特别典型的例子就是在一个装着 100 个同样大小和质量、颜色为黑色或白色球的箱

子里完全随机地摸出一个球, 但是我们并不知道箱子里具体有多少白球, 只知道白球的数目在 40 至

60 之间. 如摸到白球则赢一元, 否则输一元. 此时的收益是一个随机变量

ξ1(ω) = 1
{摸到白球}

− 1
{摸到黑球}

.

一次次地重复这个博弈,而每次我们都不知道白球数目W 和黑球数目 (Bt)的变化情形,只知道W+B

= 100 且 40 6 W 6 60. 记第 i 次的收益为 ξi, 则 ξ1(ω), ξ2(ω), . . . 构成了一列随机变量. 基于收益 ξi

的任何一个合同 φ(ξi) 的期望值是

Ê[φ(ξi)] = Ê[φ(ξ1)] = max
p∈[0.4,0.6]

[pφ(1) + (1− p)φ(−1)], i = 1, 2, . . . ,

从而 ξi 与 ξ1 同分布. 同样可以验证, 在次线性期望 Ê 下, ξi 关于 ξ1, . . . , ξi−1 是独立的. 这样就可以

分析和计算任何一个金融产品 X(ω) = φ(ξ1, . . . , ξi) 的损失风险的非线性期望,

Ê[X] = Ê[φ(ξ1, . . . , ξi−1, ξi)] = Ê[Ê[φ(x1, . . . , xi−1, ξi)]{ξj=xj ,16j6i−1}],

即 ξi 独立于 ξ1, . . . , ξi−1. 因此不能通过前 i − 1 次的数据结果来获得并改善对于 ξi 的分布的不确

定性.

例 9 另一个与上例十分相似但却又有实质性的不同的例子则是在一个装着 100 个同样大小和

质量而颜色为黑色、白色和黄色球的箱子里完全随机地摸出一个球, 我们还是不知道箱子里各色球的

具体比例, 只知道白球数与黑球数相同 (W = B), 黄球数 Y 在 20 到 40 之间. 游戏规则是, 如果摸出

的是白球则赢一元, 黑球则输一元 , 而摸出黄球则赢 0 元, 那么这时的随机变量是

ξ1(ω) = 1
{摸到白球}

− 1
{摸到黑球}

.

一次次地重复这个博弈, 每次都不知道白球数目 W 和黑球数目 (Bt) 的变化, 只知道 2W = 2B = 100

−Y 且 20 6 Y 6 40. 各次博弈的盈亏就构成了一列随机变量 ξ1(ω), ξ2(ω), . . . 这时, 我们第 i 次摸球

1229



彭实戈: 非线性期望的理论、方法及意义

的收益和第 1 次摸球的收益具有完全相同的分布不确定性:

Ê[φ(ξi)] = Ê[φ(ξ1)] = max
p∈[0.2,0.4]

[(
1− p

2

)
(φ(1) + φ(−1)) + pφ(0)

]
, i = 1, 2, . . .

而此时也容易验证, {ξi}∞i=1 在次线性期望 Ê 下是独立同分布的.

例 10 更一般的例子是将上面的 “黑箱”换成一个随机变量发生器,每次完全随机地产生一个 d-

维的随机向量 ξi, 但是其概率分布是不确定的, 记此不确定分布集合为 {Fθ}θ∈Θ, 如前例一样, 每次我

们都完全不知道 θ 会取 Θ 中的哪一个值, 由此产生的 {ξi}∞i=1 构成一个分布不确定的 i.i.d. 随机变量

序列, 并且

Ê[φ(ξi)] = max
θ∈Θ

∫
Rd

φ(x)Fθ(dx).

现实世界中可以接触到的其实主要是这一类的随机变量数序列.

如何通过现实的数据来获得隐藏于其后次线性分布? 下一节介绍一个非常简单而深刻的 max-

mean 算法, 见第 3.3 小节.

有些情形下我们甚至完全不能确定 {Fθ}θ∈Θ,而只能确定 ξi(ω)的取值范围.这种不确定性构成了

一个非常典型的最大分布, 将在下一节专门讨论.

我们将看到, 例 8 和 9 的随机变量序列 {ηi}∞i=1 和 {ξi}∞i=1 的各项和都可以构成典型的非线性随

机游走,它们都是经典的 Bernoulli序列的非线性推广,可以由新的非线性大数定律和中心极限定理来

描述其非线性的极限分布 (见下节), 也可通过它们逼近两种非常不同的非线性 Brown运动.这是著名

的 Donsker 不变原理 [30] 的非线性推广 (参见文献 [149]).

3 次线性期望空间中的典型分布、大数定律和中心极限定理

3.1 次线性期望下的正态分布和最大分布

次线性期望空间中当然可以包含所有经典的线性分布,而特别重要的是,它还包含大量的新的非线

性分布.首先来介绍其中的一个典型的非线性正态分布,它相当于概率统计理论中的正态分布.我们知

道, 概率空间 (Ω,F , P ) 中的一个均值为零方差为 σ2 的随机变量 X 是正态分布的 (X
d
= N(0, σ2)), 即

E[φ(X)] =
1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
φ(x) exp

{
− x2

2σ2

}
dx,

等价于

X + X̄
d
=

√
2X,

其中 X̄ 是 X 的一个独立复制.与此完全一样的非线性关系同样也刻画了次线性期望空间中的正态分

布随机变量:

定义 11 称次线性期望空间 (Ω,H, Ê)中的一个 d-维随机向量 X = (X1, . . . , Xd)为零均值正态

分布, 如果

X + X̄
d
=

√
2X, ∀ a, b > 0, (3.1)

其中 X̄ 是 X 的一个独立复制.

容易验证, 如果 X 满足 (3.1), 则 X 各分量的任何线性组合也会满足 (3.1). 由

Ê[Xi + X̄i] = 2Ê[Xi]
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和

Ê[Xi + X̄i] = Ê[
√
2Xi] =

√
2Ê[Xi]

得到 Ê[Xi] = 0. 同理可得 Ê[−Xi] = 0, i = 1, . . . , d.

记 S(d)为所有 d×d对称矩阵构成的线性空间, S+(d)为 S(d)中的所有 A ∈ S(d)满足 (Ax, x) > 0,

x ∈ Rd. 事实上, 一个正态分布的随机变量 X 的分布完全由以下函数:

G(A) := GX(A) :=
1

2
Ê[⟨AX,X⟩], A ∈ S(d) (3.2)

所唯一地确定. 容易验证, G : S(d) 7→ R 是定义在 S(d) 上的次线性单调函数, 从而存在一个 S+(d) 中
的有界的闭子集 Θ, 使得

1

2
Ê[⟨AX,X⟩] = Ĝ(A) =

1

2
max
Q∈Θ

tr[AQ], A ∈ S(d). (3.3)

若 Θ 只是一个单点集合, 即 Θ = {σ2}, 则 X 就是一个经典的均值为零而协方差矩阵为 σ2 的正态分

布. 在一般次线性情形下, Θ 刻画了 X 的协方差不确定性, 我们记为 X
d
= N({0} ×Θ).

次线性期望空间中还有一个在例 10 中讨论到的非常独特且常常会用到的重要分布:

定义 12 称次线性期望空间 (Ω,H, Ê)中的一个 d-维随机向量 Y = (Y1, . . . , Yd)是最大分布,如

果存在 Rd 中的一个有界的凸闭子集合 Θ̄, 使得

F̂Y [φ] = Ê[φ(Y )] = max
v∈Θ̄

φ(v), φ ∈ CLip(Rd),

记为 Y
d
=M(Θ̄). 如果 Θ̄ 是非凸集合, 则称其为非凸的最大分布.

事实上, 最大分布与非线性正态分布的数学表达 (3.1) 有着非常优美的对称性: 根据文献 [115], Y

为最大分布等价于

Y + Ȳ
d
= 2Y, (3.4)

其中 Ȳ 是 Y 的一个独立复制. 以上两个等价条件可以通过一个次线性函数 g = gY (p) : Rd 7→ R 来
联系:

gY (p) := Ê[⟨p, Y ⟩]. (3.5)

事实上, 对于 Rd 上的任何一个次线性函数 g, 存在 Rd 中的唯一的有界凸闭子集合 Θ̄ ∈ Rd 满足

g(p) = sup
q∈Θ̄

⟨p, q⟩, p ∈ Rd. (3.6)

性质 13 如果次线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的一个 d- 维随机向量 Y 满足条件 (3.4), 则它具有

下述类型的最大分布:

F̂Y [φ] = Ê[φ(Y )] = max
v∈Θ̄

φ(v), φ ∈ CLip(Rd),

其中集合 Θ̄ 由 (3.5) 和 (3.6) 来确定.

其实人们常会碰到这样的随机变量 X, 其概率分布完全未知, 而仅能确定 µ 6 X 6 µ. 此时很容

易误将 X 的分布取为均匀分布 U[µ,µ], 即在区间 [µ, µ] 上的等概率分布, 而这种错误常会导致很大的

风险, 所以要特别注意等概率分布 U[µ,µ] 与分布为同等程度的未知 M[µ,µ] 这两个概念本质的不同. 显

然有

M[µ,µ]

d
> U[µ,µ].
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注 14 更一般地, 我们称一对 d- 维随机向量 (X,Y ) 为 G- 分布, 如果

(X + X̄, Y + Ȳ )
d
= (

√
2X, 2Y ), (3.7)

其中 (X̄, Ȳ ) 为 (X,Y ) 的独立复制. 此时可以验证 X 是 G- 正态分布, Y 是最大分布, 而 (X,Y ) 的分

布由以下函数刻画:

G(p,A) := Ê
[
1

2
⟨AX,X⟩+ ⟨p, Y ⟩

]
, (p,A) ∈ Rd × S(d). (3.8)

容易验证 G : Rd × S(d) 7→ R 是一个关于 A 单调的次线性函数. 显然 G 也是一个连续函数. 从而存在

一个凸闭集合 Γ ⊂ Rd × S+(d) 满足

G(p,A) = sup
(q,Q)∈Γ

[
1

2
tr[AQ] + ⟨p, q⟩

]
, ∀ (p,A) ∈ Rd × S(d). (3.9)

以下结果表明, 每一个满足 (3.9) 的函数 G 都唯一地确定了一个 G- 正态分布.

性质 15 (参见文献 [112, 命题 4.2]) 设 G : (p,A) ∈ Rd × S(d) 7→ R 是次线性的, 且为关于 A 单

调的函数 (从而 G 可由 (3.9) 来表示), 则存在一个次线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的满足 (3.7) 和 (3.8)

的一对 d- 维随机向量 (X,Y ), 而 (X,Y ) 的分布唯一地被函数 G 确定. 更具体地, 给定任意的函数

φ ∈ CLip(Rd), 由下式定义的函数 u:

u(t, x, y) := Ê[φ(x+
√
tX, y + tY )], (t, x, y) ∈ [0,∞)× Rd × Rd (3.10)

是以下抛物型偏微分方程的唯一的 (黏性) 解:

∂tu−G(Dyu,D
2
xu) = 0, u |t=0 = φ, (3.11)

其中

Dy = (∂yi)
d
i=1, D2

x = (∂2xi,xj
)di,j=1.

注 16 一般地, 我们可以用黏性解的概念来刻画偏微分方程 (3.11) 的解4), 而 G(p,A) 的次线性

和关于 A 的单调性保证了上述 PDE (3.11) 的解的存在唯一性. 不仅如此, 我们还证明了 uφ 关于初

始条件 φ 也是次线性的, 而这一条是非常关键的.

我们还注意到 PDE (3.11)的黏性解理论的一个特点, 即方程可以是部分乃至完全退化的, 这里的

完全退化即G不含 A. 如果 (3.11)是非退化的,则方程存在唯一的光滑的解 u ∈ C1+α
2 ,2+α((0,∞)×Rd),

参见文献 [13,76,139]以及其推荐的相关参考书目. 当 d = 1且 G 仅依赖于二阶导数项 D2
xu 时, G- 热

方程就是 Baronblatt- 方程, 参见文献 [5, 87].

如果 (X,Y ) 和 (X̄, Ȳ ) 都是同一个函数 G 的 G- 正态分布,

G(p,A) := Ê
[
1

2
⟨AX,X⟩+ ⟨p, Y ⟩

]
= Ê

[
1

2
⟨AX̄, X̄⟩+ ⟨p, Ȳ ⟩

]
, ∀ (p,A) ∈ S(d)× Rd,

4)黏性解是一个非常重要的概念, 由 Crandall 和 Lions [21] 引入, 可以参见文献 [20] 中对于一般 PDE 的黏性解理论系

统的介绍, 也可参见文献 [112,115] 的附录中对于针对此类方程的专门介绍.
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则由方程 (3.11) 的解的唯一性可以证明 (X,Y )
d
= (X̄, Ȳ ). 特别地, X

d
= −X.

若 (X,Y ) 为 G- 正态分布, 对于每一个 ψ ∈ CLip(Rd), 定义一个函数

v(t, x) := Ê[ψ(x+
√
tX + tY )], (t, x) ∈ [0,∞)× Rd,

则 v 是以下抛物型偏微分方程:

∂tv −G(Dxv,D
2
xv) = 0, v |t=0 = ψ (3.12)

的唯一解. 还可以验证 v(t, x+ y) ≡ u(t, x, y), 其中 u 是偏微分方程 (3.11) 的初始条件为 u(t, x, y) |t=0

= ψ(x+ y) 的唯一的解.

以下性质表明, 任何有界的随机序列都可以被次线性期望下的 i.i.d. 序列的分布所覆盖, 也就是

说, 次线性期望下的 i.i.d. 假设可以应用于非常多的实际的随机数据.

性质 17 假设 {Yi}∞i=1 是次线性期望空间 (Ω,H, Ê) 中的随机变量序列, 且有

Y1
d
=M[µ,µ],

{Xi}∞i=1 是一个概率空间 (Ω,F ,P) 中的实值随机变量空间序列且 µ 6 Xi(ω) 6 µ, P-a.s., 则 {Xi}∞i=1

的有限维分布被 {Yi}∞i=1 的所覆盖, 即对于任何的正整数 N 和任何的 φ ∈ Cb(RN ), 都有

Ê[φ(Y1, . . . , YN )] > EP[φ(X1, . . . , XN )].

这个性质的证明非常容易, 且很容易推广到高维随机向量序列的情形.

3.2 非线性大数定律和中心极限定理

在概率和统计理论体系中, 著名的大数定律和中心极限定理显然占据中心和基础性的重要位置.

原因是我们经常能够接触到的很多现象是很多微小的随机因素积累起来, 共同作用所产生的效果, 这

使我们可以利用这些极限定理来对于很多随机量进行定量的分析和计算.

另一方面, 我们的现实世界中积累了巨量的与人们的各种活动密切相关的数据, 但是, 正像前面

所论述的, 这些数据有不可忽视的概率分布模型的不确定性, 而金融数据就是非常典型的例子: 数据

很难被假设其为经典意义下的 i.i.d. 但是正如前面所论述的, 我们完全可以将其中的很多数据稳健地

假设为在非线性期望意义下的 i.i.d. 在这种情形下, 如何获得非线性期望理论框架下的大数定律和中

心极限定理也自然成了一个基础性的重大问题.

定义 18 我们称非线性期望空间中的 (Ω,H, Ê) 中的一个 Rd- 值的随机变量序列 {Xi}∞i=1 为独

立同分布, 简记为 i.i.d, 如果对于每一个 i = 1, 2, . . . , 有 Xi+1
d
= Xi 且 Xi+1 独立于 {X1, . . . , Xi}.

注 19 注意到我们的非线性期望下 i.i.d. 条件只需要假设一个方向的独立性—倒向独立性. 其

实我们所获得的与人文、管理、经济和金融有关的大部分数据都很难满足概率论意义下的 i.i.d. 条件,

而第 2.3 小节表明, 它们可满足, 或近似地满足, 由定义 18 所给出的次线性 i.i.d. 条件.

定理 20 (大数定理 [110,115]) 设 {Xi}∞i=1 为 (Ω,H, Ê) 中的一个 Rd- 值的 i.i.d. 的随机变量序列,

且满足

lim
c→∞

Ê[(|X1| − c)+] = 0, (3.13)
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则序列 {
∑n

i=1
Xi

n }∞n=1 按分布收敛到一个最大分布

lim
n→∞

Ê
[
φ

( n∑
i=1

Xi

n

)]
= max

µ∈Γ
[φ(µ)], (3.14)

对于所有的满足线性增长条件的函数 φ ∈ C(Rd), Γ 是由下式决定的 Rd 中的有界凸闭集:

max
µ∈Γ

⟨µ, p⟩ = Ê[⟨p,X1⟩], p ∈ Rd.

特别地, 当 d = 1 时, 有 Γ = [µ, µ], 其中

µ = Ê[X1], µ = −Ê[−X1].

定理 21 (大数定理 - 中心极限定理 [110,115]) 设 {(Xi, Yi)}∞i=1 为 (Ω,H, Ê) 中的 R2d- 值的 i.i.d.

随机变量序列. 我们还假设 Ê[Y1] = Ê[−Y1] = 0, 及 (3.13) 和

lim
c→∞

Ê[(|Y1|2 − c)+] = 0. (3.15)

记

S̄n :=
n∑

i=1

(
Xi

n
+

Yi√
n

)
,

则随机向量序列 {S̄n}∞n=1 按分布收敛:

lim
n→∞

Ê[φ(S̄n)] = Ê[φ(ξ + ζ)], ∀φ ∈ CLip(Rd), (3.16)

其中随机变量对 (ξ, ζ) 为 G- 正态分布随机向量且相应的次线性函数 G : Rd × S(d) 7→ R 由下式给出:

G(p,A) := Ê
[
⟨p,X1⟩+

1

2
⟨AY1, Y1⟩

]
, p ∈ Rd, A ∈ S(d).

推论 22 以上的定理包含了两个重要定理作为特殊情形:

(1)
∑n

i=1
Yi√
n
按分布收敛于非线性正态分布 N({0} × Θ̂), 其中子集合 Θ̂ ⊂ S+(d) 由 (3.3) 定义,

Ĝ(A) = G(0, A);

(2)
∑n

i=1
Xi

n 按分布收敛于最大分布 M(Θ̄), 其中集合 Θ̄ ⊂ Rd 由 (3.6) 定义,

Ḡ(p) = G(p, 0), p ∈ Rd.

特别地, 如果取

φ(y) = dΘ̄(y) = inf{|x− y| : x ∈ Θ̄},

我们有以下推广的大数定律:

lim
n→∞

Ê
[
dΘ̄

( n∑
i=1

Xi

n

)]
= sup

θ∈Θ̄

dΘ̄(θ) = 0. (3.17)

如果 Xi 有确定的均值, 即 Θ̄ 是一个单点集 Θ̄ = {θ̄}, 则 (3.17) 成为强收敛:

lim
n→∞

Ê
[∣∣∣∣ n∑

i=1

Xi

n
− θ̄

∣∣∣∣] = 0.

但可以证明, 当其没有确定均值时不可能有强收敛, 此时非线性的大数定律的按分布收敛是实质性的

结果.
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注 23 以上的定理的证明中采用了与传统证明有很大不同的新方法 (参见文献 [110,115]): 证明

借用了对全非线性偏微分方程解的非常深刻的估计 (参见文献 [13,76,139]),从而使得对这个深刻的定

理的证明直观而简单. 也进一步揭示了不确定量的积累与相应的非线性偏微分方程的深刻而本质的内

在联系.

非线性期望框架下的大数定律和中心极限定理表明了极大分布和 G- 正态分布是普适性很强的

分布. 它还提供了一个研究模型不确定的统计推断和误差分析等的基本工具. 上面的两个定理由文

献 [110, 115] 首先在关于 X1 和 Y1 的较强的矩条件下获得, 而上述证明方法对于更弱的条件 (3.13)

和 (3.15) 仍然适用. 条件 (3.13) 和 (3.15) 等价于

lim
n→∞

Ē[|X1|1|X1|>n] = 0,

lim
n→∞

Ē[|Y1|21|Y1|>n] = 0.

本文没有采用以上我们常用的条件,而采用了张立新提出的条件 (3.13), (3.15)是由于后者更适于非线

性期望形式的表述. 文献 [116]进一步引进和发展了非线性期望框架下胎紧和弱收敛技术,据此给出了

中心极限定理新的证明方法. 这方面的研究也可参见文献 [29]. Chen [15] (也见 Chen 等 [17]) 在此基础

上通过容度理论证明了非线性期望框架下的强大数定律. 此处的强大数定律并不意味着定理 20 中的

(X1 + · · ·+Xn)/n (n = 1, 2, . . .) 是在 q.s. (quasi surely) 或按照容度是强收敛的, 因为非线性大数定律

的按分布收敛于最大分布是实质性的, 只有当上均值等于下均值时才会变为强收敛; Zhang [148–150] 及

Lin 和 Zhang [85] 进一步系统地发展了非线性期望框架下的泛函中心极限定理和重对数律等极限理论

和 Donsker不变原理 (参见文献 [30]),并且获得了相应的自正则化 (self-normalized)的收敛结果.另一

方面,文献 [60]通过非线性偏微分积分方程定量分析了非线性 Lévy分布,据此, Bayraktar和 Munk [8]

研究了非线性框架下的稳定分布和广义中心极限定理,这些研究结果极大地促进了非线性极限理论的

发展. 关于这一方面的更多研究, 参见文献 [67, 78,142] 等相关文献.

注意到此前经济学界已有在容度意义下极限理论的研究 (参见文献 [88,89]), 但其结果从条件、结

论和证明方法上都与我们所获得的有着实质的不同.

3.3 关于实际样本数据的非线性分布的 φ-max-mean 算法

在实际问题中我们所碰到的将来要发生的不确定量, 都可以视作一个随机变量 X, 而在大多数情

形下, 我们能做的其实就是根据历史数据 (样本数据) 来获得关于我们所关心的量 φ(X) 的期望. 这个

函数 φ对于不同的情形有着不同的意义.例如, φ(X)可以是基于 X 的一个金融合同,例如,一个看跌

期权 φ(x) = max{0, x− k}, 或者一个消费函数、损益函数, 或者一个最优控制系统中的代价函数等.

在经典的概率空间 (Ω,F , P ) 中, 从理论上讲, X 的线性分布可以通过大数定律通过下式来获得:

E[φ(X)] = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

φ(xi),

其中 {xi}∞i=1 是随机变量 X 的 i.i.d. 的样本序列. 就是说我们可以通过以下均值算子:

M[φ(X)] := lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

φ(xi) : CLip(Rd) 7→ R

来获得 X 的分布.实际上这就是 Monté-Carlo逼近算法,而算法的合理性则是基于经典的强大数定理.

但事实上, Monté-Carlo 方法所使用的数据绝大多数是通过计算机来产生的, 可充分接近经典 i.i.d 的
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数据. 但是如果样本是实际数据, 则常常无法保证其满足经典的 i.i.d. 条件. 但大部分实际数据却可以

满足, 或近似地满足, 我们提出的非线性的 i.i.d. 条件 (见第 2.3 小节) .

下面介绍如何应用非线性大数定理,通过数据 {xi}nmi=1 来获得更稳健的次线性分布下的期望值.考

虑一个次线性期望空间 (Ω,H, Ê), 设 xi (i = 1, 2, . . . , n×m) 为一个 i.i.d. 的样本. 这时可引入下面的

φ-max-mean 计算程序来获得关于 µφ(X) = Ê[φ(X)] 估计:

M̂[φ](X1, . . . , Xmn) = M̂[φ] = max{Y k
n : k = 1, . . . ,m},

其中

Y k
n =

1

n

n∑
i=1

φ(xn(k−1)+i), φ ∈ CLip(Rd).

事实上, 根据非线性大数定律 (定理 20), 当 n 足够大时, {Y k
n }mk=1, 按分布收敛于 i.i.d 的 {Y k}mk=1, 并

且 Y k 又都满足最大分布 M([µ
φ(X)

, µφ(X)]), 而这样, max{Y k : k = 1, . . . ,m} 就给了我们关于

µφ(X) = Ê[φ(X)] 和 µ
φ(X)

= −Ê[−φ(X)]

的渐进无偏最优估计.我们的研究表明这个方法可用来改善金融衍生证券的风险控制中对风险度量的

计算5). 其无偏估计的最优性则基于下面的一个 (最近获得的) 非常简单而又基础的定理:

定理 24 [74] 设 Y 1, . . . , Y m 为取自最大分布的 i.i.d. 样本:

Y i d
=M[µ,µ], i = 1, . . . ,m,

其中 µ 6 µ 是两个未知参数, 则 q.s. (即拟必然的, 或对于每一个 θ ∈ Θ 都 Pθ- 几乎必然的),

µ 6 min{Y 1(ω), . . . , Y n(ω)} 6 max{Y 1(ω), . . . , Y n(ω)} 6 µ,

并且

µ̂n = max{Y 1, . . . , Y n}

为关于上均值 µ 的最大无偏估计,

µ̂
n
= min{Y 1, . . . , Y n}

为关于下均值 µ 的最小无偏估计.

有读者可能会问: 如果要用 max-mean 方法来获得关于实际数据的 i.i.d 样本 {Xi}Ni=1 的随机变

量 X 的非线性分布 Ê[φ(X)], 岂不是要取遍所有的函数 φ? 回答是, 这种做法当然是不现实的, 其实

正如经典的 Monté-Carlo 算法一样, 在处理实际问题中, 只需计算其所关心的函数 φ 所对应的非线性

期望值 Ê[φ(X)], 这种函数的实际例子很多, 如均值、方差、协方差和效用函数, 以及各种各样的合同

所对应的不同的损益函数等.

另外, 上面的对于数据的分组方式有很多种, 而我们只选了其中最简单的一种介绍, 数据分组的

设计实际上非常重要, 与当事者所处的环境和要做出的判断的实际情形等都有密切的关系.

以上方法也可以用于 X 是很高维数的随机向量的情形, 而计算量的增加则只与维数成正比.

另一方面, 还有许多随机变量遵守一些典型的非线性分布模型, 如非线性正态分布和非线性 Pois-

son 分布等, 例如, 我们可以通过中心极限定理来确定 X 的分布为 N(µ, [σ2, σ2]). 此时我们可以对其

5)Peng S, Yang S. Empirical tested of G-VaR. Preprint.
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i.i.d. 样本运用 max-mean 算法来估计参数 µ、σ2 和 σ2. 当 µ 已经被确定时, 我们可以获得关于下方

差 σ2 和上方差 σ2 的最优渐进无偏估计:

σ̂2 := min
16k6m

σ2
k, σ̂

2
:= max

16k6m
σ2
k,

其中

σ2
k :=

1

n

n∑
j=1

(xn(k−1)+j − µ)2.

实际上一直有统计学专家在研究和探索样本数据的参数估计, 典型的研究结果参见文献 [77].

4 非线性 Brown 运动及相应的随机分析

我们知道, 概率论在 20 世纪上半叶获得了巨大的革命性进展, 其中非常突出的是关于连续时间

随机过程的随机分析理论, 特别是 Brown 运动 (也称为 Wiener 过程) 的数学理论以及相应的 Itô 随

机分析理论的建立. 由此形成了概率论, 随机分析在 20 世纪下半叶的蓬勃发展, 对于科学技术发展产

生了巨大的影响. 一个重要的挑战性问题是, 我们是否能够在非线性期望的理论体系中建立起非线性

Brown 运动的概念及其相应的数学理论呢? 这个问题在文献 [109] 中获得了解决. 本节将给以简要介

绍 (参见文献 [109,113,115]).

4.1 次线性期望下的 Brown 运动

定义 25 称非线性期望空间 (Ω,H,E) 上的一个映射 ηt(ω) : Ω× [0,∞) → Rd 为一个 d- 维随机

过程, 如果对每一个 t ∈ [0,∞), 都有 ηt(·) ∈ Hd.

本节介绍次线性期望空间中的 Brown 运动, 也称为 G- 期望下的 Brown 运动, 或 G-Brown 运动.

注意这里用的是大写的 G, 它是 g- 期望 (小写的 g) 理论的完全非线性的推广. 与其相应的鞅也是一

个全非线性的 PDE 的路径解.

我们以下引入非线性期望下的 Brown 运动, 为叙述简单, 我们仅考虑一维 G-Brown 运动, 高维情

形可参见文献 [113, 115]. 注意到, 非线性 Brown 运动的每一个增量的分布虽然都是 G- 正态的, 但是

Brown 运动本身不再是一个非线性的 Gauss 过程 [118].

定义 26 称定义在一个次线性期望 (Ω,H, Ê)空间中的随机过程 Bt(ω) (t > 0)为关于 Ê的 Brown

运动, 如果对每一个 n ∈ N 和 0 6 t1, . . . , tn <∞, 都有

(1) B0(ω) = 0;

(2) (Bt) 的增量平稳且独立, 即对于每一个 t, s > 0, Bt+s − Bt
d
= Bs, 并且对于所有 n ∈ N 和

t1, . . . , tn ∈ [0, t], Bt+s −Bt 独立于 (Bt1 , Bt2 , . . . , Btn);

(3) |Bt|3 ∈ H 且 limt↓0 Ê[|Bt|3]/t→ 0.

称 (Bt) 为一个对称的 Brown 运动, 如果它还满足 Ê[Bt] = −Ê[−Bt] = 0.

若存在一个定义在 (Ω,H) 上的按下述意义被次线性期望 Ê 控制的另一个非线性期望 Ẽ:

Ẽ[X]− Ẽ[Y ] 6 Ê[X − Y ], X, Y ∈ H,

并且 (Bt)在 Ẽ下仍然是增量独立和平稳的 (即 (2)在 Ẽ下仍然成立),则称 (Bt)为 Ẽ下的一个 Brown

运动. 注意 Ẽ 不必一定是次线性的, 从而可以应用于更一般的情形.
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条件 (3) 保证了 Brown 运动 (Bt) 会具有连续的轨道. 而这个条件如果不满足, 则 (Bt) 成为一个

更一般的非线性 Lévy 过程 (参见文献 [60]).

定理 27 设 (Bt)t>0 为定义在次线性期望空间 (Ω,H, Ê) 上的一个对称的一维 Brown 运动, 则

Bt√
t

d
= N(0, [σ2, σ2]),

其中 σ2 = Ê[B̃2
1 ], σ

2 = −Ê[−B̃2
1 ]. 如果还有 σ2 = σ2 > 0, 则由 (Bt/σ

2)t>0 定义的随机过程的有限维分

布与经典的一维标准 Brown 运动完全一致.

我们将一个次线性期望空间中的 Brown 运动 (Bt)t>0 称为 G-Brown 运动. 这时 Bt 满足 G- 正态

分布, 其生成函数 G 由下式定义:

G(α) :=
1

2
Ê[αB2

1 ], α ∈ R.

容易验证,对于每一个 λ > 0, t0 > 0, (λ−
1
2Bλt)t>0 和 (Bt+t0 −Bt0)t>0 都是对称的具有相同生成函数 G

的 Brown 运动, 即一个对称 G-Brown 运动满足与经典情形相同的伸缩和平移不变性.

与对称 Brown 运动完全不同的是具有有限变差的 Brown 运动 (bt), 它满足 bs+t − bs
d
=M[µ,µ], 注

意到这导致了

µt 6 bs+t(ω)− bs(ω) 6 µt,

从而, (bt) 的每一条轨线 bt(ω) 都是速度限制在 [µ, µ] 之间的关于 t 的 Lipschitz 函数. 一个特别的例

子是 µ = c, µ = −c, 此处 c 是光速. 我们知道现实世界中的任何粒子的速度都是小于光速, 所以, 它们

可以用 (bt), 而不宜用对称 Brown 运动 (包括经典的标准 Brown 运动) 来描述. 还可以证明, 这样的

随机过程 (bt) 的不确定分布恰好覆盖了速度限制在 [µ, µ] 以内的全部可能的随机过程的 (线性) 分布.

4.2 G-Brown 运动的构造—存在性定理

经典 Brown 运动的构造是 Wiener 在 1923 年获得的 (参见文献 [140]). 我们知道构造一个经典

的标准 Brown 运动实际上可以通过构造连续轨道空间 Ω = C([0,∞),R) 上的一个适当的概率测度
-Wiener 测度 P 来实现. 也就是说用这个 P 来测度 ω ∈ Ω, 则全体过程 ω 就构成了一个标准 Brown

运动. 构造一个非线性期望下的 Brown 运动的逻辑也是同样的, 不同的是, 这里需要构造的是一个适

当的非线性期望 Ê, 用它来测度 ω ∈ Ω, 则全体过程 ω 就构成了一个非线性的 Brown 运动. 而最自然

的仍是采用 Wiener 和 Kolmogorov 都使用过的方法: 先建立 G-Brown 运动的有限维 (次线性) 分布

所对应的次线性期望, 进而将其所在的空间完备化.

下面简要介绍如何构造一个对称 G-Brown 运动, 更系统的研究可参见文献 [114, 115, 117]. 记

Ω = C([0,∞),R) 为所有定义在 [0,∞) 上的实值的且初值为零的连续函数全体. 对于每一个给定的

T > 0, 考虑以下随机变量空间 (ΩT ,HT ) = (ΩT ,Lip(ΩT )):

ΩT := {ω(t ∧ T ), t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω}, t ∧ T := min{t, T}, (4.1)

HT := {X(ω) = φ(ω(t1 ∧ T ), . . . , ω(tm ∧ T )),∀m > 1, φ ∈ CLip(Rm)}. (4.2)

显然有 Lip(Ωt) ⊆Lip(ΩT ), t 6 T . 记

H = Lip(Ω) :=
∞∪

n=1

Lip(Ωn).
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我们将用 [0,∞)上的连续函数全体 Ω作为 Brown运动的轨道空间,记 Bt(ω) = ω(t), t ∈ [0,∞), ω ∈ Ω.

由于 G-Brown 运动 (Bt) 是增量独立的, 且每一个增量都是 G- 正态分布, 从而, 我们只需按照下面的

方法来引进一个定义在 (Ω,H) 上的次线性期望 Ê, 使得典则过程 Bt(ω) 关于 Ê 满足 G-Brown 运动的

定义 26, 其中 G 是一个给定的次线性函数,

G(a) =
1

2
(σ2a+ − σ2a−), a ∈ R.

设 {ξi}∞i=1 为一个定义在某个次线性期望空间 (Ω̃, H̃, Ẽ) 的 i.i.d. 的 G- 正态分布随机变量序列. 从而,

ξi
d
= N({0} × [σ2, σ2]), (4.3)

且对于每一个 i = 1, 2, . . . , ξi+1 都独立于 (ξ1, . . . , ξi). 对于每一个下面形式的随机变量:

X = φ(Bt1 −Bt0 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btm −Btm−1) ∈ H,

φ ∈ CLip(Rm), 0 = t0 < t1 < · · · < tm <∞,

我们通过

Ê[X] = Ẽ[φ(
√
t1 − t0ξ1, . . . ,

√
tm − tm−1ξm)]

来定义随机变量 X 的期望值 Ê[X], 而对于任何的 tk, 通过

Êtk [X] = Φ(Bt1 , . . . , Btk −Btk−1
),

其中

Φ(x1, . . . , xk) = Ẽ[φ(x1, . . . , xk,
√
tk+1 − tkξk+1, . . . ,

√
tm − tm−1ξm)]

来定义 X 的条件期望值 Êtk [X] (由此也定义了关于所有时间 t 的条件期望). 容易验证 Ê : H 7→ R 定
义了随机变量空间 (Ω,H) 上的一个次线性期望, 并且 (Bt)t>0 是在期望 Ê 下的对称 Brown运动 (定

义 26), 且可以验证 G(a) = 1
2 Ê[aB

2
1 ]. 从而, (Bt) 就是对应于给定次线性函数 G 的次线性期望 Ê 下的

Brown运动—G-Brown运动.注意到以上的 tk 其实是可以设在 [0,∞)上的任意点,这样我们还定义出

了已知 Ωt 的条件期望 Êt : H 7→ Ht, t > 0, 满足

(1) 若 X > Y , 则 Êt[X] > Êt[Y ];

(2) Êt[η] = η, 对于任意的 t ∈ [0,∞), η ∈ Lip(Ωt);

(3) Êt[X] + Êt[Y ] 6 Êt[X + Y ];

(4) 对于每一个 η ∈ Lip(Ωt), 有 Êt[ηX] = η+Êt[X] + η−Êt[−X], 我们还有

Êt[Ês[X]] = Êt∧s[X],

特别地, 有

Ê[Êt[X]] = Ê[X].

例 28 作为例子, 上述方法可用来定义线性情形下的经典的标准 Brown 运动, 即 Wiener 过程.

此时我们只需对于所涉及的 i.i.d 的 G- 正态随机变量列 {ξi}∞i=1 需要满足的 (4.3) 中的上下方差参量

设定为 σ = σ = 1, 从而 B1
d
= ξi 成为了标准的正态分布 N(0, 1). 以上构造所引入的表示和计算都变

得非常直观, 非常简便.
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可能有的读者会诧异为什么这样简单的构造方法就获得了概率理论非常深刻的标准 Brown 运动

的存在性定理, 甚至进而获得了作为其非平凡推广的非线性空间中的 Brown 运动. 事实上, 对应于经

典意义下的 Brown 运动的构造尚未完成, 还需要一小步, 即下面要讲的的一个空间完备化的步骤, 但

是总的来讲,整个构造还是变得更简单直观了. 这对于 Brown运动的初学者提供了一个非常好的入门

途径.

4.3 完备化空间中的非线性 Brown 运动

上面用直接的方法简洁地构造出了一个次线性期望空间 (Ω,H, Ê)中的 Brown运动—G-Brown运

动.但与经典 Brown运动相比,我们的非线性期望 Ê只是定义在了一个较小的随机变量空间 H. 这对

建立新的 Brown 运动的随机分析理论带来诸多不便. 解决此问题的简单而自然的方法是, 直接用我们

已定义好的次线性期望 Ê[·] 来建立随机变量空间 HT = Lip(ΩT ) 和 H = Lip(Ω) 上的范数, 并在此范

数下对随机变量空间 HT 和 H 进行完备化, 同时也将次线性期望 Ê 连续地扩张到此完备化空间.

事实上, 此完备化也很简单: 对于每一个 p > 1 和 X ∈ Lip(Ω), 显然,

∥X∥p := Ê[|X|p]
1
p

构成了随机变量空间 Lip(Ω) 上的一个范数, 我们只需在此范数下将 Lip(Ω) 和 Lip(ΩT ) 扩张到其完备

化的 Banach 空间, 记为 Lp
G(Ω) 和 Lp

G(ΩT ).

另外, 对每一个 0 6 t 6 T <∞, 有

Lp
G(Ωt) ⊆ Lp

G(ΩT ) ⊂ Lp
G(Ω).

容易验证 Ê[·] 仍然是 (Ω, Lp
G(Ω)) 的次线性期望. 对于每一个 t > 0, Êt[·] 也同样可扩张为连续映射

Êt[·] : L1
G(Ω) 7→ L1

G(Ωt). 它仍满足上一小节的条件 (1)–(4).

事实上, 引入 Lp
G(Ω) 的方法有两种, 第一种就是前面介绍的首先通过 PDE 方法来获得非线性

Brown 运动的有限维分布, 这种方法被 Peng [108] 用于定义比非线性 Brown 运动更一般的非线性

Markov 过程. 接着, Peng [109,113] 系统地使用此方法来定义非线性的 G-Brown 运动, 并由此获得

了相应推广了的 Itô 积分和 Itô 公式. 据此思想, Ibragimov [70] 建立了无穷维非线性 Brown 运动理论;

Hu 和 Peng [60] 研究了更一般的非线性独立平稳增量过程, 特别是包含了跳过程的非线性 Lévy 过程,

并巧妙地应用 Daniell-Stone 定理得到了没有小跳的 G-Lévy 过程分布的 Lévy-Khintchine 公式以及与

之对应的偏微分积分方程 (关于这方面的研究可进一步参见文献 [90]). 第二种则是通过随机最优控制

的方法或者鞅测度的方法来获得被那些被 G- 期望控制的概率测度族, 进而求其上确界. 其中鞅测度

方法由 Denis 和 Martini [26] 所引入, 而随机控制方法由 Peng [104] 提出, 这两个方法的等价性则在文

献 [25] 中揭示, 并对此理论进行了系统发展.

4.4 非线性 Brown 运动的拟必然分析理论

G- 期望理论在范数完备化的框架下显得非常完美, 但是还需要给出完备化后的随机变量空间

Lp
G(Ω) 中的随机变量 X(ω) 的性质. 非控条件下连续过程的拟必然分析首先由文献 [26] 引入, 在

文献 [26, 104, 109] 的启发下, Denis 等 [25] 用随机控制的方法得到了 G- 期望的表示定理, 并首次实现

了用相应的 G- 容度 (代替概率) 对空间 Lp
G(Ω) 中的随机变量的一个本质性刻画.

1240



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 10 期

我们在连续路径空间 Ω = C0([0,∞),Rd) 上引入一个自然的距离:

d(ω1, ω2) :=
∞∑

n=1

2−n
(

max
t∈[0,n]

|ω1(t)− ω2(t)| ∧ 1
)
, ω1, ω2 ∈ Ω.

注意 (Ω, d) 是一个完备可分的距离空间. 记 L0(Ω) 为定义在 Ω 上的 Borel 可测函数全体.

定理 29 (1) 存在一个定义在 (Ω,B(Ω)) 的 σ- 可加的相对弱紧的概率测度族 PG, 使得

Ê[X] = sup
P∈PG

EP [X] = sup
P∈PG

∫
Ω

X(ω)dP, ∀X ∈ Lip(Ω).

获得此概率族后, 我们可以引入随机变量空间

L1
G(Ω) :=

{
X ∈ L0(Ω) : sup

P∈PG

EP [|X|] <∞
}
.

在其上可以将次线性期望 Ê 的定义扩张到 L1
G(Ω):

Ê[X] := sup
P∈PG

EP [X], X ∈ L1
G(Ω).

由此可引入对应于此概率族 PG 的 Choquet 容度 [19,27]:

ĉ(A) = Ê[1A] = sup
P∈PG

P (A), A ∈ B(Ω).

(2) 设 Cb(Ω) 为定义于 Ω 上的所有有界的连续函数所构成的空间, 并记

Lp(Ω) :=
{
X ∈ L0(Ω) : sup

P∈PG

EP [|X|p] <∞
}
, p > 1.

我们有 Lp(Ω) ⊃ Lp
G(Ω) ⊃ Cb(Ω). 对每一个 X ∈ Lp

G(Ω) 都存在一个在容度 ĉ 下的拟必然连续的版本,

即存在 Y ∈ Lp
G(Ω) 使得 X = Y q.s., 且对于任何 ε > 0, 都存在开集 O ⊂ Ω 满足 ĉ(O) < ε 使得 Y |Oc

是连续的.

上面 Lp
G(Ω) 中的一个关系 (如 X(ω) 6 Y (ω)) 的成立就是去掉 Ω 的一个容度为零的集合 A

(ĉ(A) = 0) 之后成立, 简称 ĉ-q.s. 成立.

以下是由 Denis 等 [25] 获得的对于 Lp
G(Ω) 中随机变量的非常重要的一个刻画:

Lp
G(Ω) =

{
X ∈ Lp(Ω) : X 有一个 ĉ- 拟连续的版本且 lim

n→∞
Ê[|X|p1{|X|>n}] = 0

}
.

著名的 Ergrov 定理告诉我们, 可测函数是 P - 拟必然连续的. 但是, 一个 Borel- 可测的函数在 G-

容度下可以不是拟连续的, 而非线性期望理论中的很多深刻的公开问题与此有紧密的联系.

此后,文献 [59]在此基础上应用非线性期望下的 Kolmogorov方法得到了 G-期望的表示定理,这

一方法更加简单直接;通过随机控制的方法, Nutz [93]引入了更一般的随机 G-期望,其中的生成函数 G

可以是随机的: G = G(t, ω,A); Nutz 和 Van Handel [95] 还将 G- 期望推广到了比 Lp(Ω) 还要大的解析

集上去. Ren [124] 得到了没有小跳的 G-Lévy 过程轨道的容度刻画定理和相应的表示定理.

需要注意的是, Ω 上的简单函数不全都有拟连续修正. 事实上, 在非线性期望框架下控制收敛定

理不再自动成立, 从而产生一些极具挑战性的且有实际背景的研究问题. 为此, 文献 [64] 通过偏微分

方程技术给出了 Ω 上的一大类拟连续的简单函数, 这说明 G- 期望空间具有充分多的元素和丰富的

结构.
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5 非线性 Brown 运动的 Itô 随机分析理论 [115]

对称 Brown运动是处处不可微、处处变差无界的,能否对这样过程建立微积分理论曾是一个非常

重大的数学问题. 1942 年, 在几乎孤立于所有的概率学家的情形下, Itô [71] 建立了随机微积分的理论,

被誉为 “随机王国中的 Newton 定律”. 非线性 Brown 运动同样是处处不可微、处处变差无界的, 我们

能否对其建立相应的微积分理论? 事实上, 文献 [109] 在构造非线性 Brown 运动之后, 就在同一文章

中解决这一基础性的理论问题.

5.1 G-Brown 运动的 Itô 随机积分

应该指出, 如果不确定的概率全体都可以被一个参考概率测度所控制, 则没有必要重新去定义一

个新的 Itô 随机积分, 因为在这个参考概率下定义的随机积分也适用于其他的那些概率测度, 因而我

们可以在一个 Wiener 概率空间中通过倒向随机微分方程去定义各种不同的 g- 期望. 但是这种作法

不适用于 G- 期望空间. 因为其中所涉及的那些不确定的概率是互相奇异的. 因而有必要重新研究和

定义随机积分的概念. 我们知道在随机分析的研究中,具有连续路径的 Brown运动处于特别重要的中

心位置.

对应于 G-Brown运动 Itô随机积分的定义与经典的随机积分很相近,但是在 “ĉ-拟必然”,或等价

地, 在 L2
G- 范数意义下, 以下随机积分的定义是由文献 [26, 109] 分别独立地获得的. 关于这一空间的

进一步研究可参见文献 [64].

对于每一个 T > 0, 以及区间 [0, T ] 的一个有限子集合 ∆ = {t1, . . . , tN}, 0 = t0 < t1 < · · · < tN

= T . 对给定的 p > 1, 考虑以下形式的简单过程: 对于一个给定的分割 {t0, . . . , tN} = ∆, 记

ηt(ω) =

N−1∑
j=0

ξj(ω)I[tj ,tj+1)(t),

其中 ξi ∈ Lp
G(Ωti) (i = 0, 1, 2, . . . , N − 1) 是给定的. 这类简单过程的集合记为 Mp,0

G (0, T ).

按照 Itô 积分定义的思想, 我们先对每一个简单过程 η· ∈M2,0
G (0, T ) 来定义 Itô 积分:

I(η) =

∫ T

0

ηsdBs :=

N−1∑
j=0

ξj(Btj+1 −Btj ).

容易验证 I: M2,0
G (0, T ) 7→ L2

G(ΩT ) 构成了一个连续的线性映射, 从而此映射可以连续地扩张到 I :

M2
G(0, T ) 7→ L2

G(ΩT ). 而这个扩张后的映射 I 满足以下性质:

Ê[I] = 0 和 Ê[I2] 6 σ2

∫ T

0

Ê[(ηt)2]dt, η· ∈M2
G(0, T ).

因而, 对于每一个 η· ∈M2
G(0, T ), 可以定义其随机积分

∫ T

0
ηsdBs =: I(η).

我们列出这个新的相对于 G-Brown 运动的 Itô 型积分重要的性质. 对于 0 6 s 6 t 6 T , 记∫ t

s
ηudBu :=

∫ T

0
I[s,t](u)ηudBu.

定理 30 设 η, θ ∈M2
G(0, T ) 以及 0 6 s 6 r 6 t 6 T , 则有

(1)
∫ t

s
ηudBu =

∫ r

s
ηudBu +

∫ t

r
ηudBu;

(2)
∫ t

s
(αηu + θu)dBu = α

∫ t

s
ηudBu +

∫ t

s
θudBu, 若 α ∈ L1

G(Ωs) 且有界;

(3) Êt[X +
∫ T

t
ηudBu] = Êt[X], ∀X ∈ L1

G(Ω).
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5.2 G-Brown 运动平方变差过程 ⟨B⟩

G-Brown 运动的平方变差过程是非线性期望理论中的一个特别重要、并且特别有个性的随机过

程. 虽然我们已经获得了关于这个过程的很多有趣的性质, 但是仍有许多有待于进一步深刻认识的问

题. 而其定义其实很像经典情形: 设 πN
t (N = 1, 2, . . .) 为一个区间 [0, t] 的一个满足 |πN

t | → 0 的分割

的序列, 很容易证明

⟨B⟩t = lim
µ(πN

t )→0

N−1∑
j=0

(BtNj+1
−BtNj

)2 = B2
t − 2

∫ t

0

BsdBs.

(⟨B⟩t)t>0 是一个增过程且 ⟨B⟩0 = 0. 我们称 ⟨B⟩为 G-Brown运动 (Bt)的平方变差过程. 此过程深刻

地刻画了 G-Brown 运动 (Bt) 的分布不确定性. 非常重要的一点是除了当 σ2 = σ2 的特殊情形以外,

⟨B⟩ 不会是一个确定性过程. 相反, ⟨B⟩ 的很多性质却很像 G-Brown 运动 (Bt) 自己: ⟨B⟩ 任意的增量
⟨B⟩t+s − ⟨B⟩t 是独立于 ⟨B⟩ 在时刻 t 以前的历史 (⟨B⟩t1 , . . . , ⟨B⟩tn , t1, . . . , tn ∈ [0, t]) 的, 而且也有增

量分布的平稳性 ⟨B⟩t+s − ⟨B⟩t
d
= ⟨B⟩s. 另外, 由 Ê[|⟨B⟩t|3] 6 Ct3 可以证明平方变差过程 ⟨B⟩ 也是个

连续过程, 从而按照非线性 Brown 运动的定义, ⟨B⟩ 本身也构成了一个新的非常特别的 Brown 运动.

我们有以下推广的 Itô 同构公式:

Ê
[(∫ T

0

ηsdBs

)2]
= Ê

[ ∫ T

0

η2(s)d⟨B⟩s
]
, η· ∈M2

G(0, T ).

另外, ⟨B⟩t 的分布还可以通过 Ê[φ(⟨B⟩t)] = maxv∈[σ2,σ2] φ(vt) 来计算. 此外, 还可以证明, ĉ- 拟必然地

σ2t 6 ⟨B⟩t+s − ⟨B⟩s 6 σ2t. 特别地,

Ê[|⟨B⟩s+t − ⟨B⟩s|2] = sup
P∈PG

EP [|⟨B⟩s+t − ⟨B⟩s|2] = max
v∈[σ2,σ2]

|vt|2 = σ4t2.

5.3 G- 期望空间中的 Itô 公式和随机微分方程

在此基础上, 文献 [115] 系统地建立了非线性随机分析理论. 下面的 Itô 公式首先由文献 [109] 获

得, 并由文献 [42, 147] 进行了改进. 以下的结果的主要思想来自文献 [80], 它显著地改进了前面的结

果.注意到,与经典的 Itô过程非常重要的一个不同是,在 (Ω, Lp
G(Ω), Ê)中的一个完备的 Itô过程是由

下面的三种积分组成:

Xν
t = Xν

0 +

∫ t

0

αν
sds+

∫ t

0

ηνs d⟨B⟩s +
∫ t

0

βν
s dBs.

Song [133] 告诉我们, 在很一般的假设下就会有 Xν
t ≡ 0 等价于 αν

t ≡ 0, ηνt ≡ 0, ηνt ≡ 0.

定理 31 设 αν , ην ∈ M1
G(0, T ) 和 βν ∈ M2

G(0, T ), ν = 1, . . . , n, 则对于每一个 t ∈ [0, T ] 和函数

Φ ∈ C1,2([0, T ]× Rn), 有

Φ(t,Xt)− Φ(s,Xs) =
n∑

ν=1

∫ t

s

∂xνΦ(u,Xu)β
ν
udBu +

∫ t

s

[∂uΦ(u,Xu) + ∂xuΦ(u,Xu)α
ν
u]du

+

∫ t

s

{ n∑
ν=1

∂xνΦ(u,Xu)η
ν
u +

1

2

n∑
ν,µ=1

∂2xµxνΦ(u,Xu)β
µ
uβ

ν
u

}
d⟨B⟩u.

文献 [80] 的结果比上面的条件更弱: 过程 αν、βν 和 ην 可以在一个更大的空间 M2
ω(0, T ) 中.
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考虑如下形式的 G-Brown 运动驱动的随机微分方程 (SDE):

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

h(Xs)d⟨B⟩s +
∫ t

0

σ(Xs)dBs, t ∈ [0, T ], (5.1)

其中初始条件 X0 ∈ Rn 且 b, h, σ : Rn 7→ Rn 为给定的 Lipschitz 函数. 此处时间区间 [0, T ] 可以设为

[0,∞). 该方程的存在唯一性由文献 [111] 获得.

注 32 以上的结果实际上是在更深刻、更精细的层次上的 Itô 分析. 设 σ < 1 < σ, 则使得 (Bt)

为经典的标准 Brown 运动的 Wiener 概率测度 P 被 Ê[·] 所控制, 即 EP [·] 6 Ê[·], 从而 EP 是范数

∥ · ∥L1
G
下的连续泛函. 但此时我们有 ⟨B⟩t − t ≡ 0, P -a.s., 即 Wiener- 测度无法分辨开 ⟨B⟩t 和 t, 这

样 Itô 过程 (5.1) 中的前两个积分项就只能合并, 从而只剩下了 dt 和 dBt 两个积分项. 另外, 在相应

的 Wiener 空间 (Ω,F , P ) 中不存在一个等价的测度变换 Q 使得过程 (λBt) 也是一个标准 Brown 运

动, 而这在次线性空间 (Ω, L1
G, Ê) 中则是很容易的事情.

随后, Gao [42] 考虑了 G-SDE解的同胚性质; Guo等 [48] 提出了非线性期望框架下的鞅问题,这与

经典鞅问题有本质的区别, 原因在于线性情形下偏微分算子就是扩散过程的无穷小生成元, 而在非线

性情形下不存在这种对应关系,故而,他们应用偏微分方程技术解决了这一问题,建立了非线性随机微

分方程的弱解理论; Geng 等 [46, 123] 通过 Lyons 建立的 Rough-Path 理论发展了 G-SDE 的轨道分析理

论; Lin [84] 引入了非线性期望框架下的关于增过程的随机积分, 得到了 G-Brown 运动驱动的反射随

机微分方程解的适定性理论; 关于这方面的进一步研究可参见文献 [6, 79,82,86] 等.

5.4 非线性期望下的 Brown 运动和鞅

我们可以在次线性或更一般的非线性期望空间中定义一个非对称的 G-Brown 运动. 设 G(p,A) :

Rd×S(d) 7→ R为一个给定的形如 (3.9)的关于 A单调的次线性函数. Peng [115] (第 3.7和 3.8小节)证

明了, 存在取值于 R2d 的 Brown 运动 (Bt, bt)t>0 使得 (B1, b1) 为 G- 分布, 其中的非线性期望空间为

Ω = C([0,∞),R2d), 并且 (Bt(ω), bt(ω)) 为其典则过程, 而其完备化的随机变量空间就是 (Ω, L1
G(Ω)).

(Bt) 是对称的, 而 (bt) 是非对称的 Brown 运动. 此时在次线性期望 Ê 下, Bt 是正态分布而 bt 则是最

大分布. 对于每一个给定的非线性函数 G̃(p,A) : Rd × S(d) 7→ R, 只要它满足以下的 G- 控制条件:

G̃(p,A)− G̃(p′, A′) 6 G(p− p′, A−A′), p, p ∈ R, A,A′ ∈ S(d),

我们都能在空间 (Ω, L1
G(Ω)) 中构造出一个非线性期望 EG̃ 使得

EG̃[X]− EG̃[Y ] 6 Ê[X − Y ], X, Y ∈ L1
G(Ω),

且过程 (Bt, bt)t>0 就是取值于 R2d、关于非线性期望 EG̃ 的 Brown 运动. 特别地, 我们有

G̃(p,A) = EG̃

[
⟨b1, p⟩+

1

2
⟨AB1, B1⟩

]
, p ∈ Rd, A ∈ S(d).

我们实际上构造了一个非线性期望的变换, 它将同一个典则过程 (B, b) 从一个 G-Brown 运动变换到

另一个 G̃-Brown 运动. 它是相应的概率理论中测度变换定理的重要的非平凡推广.

不仅如此, EG̃ 还具有动态相容的条件期望 EG̃[· | Ωt] : L
p
G(Ω) 7→ Lp

G(Ωt), 并且其条件期望依然也

同样是受控的:

EG̃[X | Ωt]− EG̃[Y | Ωt] 6 Ê[X − Y | Ωt].
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此外, Ẽt[·] 还满足以下性质:

(1) EG̃[X | Ωt] > EG̃[Y | Ωt], 如果 X > Y ;

(2) EG̃[X + η | Ωt] = EG̃[X | Ωt] + η, 若 η· ∈ Lp
G(Ωt);

(3) EG̃[EG̃[X | Ωs] | Ωt] = EG̃[X | Ωs∧t], 特别地, EG̃[EG̃[X | Ωs]] = EG̃[X];

(4) 若 X ∈ Lp
G(Ω

t), 则 EG̃[X | Ωs] = EG̃[X].

特别地, 次线性期望 Ê 下的条件期望 Êt : L
p
G(Ω) 7→ Lp

G(Ωt) 仍然是次线性的:

(5) Ê[X | Ωt]− Ê[Y | Ωt] 6 Ê[X − Y | Ωt];

(6) Ê[ηX | Ωt] = η+Ê[X | Ωt] + η−Ê[−X | Ωt], 其中 η ∈ L1
G(Ωt) 且有界.

我们称一个过程 (Mt)t>0 为一个 G̃-鞅 (G̃-上鞅; G̃-下鞅),如对于每一个 t ∈ [0,∞), Mt ∈ L1
G(Ωt)

且对于每一个 s ∈ [0, t], 都有

EG̃[Mt | Ωs] =Ms (6Ms; >Ms).

显然, 对于每一个随机变量 X ∈ L1
G(Ω), Mt := EG̃[X | Ωt] 是一个 G̃- 鞅. 特别地, 如果 φ 是一个 Rd

上的有界的 Lipschitz 连续函数, 对于 X = φ(bT +BT ), 随机过程

Mt = Ẽ[X | Ωt] = u(t, bt +Bt)

是一个 G̃- 鞅, 其中 u 满足以下全非线性 PDE [4, 7]:

∂tu+ G̃(Dxu,D
2
xxu) = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ Rd,

终端条件为 u |t=T = φ 的唯一的黏性解. 一般而言, G̃- 鞅实际上就是完全非线性上述 PDE 的一个路

径解. 反之, 一个 PDE 的黏性解则是一个状态依赖的 G̃- 鞅.

5.5 G-Sobolev 范数下的偏微分方程

事实上,以上的 Brown运动所对应的次线性期望框架为 PDE理论提供了一个非常新且非常重要

的 Sobolev 范数:

∥φ∥Lp
G
:= Ê[|φ(BT )|p]1/p,

即构成了定义在 Rd 上的实函数 φ 非平凡的范数. 一般地, 我们可以用一个定义在 Cb(Rn) 上单调的

非线性 (也称为 Nisio 半群 [91,92], 或非线性 Markov 半群) Qt(·) 来定义一个范数:

∥φ∥Q = (Pt(|φ|p))1/p.

如果 G = G(p,A)是一个关于 (p,A)次线性的且关于 A单调的函数,则由如下形式的非线性抛物型的

PDE:

∂tu
φ(t, x)−G(Duφ(t, x), D2uφ(t, x)) = 0, uφ(0, x) = φ(x)

的解 (如黏性解或经典) 构成的映射 uφ(1, 0) : Cb,Lip(Rn) → R 会构成一个次线性的单调泛函 FG(φ)

:= uφ(1, 0), 从而构成了一个范数

∥φ∥W 0,2
G

:= FG(|φ|2)1/2,

并且可以进一步构成相应的 Sobolev 范数:

∥φ∥W 1,2
G

:= ∥φ∥W 0,2
G

+
d∑

i=1

∥∂xiφ∥W 0,2
G
,
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以及更一般地定义

∥φ∥Wk+1,2
G

:= ∥φ∥W 0,2
G

+
d∑

i=1

∥∂xiφ∥Wk,2
G
, k = 1, 2, . . .

稍微将这个方法扩大一下,就可以用来相应地解决路径型的 PDE.也会使我们更加看清一件事情:

整个的非线性的 G-鞅分析实际上也可以等价地解释为全非线性偏微分方程的 G-Sobolev范数下的路

径型的解, 关于这方面的研究可参见文献 [119,120,135].

5.6 G- 鞅和 G-BSDE

利用文献 [111] 提出的方法, 容易证明, 对给定的 Z ∈M2
G(0, T ) 和 p, q ∈M1

G(0, T ), 过程

Yt = Y0 +

∫ t

0

ZsdBs +

∫ t

0

psdbs +

∫ t

0

qsd⟨B⟩s −
∫ t

0

G̃(ps, qs)ds, t ∈ [0, T ] (5.2)

定义了一个非线性的 G̃- 鞅. 而此问题的逆问题则是, 求找一个适当的子空间M ∈ L1
G(ΩT ), 使得对于

其中的每一给定的随机变量 X ∈ M, 相应的非线性鞅 Yt := Ẽt[X] 都有表示 (5.2). 事实上, 这等价于

四元过程 (Y, Z, p, q) ∈M2
G(0, T ) 满足以下形式的新的倒向随机微分方程 (BSDE)6):

−dYt = G̃(pt, qt)dt− ZtdBt − ptdbt − qtd⟨B⟩t, YT = X. (5.3)

这个问题是文献 [111, 115] 对形如 G = G(A) 的次线性函数 (bt ≡ 0) 的情形提出的. 在此情形下可以

证明

Yt = Y0 +

∫ t

0

ZsdBs +Kt,

其中 K 为一个连续的递减的 G- 鞅且 K0 = 0. 这个重要结果首先是由 Soner 等 [127] 在条件

Ê
[

sup
t∈[0,T ]

Et[|X|2]
]
<∞

下获得. 之后, 文献 [127, 131] 各自独立地将范数条件减弱到了 E[|X|2+δ] < ∞. 事实上, 文献 [131] 将

条件减弱到了 E[|X|β ] <∞, 其中的常数 β 只需满足 β > 1. 由于此分解的唯一性已获得证明, 从而问

题就集中到了证明

KT =

∫ T

0

G(qs)ds−
∫ T

0

qsd⟨B⟩s.

为此, 文献 [66]引入了一个关于过程 q 的先验估计,从而获得关于 q 的一个唯一性结果.另一方面, 文

献 [132]巧妙地引入了一个范数, 成功地处理了非对称 G-鞅的唯一性问题.特别重要地, 文献 [132]成

功地解决了一个重要的公开问题: 将 G-Itô 过程中的三个积分项 dt、dBt 和 d⟨B⟩t 清楚地区分开来.

最近, 文献 [121] 结合其所引入的范数以及偏微分方程的技术, 基本上证明了关于 G- 鞅表示定理的猜

想, 也可参见文献 [128].

另外, 对于一个给定的 X ∈ L1
G(ΩT ), 一个终端条件为 YT = X 的 G̃- 鞅 Yt 显然就是 Yt = Ẽt[X].

这实际上就是完全非线性的倒向随机微分方程的一个典型结果.而对于完全非线性的倒向随机微分方

程组, 则可利用文献 [107] 引入的控制方法 (domination approach), 用 Picard 迭代 (或压缩不动点原

理) 来证明以下类型的多维全非线性 BSDE:

Y i
t = Ẽi

t

[
Xi +

∫ T

t

f i(s, Ys)ds

]
, i = 1, . . . ,m, Y = (Y 1, . . . , Y m) (5.4)

6)经典 BSDE 理论由文献 [99] 所建立.
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的解 Y 的存在唯一性. 与 G̃- 期望类似, 对于每一个 i = 1, . . . ,m, Ẽi 是一个 G̃i- 期望且 G̃i 是一个定

义在 Rd × S(d) 上的被 G 控制的函数. 可以证明, 如果对于每一个 i, f i(·, y) ∈ M1
G(0, T ), y ∈ Rd, 且

是关于 y 的 Lipschitz 连续函数, 那么对于每一个给定的终端条件 X = (X1, . . . , Xm) ∈ L1
G(ΩT ,Rm),

BSDE (5.4) 存在唯一的解 Y ∈ M1
G(0, T,Rm). 在不同框架下, 文献 [18] 应用 PDE 的方法也独立地获

得了一类被称为 2BSDE 的完全非线性 BSDE 的解的存在唯一性.

6 非线性期望下的随机分析的进展

非线性期望提供了一个研究 Knight 不确定性问题的统一的理论体系. 许多专家学者进一步研究

了非线性随机分析中的相关问题.很多经典概率理论体系中原来所难以解决的概率和分布的不确定性

的问题, 往往都可代之以基于非线性期望的运算, 使问题迎刃而解.

基于非线性随机微分方程理论的发展, Gao 和 Jiang [44] 研究了 G- 随机微分方程的大偏差问题,

而 Gao 和 Xu [45] 给出了次线性期望框架下相对熵的概念, 从而建立了次线性期望下的独立随机变量

列经验测度的大偏差原理. 随后, Gao [43] 和 Osuka [97] 建立了 G-Brown 运动泛函的变分表示, 给出了

G-Brown 运动泛函的大偏差原理. 这些工作为进一步研究非线性期望下极限定理提供了有力的工具.

众所周知, Brown 运动的 Lévy 鞅刻画定理对研究鞅问题和弱解理论非常重要, 因此, 一个很有趣

的问题是如何研究非线性 Brown 运动的 Lévy 鞅刻画. Xu 和 Zhang [144,145] 通过非线性对称鞅的随

机计算方法证明了 G-Brown运动的 Lévy鞅刻画定理. 在此基础上, Lin [83] 研究了在非线性期望空间

中对称鞅的随机积分表示. 此后, Song [133] 系统地研究了非线性独立平稳增量过程的基本性质, 给出

了一个不同形式 G-Brown 运动鞅刻画准则, 建立了一般非线性 Brown 运动的表示定理.

接下来一个重要问题是建立 G-Brown运动驱动的倒向随机微分方程 (G-BSDE)理论.经典 Brown

运动下的 BSDE 已经获得很大的进展并对非线性期望的发展产生了决定性的影响 (参见文献 [12, 41,

101–106]). 在 G- 期望理论中, 由于非对称鞅的存在, 使得这一问题比经典 BSDE 更加复杂. 此时

G-BSDE 的解为三元组 (Y, Z,K) 使得

Yt = ξ +

∫ T

t

g(s, Ys, Zs)ds+

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)d⟨B⟩t −
∫ T

t

ZsdBs − (KT −Kt),

其中 K 为一个连续的减 G- 鞅且 K0 = 07). 需要注意的是, 经典的 Picard 迭代方法不再适用于处理

非线性期望框架下的倒向随机微分方程. 为此,文献 [52]通过偏微分方程方法和 Galerkin逼近技术建

立了 G-BSDE的适定性理论.在此基础上, 文献 [53]获得了 G-BSDE的比较定理以及 Markov情形下

的全非线性 Feynman-Kac公式8),并建立了非线性 Brown运动的 Girsanov变换9).关于平方增长系数

下的 GBSDE 的研究参见文献 [65]. 此后, 文献 [120] 提出了 G-Sobolev 空间理论, 通过 G-BSDE 得到

了全非线轨道偏微分方程 Sobolev 解的存在唯一性, 提供了新的思路来研究倒向随机微分方程理论和

偏微分方程理论.注意到,关于拟线性路径偏微分方程的光滑解的研究结果是由文献 [122]通过 BSDE

方法获得. 对此类方程的黏性解的研究参见文献 [32].

基于非线性框架下的倒向随机微分方程理论, 文献 [57, 63] 研究了非线性期望框架下的遍历倒向

随机微分方程理论; Hu 和 Ji [55] 研究了 G- 期望框架下的随机递归最优控制问题, 他们引入了一种全

新的 “隐式分解” 方法, 证明了动态规划原理. 最近, 文献 [54]巧妙地利用线性化方法和弱收敛技术得

7)对于这一方程的研究也可参见文献 [129], 但在他们的框架中方程的解不一定在 G- 期望空间中.
8)非线性 Feynman-Kac 公式由文献 [101,102] 建立
9)文献 [98,143] 分别研究了一维情形和多维情形下非线性 Girsanov 变换.
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到了非线性期望框架下的随机最大值原理, 从而实质地推广了 Peng [100] 的一般随机最大值原理. 关

于这一方面的研究, 也可参见文献 [10, 56,62,146] 等.

目前, 非线性期望理论仍处于发展中, 仍有许多重要的问题有待研究和解决. 例如, 在非线性期

望框架下的停时理论就有很大的挑战性, 这是由于停止过程不一定具有拟连续性. Song [130] 证明了一

类 G- 鞅的停止过程仍然为拟连续过程且为 G- 鞅; 结合这个技术, 文献 [134] 利用耦合方法、全非线

性 Feynman-Kac 公式和 Girsanov 变换公式首次给出了全非线性偏微分方程解的梯度估计. 文献 [61]

研究了条件 G- 期望的推广, 并且得到了关于一类停时的 G- 鞅停时定理. 另一方面, 文献 [80] 在一扩

张的空间中建立了非线性随机分析的局部化理论, 但怎样在这一空间中定义条件 G- 期望的问题仍有

很大的挑战性, 关于这一方向的研究也可参见文献 [61,79,96] 中的非常系统的研究.

此外, 当前利用非线性 G- 期望理论来研究 Knight 不确定性资产定价和风险管理理论是经济金

融界的热点问题, 例如, Beissner 和 Riedel [9] 发现在非线性期望框架下 Arrow-Debreu 均衡不能通过

连续交易永久证券来实现成为 Radner均衡; Epstein和 Ji [37, 38] 研究了带有均值 -波动率不确定性的

递归效用问题, 解决了一类波动率不确定情形下的资产定价与风险度量问题, 关于这方面的研究也可

参见文献 [137] 等. 由于考虑了模型不确定性的实质性的影响, 这些研究成果给出了更加完备的资产

定价理论.

非线性的 G- 期望理论已经获得了很多重要的进展, 可参见文献 [28, 33, 34, 51, 81]. 另外, G- 期望

理论的提出和发展与我们 1997年提出的 g-期望理论 [103] 并从中获得了关键性的启发是分不开的 (参

见文献 [22,35,72,73,104,106]).

7 结论

本文给出非线性期望理论进展的一个综述, 首先介绍如何建立一个非线性期望的基本理论框架,

说明了为什么这个框架可以自然和稳健地用来分析和计算我们现实世界中经常面对的概率和分布本

身的不确定性. 我们介绍了非线性 i.i.d. 的概念, 并通过例子说明为什么非线性 i.i.d. 假设对于现实世

界的样本数据有非常好的普适性.

本文介绍了次线性期望空间中两个最典型的新的统计分布—非线性正态分布和最大分布与作为

这个理论的基础的大数定律和中心极限定理. 其特别典型的应用则是关于现实样本数据的非线性期望

的 φ-max-mean 计算方法. 我们还介绍一个最重要的随机过程—非线性 Brown 运动及其相关的随机

分析,以及相应的非线性鞅理论.关于这个新领域还有大量的有趣而富有挑战性的公开问题,我们会在

随后的文章中讨论. 我们也特别注意到, 最近 E 等 [31] 应用倒向随机微分方程 (BSDE) 理论获得了计

算非常高维数的拟线性抛物型偏微分方程组的算法. 相信怎样通过 G-Brown 运动驱动的 BSDE 来计

算全非线性偏微分方程的问题将会引起很多学者的关注.

非线性期望理论非平凡地推广了 Kolmogorov 于 1933 年建立的概率论公理体系, 那里的最核心

的概念是概率测度 P . 我们的理论的关键不同是, 最核心的概念是 (非线性) 期望 Ê, 而不是很多人所
预期的非线性 (非可加) 概率. 期望为线性的, 而正是这种内蕴形式的非线性10) 为我们提供了一个高

倍的望远镜和显微镜,使我们能够对于现实世界中很难发现而又无处不在的概率和统计分布的不确定

性进行的定量分析和计算.

我们以一个经典的概率理论框架与作为其推广的非线性期望理论框架的对照表 1 来结束本文.

10)参见文献 [109] 和 [46] 的介绍.
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表 1 非线性期望框架与经典概率理论框架的对照表

经典概率空间 非线性期望空间

(Ω,F , P ) 非线性 (Ω,H,E): (sublinear is basic)

概率同分布 X
d
= Y 非线性期望同分布 X

d
= Y

随机变量 Y 独立于随机变量 X Y 非线性地独立于 X (非对称独立)

大数定律和中心极限定理 非线性大数定律和中心极限定理

正态分布 非线性正态分布

Brown 运动 Bt(ω) = ωt 非线性 Brown 运动 Bt(ω) = ωt

平方变差过程 ⟨B⟩t = t ⟨B⟩t: 仍然为非线性 Brown 运动

Lévy 过程 非线性 Lévy 过程

Brown 运动的 Itô 随机分析 非线性 Brown 运动对应于更精的随机分析

SDE dxt = b(xt)dt+ σ(xt)dBt dxt = b(xt)dt+ σ(xt)dBt + β(xt)d⟨B⟩t

扩散: ∂tu− Lu = 0 非线性 ∂tu−G(t, x, u,Du,D2u) = 0

Markov 过程和 Markov 半群 非线性 Markov 过程和非线性 Markov 半群

鞅和半鞅 非线性鞅和半鞅

E[X | Ft] = E[X] +
∫ T
0 zsdBs E[X | Ft] = E[X] +

∫ t
0 zsdBs +Kt

Kt=
∫ t
0 ηsd⟨B⟩s −

∫ t
0 2G(ηs)ds

样本数据的统计平均算法和 Monté-Carlo 算法 φ-max-mean 算法和非线性

Monté-Carlo 算法
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Theory, methods and meaning of nonlinear expectation theory

PENG ShiGe

Abstract This is a survey on the research developments of nonlinear expectation theory. We first recall the

basic definition of a space of nonlinear expectation, and then, through the representation theorem and some

examples of nonlinear i.i.d. (independent and identically distributed), to explain why this new framework can

be applied to calculate and quantitatively analyze probabilistic and distributional uncertainty hidden behind a

real world (possibly high-dimensional) data sequence. Then we introduce two fundamentally important nonlinear

normal distribution and maxima distribution and the corresponding nonlinear law of large numbers and nonlinear

central limit theorem, which are crucial and fundamental breakthroughs of this new research domain. A typi-

cal application is a basic algorithm named “φ-max-mean”. We also present a basic continuous-time stochastic

process—nonlinear Brownian motion and its stochastic calculus, including stochastic integral, stochastic differen-

tial equations, and the corresponding nonlinear martingale theory. This new theoretical framework has generalized

the axiomatical probability theory founded by Kolmogorov (1933). The key difference is the notion of nonlinear

expectation Ê, whose special linear case corresponds a probability space (Ω,F , P ). It is the nonlinearity that

allows us to quantitatively measure the uncertainty of probabilities and probabilistic distributions inhabited in

our real world.

Keywords nonlinear expectation, nonlinear normal distribution, nonlinear i.i.d., nonlinear large num-

bers theorem and central limit theorem, nonlinear Brownian motion and its stochastic calculus, nonlinear

martingale theory, nonlinear Monté-Carlo method, φ-max-mean algorithm
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